1 Angolitrarette

1.1 Retteorientateeloro rappresentazione

Consideriamo una retta in forma generale+ by + ¢ = 0. Calcoliamo il fattore di normalizzazione= /a2 + b2.
Se la retta esiste, si ha certamente- 0, poiché non pud essete = b = 0, che € l'unico caso in cui pud avere
valore nullo. Quindi & sempre possibile normalizzare i iciehti dell’equazione, dividendoli per. Si ha cosi una
rappresentazione equivalente della retta,+ 'y + ¢ = 0, dovea’ = a/r, b’ = b/r e’ = ¢/r. | coefficienti normal-
izzatia’ e b’ sono interpretabili come seno e coseno di un angolo, date’¢hey’? = a? /72 +b?/r2 = (a®+b%)/r? = 1.

Ponenda’ = sina eb’ = — cos«, I'angolo a € quello formato dalla retta con il semiasse positivo delle ascisse,
seguendo la convenzione di misurare gli angoli in senso@mto.

Per esempio, la retta per 'origine di equazide— 4y = 0 passa per l'origine e per il punt® = (4, 3) nel primo
quadrante. Il suo fattore di normalizzazione € 5. L'equazione normalizzata®x — 3y = 0. L'angolo« hasin o = £
ecosa = % ed é infatti compreso trae /2 (primo quadrante).

La stessa retta passa anche per il pupte: (—4, —3). La sua equazione normalizzaté-€2)xz — (—2)y = 0, che

corrisponde ad un angofdconsin 8 = —% ecosff = —%, cioé un angolo compreso trae 37 /2 (terzo quadrante).
Alla stessa retta corrispondono quindi due rappresentazion coefficeinti di segno opposto.

Rappresentare una retta tramite il suo corrispondentd@nggsia tramite la coppia (seno, coseno) di quell’angolo,
consente di rappresentaragétta orientata. Finché si usano equazioni non si vede alcuna differenzagnsaintroducono
le disequazioni il concetto di retta orientata diventa malile.

1.2 Retteorientate e semipiani

Cosi come laretta € il luogo dei punti che soddisfano un’eiue (in particolare un’equazione lineare, del tipot+ by +
¢ = 0), un semipiano ¢ il luogo dei punti che soddisfano una delleabrrispondenti disequazioni, cieg + by + ¢ > 0
ear + by +c<0.

Quando si considerano i semipiani definiti da una retta, ésgzio tenere conto dell’'orientamento della retta, goich
invertire I'orientamento, cioé cambiare di segno ai cogffiti della retta, significa scambiare tra loro i due senmipia

Come abbiamo visto sopra, una retta orientata corrispoddenaangolo: quello formato dalla retta col semiasse
positivo delle ascisse, misurato in senso antiorario. Mdsbdi retta per I'origine, dall’angola si ricava I'equazione
(sina)z — (cos )y = 0.

La retta cosi rappresentata € orientata dall’origine viégonto P di coordinate(cos «, sin @), che € l'intersezione
della retta con la circonferenza goniometrica che corrisigall’angolon.

Il semipiano a destra della retta orientata soddisfa laggdiaeione(sin o)z — (cos )y > 0, mentre quello a sinistra
soddisfa la disequaziorigin o)z — (cos a)y < 0.

La stessa retta orientata in direzione opposta corrispalfidegolo s = 7 + « ed € quindi orientata dall’origine al
punto@ di coordinatecos 3, sin 3), cioé(cos T + «a, sin T + «), Cioé(— cos a, — sin o). Quindi@ & il punto simmetrico
a P rispetto all'origine. Per la retta orientat®) il semipiano a destra soddisfa la disequazipie 3)z — (cos 8)y > 0,
che equivale &sin o)z — (cos @)y < 0; quindi, esso corrisponde al semipiano posto a sinistia detta orientat® P.

Se si considerano rette non passanti per 'origine, valg@istesse considerazioni con I'unica accortezza di normal-
izzare anche il termine noto.

1.3 Distanza con segno tra punto eretta

La formula della distanza tra un punkb= (zp,yp) ed unarettaxz + by + c=0¢

lazp + byp + |
Vaz+02

Tale formula non permette pero di distinguere tra punti ardesa sinistra della retta, poiché la distanza € definitaecom
guantita sempre non-negativa.



In molti casi, invece, & necessario avere questa informazeoprattutto quando si lavora con vincoli lineari esgires
da disequazioni, cioé si vuole imporre che un punto giacdasdra o a sinistra rispetto ad una retta orientata. Percio &
utile introdurre il concetto dilistanza con segno e riferirsi alla rappresentazione detkita orientata.

Sia« I'angolo corrispondente ad una retta orientata di equazient by + ¢ = 0. Sianoa, b e c i coefficienti ottenuti
dopo la normalizzazione dell’equazione, in modo che siabbi+ b = 1. Allora la distanza con segno di un punto
P = (zp,yp) dalla retta orientata &

axp + byp + c.

Infatti il valore assoluto al numeratore non viene piu atifito, per conservare I'informazione sul segno, ed il dénom
natore sparisce, poiché & pari agrazie alla normalizzazione. Inoltre, come dimostratprecedenza si ha = sina e
b= —cosa.

| punti a distanza positiva dalla retta orientata sono guadisti a destra; i punti a distanza negativa sono quelli post
sinistra.

Corollario. Se si considera il particolare punid= (0, 0) si osserva che la sua distanza dalla retta orientata & pari a
c. Quindi il termine noto normalizzateé pari alla distanza con segno dell’origine dalla rettard&ta.

Quindi, se conosciamo I'angotoe la distanza dell’'origine dalla retta, possiamo scrivem@ediatamente I'equazione
dellla retta orientata
(sina)x — (cosa)y + ¢ =0,

da cui si ottengono annche le due disequazioni corrispdngiesemipiani a destra e a sinistra.

1.4 Prodotto scalare e angolo tra due direzioni

Consideriamo due direzioni, rappresentate da due ret@tatep e q. Sia~y I'angolo compreso tra di esse. Vogliamo
trovare la relazione che intercorre tyad i coefficienti delle equazioni delle due rette.

Sianoa e g i due angoli corrispondenti alle due rette orientate. Gibgrsamo le equazioni delle due rette orientate,
ar+by+c=0edr+ey+ f=0,dovea =sina,b= —cosa, d = sin 3 ee = — cos 3, cOme mostrato in precedenza.

Per comodita trasliamo il sistema di riferimento in modo Bbegine sia nel punto di intersezione tra le due rette. Le
due equazioni diventano pertanto + by = 0 edz + ey = 0.

Consideriamo il puntd” lungo la retta orientata posto a distanza dall'origine. Esso ha ascissab = cosa €
ordinatas = sin . Consideriamo il puntd@) lungo la retta orientata posto a distanza dall’'origine. Esso ha ascissa
—e = cos (3 e ordinatal = sin 3.

Consideriamo i due vettof P e OQ), le cui componenti sono le coordinate dei due punt () rispettivamente.
La proiezione di un vettore sull'altro & data dabdotto scalare tra P e @, cioe dalla somma dei prodotti delle loro
componenti, ossia—b)(—e) + ad. DettaH la proiezione diP suOQ), considerando il triangol® PQ che é rettangolo in
H per costruzione, osserviamo che la lunghezza del caét@ pari a quella dell’ipotenugaP per il coseno dell'angolo
compreso, cio&. Quindi
be + ad = cos~y

e la relazione cercata.
Sostituendo ad, b, d ede le funzioni dia e 3, si ottiene
COS7y = COSO(COSB + Sinasinﬁ.

Al secondo membro compare la formula che esprime il coseltmdifferenza tra due angoli e infatfi= o — 3.

Il prodotto scalare tra due vettori indica la lunghezzaalptbiezione di uno sull’'altro. La costruzione si puo ripete
simmetricamente proiettandp sul segment® P e ottenendo lo stesso risultato. Quindi, il prodotto seatea vettori &
commutativo, proprio come le moltiplicazioni tra scalari.

Se i due vettori sono normalizzati, cioé di lunghezza utdlrloro prodotto scalare é il coseno dell’angolo compres
e pud assumere solo valori compresitrae 1. Il prodotto scalare vale-1 quando i vettori hanno la stessa direzione ma
orientamento opposto e valejuando hanno la stessa direzione e lo stesso orientamé@as@no sovrapposti). Quando



i due vettori sono perpendicolari, il prodotto scalare vale

Corollario. Queste considerazioni ci suggeriscono un modo per imparoehdizione di perpendicolarita tra due
rette nel piano. Due rette di equazione+ by + ¢ = 0 edz + ey + f = 0 sono perpendicolari se e solo se

ad + be = 0.

Analogamente la condizione di parallelismo &
ad+be =1

e quella di anti-parallelismo (stessa direzione ma ori@et#o opposto) &
ad + be = —1.

Si noti che queste condizioni sono valide in generale e rdmeilono alcuna ipotesi aggiuntiva. In particolare, valyo
anche nel caso in cui le rette siano verticali, dove il coifite angolare non ha un valore finito.

)
A

P =(-b,a)




2 Localizzazionedi un punto

Poniamoci ora il problemainverso. Conosciamo la posizéine puntoO e quella di un puntel; conosciamo I'ampiezza
dell’angoloAOB e la distanza) B; vogliamo determinare le coordinate @i

Senza perdita di generalita possiamo ipotizzare @hea I'origine del sistema di riferimento. Se cosi non fosse,
potremmo sempre riformulare il problema dopo aver traslaistema di riferimento in modo da verificare la condizione
Indichiamo cony 'ampiezza diAOB, valutato daD A versoOB: se B & alla sinistra della retta orientat®4, si ha
0 <~ < 7; se inveceB ¢ alla destra della retta orientated, si ha—7 < v < 0.

Dalla posizione did = (x4, y4), otteniamo la direzione della retta orientéta, di equazione

yar —x oy = 0.

Normalizzando i coefficienti, si ha
ya__ . _ TA
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La normalizzazione dei coefficienti della retta orient&td consente di interpretare i due coefficienti come seno e
coseno di un angolo, poiché la somma dei loro quadrati & egialSia

y=0

=sina = cosq,

Yya TA
VL U4 VT4 T4
dovea € I'angolo formato dalla direzion@ A con il semiasse positivo delle ascisse. Da questa coppildaliisi ottiene
quindi univocamente I'angola, con0 < « < 27.

Analogamente, si& I'angolo tra il semiasse positivo delle ascisse e la refenteitaO B. Per costruzione sappiamo
che
f=aty

e quindi sappiamo che
sin 8 = sin acosy + cos asin «y

cos S = cosacosy — sinasin .

Avendo gia ricavatein « e cos « € conoscendo il datg, possiamo quindi calcolargn 3 e cos .

N.B. Ogni volta che si calcola la somma algebrica (cioé, col sdhndue angoli € opportuno ricondurre il risultato
tra0 e 27.

Quindi, il puntoB da localizzare & in direzioneos /3, sin 3) daO e a distanza dat@B daO. Pertanto

B = (OB cos 3,0Bsin B3).

\
&



