Trasferte.

Un torneo si disputa con un doppio girone all'italiana, in@oe ogni squadra gioca contro ogni altra sia in casa che
in trasferta. Partecipane squadre (com pari) ed il torneo quindi richiede(n — 1) turni. In ogni turno si disputano
n/2 incontri, in ciascuno dei quali/2 squadre giocano in casang2 in trasferta. Ogni squadra ha la sua base in una
citta diversa (quindi tutte le trasferte sono vere trasje$ono note le distanze tra tutte le citta ove sono ubieatguadre.

Sivuole comporre il calendario del torneo in modo ottimadérispetto di alcuni vincoli:

« il calendario del girone di ritorno deve essere identico@llg del girone di andata, scambiando gli incontri in casa
con quelli in trasferta;

« in ciascuno dei due gironi (andata e ritorno) per ogni squddumero di partite in casa e il numero di partite in
trasferta devono differire di una sola unita;

» nessuna squadra deve giocare in trasferta o in casa perpite wwlte consecutive (questo vincolo deve essere
soddisfatto anche a cavallo tra la fine del girone di anddtaizib di quello di ritorno).

Quando una squadra gioca un incontro in trasferta precedsgguito da incontri in casa, essa fa un viaggio di andata
e ritorno. Quando pero gioca due incontri in trasferta contbé, per risparmiare sui costi di viaggio essa si trasfar
direttamente dalla citta della prima trasferta a quelldadetconda trasferta e ritorna alla propria citta solo dogy a
disputato entrambi gli incontri in trasferta.

Considerare due obiettivi: (a) minimizzare la distanzal®opercorsa da tutte le squadre; (b) minimizzare la massima
differenza nella distanza totale percorsa dalle squadseifaendo naturalmente che ciascuna minimizzi la propstarh
za totale).

Formulare il problema e classificarlo.

Risolvere I'esempio con i dati riportati nel filer asf ert e. t xt . Discutere I'ottimalita e I'unicita della soluzione
ottenuta.

Esempio.
Le squadre partecipanti al torneo sono 12. La matrice dedtarkze tra le citta & descritta nella tabella 1.

A B C D E F G H I J K L

0 116 132 156 169 174 187 190 200 215 221 229
116 0 129 141 158 169 185 189 198 210 214 225
132 129 0 128 142 160 173 182 195 204 208 222
156 141 128 0 114 138 150 180 190 197 201 207
169 158 142 114 0 120 145 171 178 179 185 194
174 169 160 138 120 O 126 146 157 171 177 184
187 185 173 150 145 126 0 130 140 161 165 191
190 189 182 180 171 146 130 O 125 141 155 174
200 198 195 190 178 157 140 125 O 113 135 172
215 210 204 197 179 171 161 141 113 O 131 120
221 214 208 201 185 177 165 155 135 131 O 118
229 225 222 207 194 184 191 174 172 120 118 O
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Tabella 1: Distanze tra le citta.



Soluzione commentata.
Si tratta di un problema di assegnamento tra gli elementedinsiemi: le squadre in casa, le squadre in trasferta e i
turni di gara.

Dati.

SianoN = {1,...,n} l'insieme indicizzato delle: squadre & = {1, ...,2(n — 1)} l'insieme indicizzato dei turni.
Si noti chen €& dato, mentre la cardinalita @isi ricava di conseguenza.

Variabili.

Lassegnamento tra i tre insiemi si rappresenta con vdiriibiarie con tre indici:z;;; = 1 se e solo se si disputa
lincontro trai € N ej € N nelturnot € T', dove la squadragioca in casa e la squadjaioca in trasferta.
Vincoli.

I vincoli che definiscono un calendario valido sono vincelssegnamento, come segue.
Nessuna squadra puo mai giocare con sé stessa:

xjjt:() VjGN, VtET
In ogni turno ogni squadra gioca una partita (in casa o ifdrts:

Y (@i +xjie) =1 Vje NVteT.
i€EN
| due gironi di andata e ritorno devono essere simmetrici:

Ti gt = xj7i7t+(n,1) VZ,j S ]V7 VieT :t <n-— 1.

Ogni coppia di squadre si deve incontrare una volta nel gidhrandata. Automaticamente il vincolo vale anche per
il girone di ritorno, grazie ai vincoli precedenti.

> (g ta) =1 Vie NjeN:i#j.
teT:t<T/2

In ogni girone, ogni squadra gioca un humero di partite im@sun numero di partite in trasferta che differiscono di
1. Basta imporre il vincolo su un girone affinché valga anchd’pkro.

-1< Z Z(Sﬂijt —xjt) <1 VjeN.

teT:t<(n—1)i€EN

Nessuna squadra deve giocare tre (0 pil) incontri consggutiasa o in trasferta:

Z(xj’i"t71 —+ Tjit —+ $j71'7t+1) < 2 V_] S N, VieT:1<t< |T|
1EN

3" @1+ Tiga + Tijae1) <2 ViEN, VE€T 1<t < |T|.

€N
Scrivere i vincoli in questo modo (e non separatamente ggrdhe di andata e per il girone di ritorno) consente di im-
porre il vincolo anche alle terne di turni consecutivi a dlavexa la fine del girone di andata e I'inizio di quello di ritw.

Obiettivo.
Per comodita introduciamo le variabilj per indicare la distanza complessiva percorsa dalla squadiV.

Per rappresentare correttamente le distanze percorsesssimo introdurre ulteriori variabili binarig;; = 1 se e solo
se la squadra € N si sposta con andata e ritorno nella citta della squadrav; yég-k = 1 se e solo se la squadiac N
gioca in trasferta consecutivamente contro la squadreontro la squadra

Le variabiliy’ ey vanno collegate con le variabiticon opportuni vincoli come segue.

La squadrg percorre un viaggio di andata e ritorno nella citta caso di trasferta singola:

S wikirtmiget Y ks —2<yly Vi jENi#jVEeT 1<t <|T|.
keEN keEN



Ti 41+ Z Tjk2— 1< yzl-j Vi,j € N :i#j.
keN

> @jkmi1 g — 1<yl Vi,jEN:i# ]
keN

La squadra percorre un viaggio di due tappe nelle cittdj in caso di trasferte consecutive:
Tikt + Tjkerr — 1<yl Vi k€N :i#j#k VteT t<|T).
La distanza totale percorsa da ogni squadeaN risulta quindi
0= 2pyi+ Y (dri+di +dip)yly, Yk €N,
iEN iEN,jEN:i#j#k
Il primo obiettivo da minimizzare € la distanza totale pesecda tutte le squadre.
minimizez; = Z k.

keN

Il secondo obiettivo da minimizzare € una massima diffesemzjuindi deve essere linearizzato con una variabile
ausiliariaA, che rappresenta la massima differenza di distanza perdardue squadre.

minimizezo = A

con i vincoli
AZéi—éj VZ#]EN

I modello risultante & di programmagzione lineare intera eariabili binarie.

| solutori disponibiliin AMPL (CPLEX, GuRoBI) non riescoretrovare la soluzione ottima in tempi ragionevoli. Se
ci riuscissero, sarebbe garantita I'ottimalita delle ga@uai, non la loro unicita.



