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1 Probleman.l: Lozaino

Dato uno zaino di capacita nota ed un insieme di oggetti di dalume e valore, selezionare il sottinsieme di oggetti di
massimo valore che puo essere inserito nello zaino.

Oggetto| Volume Valore
1 8 4
2 9 6
3 13 40
4 24 15
5 28 20
6 36 20
7 41 21
8 57 38
9 68 46
10 70 56

Tabella 1: Volume e valore degli oggetti.

Lo zaino ha capacita pari a 100.



Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiNV = 10 oggetti. Indichiamo con un indice= 1, ..., N ogni oggetto. Indichiamo cog il valore di
ogni oggetta = 1,..., N. Indichiamo cor; il volume dell'oggetto; = 1, ..., N. Indichiamo corb la capacita dello
zaino.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidguali oggetti inserire nello zaino. Definiamo quindi una va-

riabile binaria per ogni oggetto: la variabile assume \atbise e solo se I'oggetto viene inserito nello zaino. Abbiamo
quindi le variabiliz; coni = 1,... N.

Vincoli. Esiste un solo vincolo di capacita, che impone che la sominatieni degli oggetti scelti non pud eccedere
la capacita dello zainozil\i1 a;x; < b.

Funzione obiettivo. Si vuole massimizzare il valore complessivo degli oggetits Quindi:max z = Zf.vzl Ci %y

I modello matematico completo risulta quindi:

N
maximize z = Z CiTi
=1

N
subject toz a;z; < b
=1

z; € {0,1} Vi=1,...,N



2 Probleman.2: Assegnamento lineare

Dato un insieme diV persone e un insieme @i mansioni, conoscendo il costo di attribuzione di ogni mamsiad ogni
persona, decidere come attribuire una mansione ad ogrinEeper minimizzare il costo complessivo.

Persone Mansioni
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 35 24 62 57 81 34 36 12 63 24
2 72 25 42 25 64 14 24 74 84 1b
3 48 37 62 14 56 94 51 76 11 21
4 26 26 73 83 15 89 89 21 44 583
5 62 26 37 26 15 37 24 61 54 18
6 37 37 76 3 47 52 25 38 61 50
7 59 98 84 26 47 73 51 54 51 48
8 60 54 95 50 45 6 82 33 61 72
9 62 42 68 74 73 12 36 37 38 50
10 2 52 62 38 9 60 83 25 26 84

Tabella 2: Matrice dei costi di assegnamento.



Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. Sono dateV = 10 persone e altrettante mansioni. Indichiamo con un indieel, ..., N ogni persona e con
unindicej = 1,..., N ogni mansione. Indichiamo ca; il costo di assegnare la mansiofie= 1,..., N alla persona
i=1,...,N.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidguali mansioni assegnare ad ogni persona (e viceversa). Defi-
niamo quindi una variabile binaria per ogni possibile abbiento tra una mansione ed una persona: la variabile asssume
valore 1 se e solo se la mansione viene assegnata alla pefdadiamo quindi le variabiliz;; coni,j =1,..., N.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni persona sia asst@gad una mansione e viceversa. Esiste per-
tanto un vincolo per ogni persona del ti@;.\[:1 xz;; =1 Vi=1,..., N ed analogamente un vincolo per ogni mansione

deltipo>>N 2 =1 ¥j=1,...,N.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il costo complessivo degli assegnaimselti. Quindi: min z =

N N
D1 21 CijTij-

Il modello matematico completo risulta quindi:

N N
minimize z = Z Z CijTij

i=1 j=1
N
subjecttonij =1 Vi=1,...,N
j=1
N
> m=1 Vi=1,...,N
=1
:EijE{O,l} Vi=1,...,NVj=1,...,N.

Per la natura del problema la condizione di integralitaesudlriabili puo essere rimossa senza alterare la soluzione
ottima.



3 Probleman.3: Set covering

Dati un insieme di luoghi da cui si puo erogare un serviziascuno con un dato costo corrispondente, ed un insieme
di utenti che possono ricevere il servizio ciascuno da aldanluoghi, decidere da dove erogare il servizio in modo da
minimizzare il costo complessivo.

Utente Luoghi
1 10 0 01 1 1 0 11
2 0 001 10 0 010
3 0 0001 1 0 0 00O
4 0 000 OO 1 1 10
5 111 0 0 0 0 1 1 1

Tabella 3: Matrice delle coperture tra 5 utenti e 10 luoghi.

Luogo| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Costo | 205 311 450 274 321 469 327 631 750 4p0

Tabella 4: Costi dei luoghi.



Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiM = 10 luoghi e N = 5 utenti. Indichiamo con un indicé = 1,..., N ogni utente e con un
indicej = 1,..., M ogniluogo. Indichiamo con; il costo di ogni luoggj = 1, ..., M. Indichiamo cor;; se il luogo
j=1,...,Mcopreonolutente =1,..., N.

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel decidgteli luoghi usare. Definiamo quindi una variabile bina-
ria per ogni luogo: la variabile asssume valore 1 se e solbleego viene usato. Abbiamo quindi le variahili con

j=1,...,M.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni utente sia copdealmeno uno dei luoghi possibili. Esiste
pertanto un vincolo per ogni utent‘gjﬁ1 ajr; >1Vi=1,...,N.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il costo complessivo dei luoghi sceftuindi: min Zj]\il CjT;.

Il modello matematico completo risulta quindi:

M
minimize z = Z ¢

j=1
M

subject toz aj;r; > 1 Vi=1,...,N
j=1
xz; € {0,1} Vi=1,...,M.



4 Probleman.4: Localizzazione di depositi

Il problema. Dato un insieme di potenziali depositi, ciascuno con un dasto corrispondente, ed un insieme di utenti
da rifornire, dato il costo di trasporto della merce tra agieinte ed ogni deposito, decidere da dove erogare il sefvizi
modo da minimizzare il costo complessivo.

Variante con capacita: come sopra, ma ogni deposito ha uaadpacita ed ogni utente ha una data domanda. Ogni
utente puo essere rifornito anche da piu depositi diversi.

Deposito Utente
1 35 24 62 57 81 34 36 12 63 24
2 72 25 42 25 64 14 24 74 84 15
3 48 37 62 14 56 94 51 76 11 21
4 26 26 73 83 15 89 89 21 44 58
5 62 26 37 26 15 37 24 61 54 18

Tabella 5: Costi di trasporto da 5 depositi a 10 utenti.

Deposito| Costo Capacitd
1 35 175
2 32 126
3 38 110
4 38 92
5 41 155

Tabella 6: Costi di esercizio e capacita dei depositi.

Utente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Domanda| 35 28 49 37 40 26 31 48 28 36

Tabella 7: Domanda degli utenti.



Il modello matematico. Esaminiamo il primo caso proposto.

Dati. Sono datiM = 5 depositi eN = 10 utenti. Indichiamo con un indice= 1, ..., N ogni utente e con un indice
j=1,..., M ognideposito. Indichiamo cofy il costo fisso di esercizio di ogni deposite= 1, ..., M. Indichiamo con
¢i; il costo di trasporto della merce dal deposijte- 1, ..., M allutentei = 1,..., N.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidguali depositi usare guali utenti assegnare ad ogni deposito
usato. Definiamo quindi una variabile binaria per ogni dépota quale assume valore 1 se e solo se il deposito viene
usato. Abbiamo quindi le variabili binarig conj = 1,..., M. Inoltre definiamo una variabile binaria per ogni coppia
utente-deposito, la quale assume valore 1 se e solo setBut@me assegnato al deposito. Abbiamo quindi le variabili
binariex;; Vi=1,...,NVj=1,...,M.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni utente sia assiegad uno dei depositi. Esiste pertanto un

vincolo per ogni utenteZ;.”i1 x;; =1 Vi=1,...,N. Inoltre &€ necessario imporre che gli assegnamenti iridiedie
variabili z vengano fatti solo per i depositi aperti. Questa condizisineud esprimere in forma disaggregata con un
vincolo per ogni coppia utente-deposite;; < y; Vi = 1,...,N Vj = 1,..., M, oppure con un insieme di vincoli

surrogati, ottenibili dai precedenti sommanda ger ogni depositg: Zf;l 2y <Ny; Vi=1,...,M.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il costo complessivo, che & dato da adunributi, no dovuto ai costi fissi
. .. , . oo . M N M
di esercizio e I'altro ai costi di trasportain Y77, fiy; + >0, D050, Cijij.

I modello matematico completo risulta quindi:

M N M
minimize z :ijyj + chijxij

j=1 i=1 j=1
M

subjecttonij:I Vi=1,...,N
j=1
N
Z%‘SN% Vi=1,....M
=1
y; € {0,1} Vi=1,....M
xije{O,l} Vi=1,...,N Vj=1,..., M.

La condizione di integralita sulle variabili &€ superflua: la soluzione ottima si ottiene sempre per vhlosri delle
variabili z, qualunque sia la scelta delle variabili

Il modellomatematico. Esaminiamo ora il secondo caso. |l modello matematico desimia con le seguenti variazioni.

Dati. Indichiamo cor;; il costo di trasporto della merce dal deposijte- 1, ..., M all'utentei = 1,..., N.
E data una capaci per ogni depositg = 1,..., M. E data una domanda per ogni utenté = 1,..., N. | costi di
trasportoc sono sostiuiti in questo caso da castitari di trasporto, cioé costi per unita di merce trasportataictnedmo
tali costi conp;; per ogni trasporto dal deposifo= 1, ..., M all'utentei =1,..., N.

Variabili. Il problema decisionale ora consiste nel decidgreli depositi usare guantamerce trasportare da ogni
deposito ad ogni utente. Pertanto, a differenza del casegente, le variabilt;; sono ora continue e non-negative e
rappresentano la quantita di merce trasportata all’'utesté, ..., N dal depositg = 1,..., M.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che la domanda di ogni wgesia soddisfatta, sommando i contributi
provenienti dai diversi depositi. Esiste pertanto un viaqeer ogni utentezzjj‘i1 iy =d; Yi=1,...,N. Inoltre &
necessario imporre che i trasporti avvengano solo utiidea depositi aperti e che da ogni deposito non esca unaitpuant
di merce su;\)]eriore alla sua capacita. Questa condizionesegprimere con l'insieme di vincoli seguenti, uno per ogni
deposito:) ., x;; < q;y; Vj = 1,..., M. Sinoti che per effetto di questi vincoli un deposito chiespiivale ad un
deposito di capacita nulla.

Funzione obiettivo. Anche in questo caso si vuole minimizzare il costo comp¥essihe e dato da due contributi,
uno dovuto ai costi fissi di esercizio e I'altro ai costi digparto:min Z;‘il fivi + 3N, Zj]\il DijTij-

Il modello matematico completo risulta quindi:



M N M
minimize z = Z fiy; + Z Zpij$ij
j=1 i=1 j=1
M
subject toz iy =d;

Jj=1

N
> iy < g5y
i=1

y; €{0,1}
xij Z 0

newpage

5 Probleman.5;: Antitrust

Vi=1,...,N
Vi=1,....M
Vi=1,....M

Il problema. Per effetto di una nuova normativa antitrust, una grandenaa deve dividersiin due aziende di dimensioni
minori. Naturalmente i dirigenti designati al vertice dirrmbe le aziende minori competono per accaparrarsi la imagg
parte del mercato dell’azienda-madre. Per dirimere larowetsia, bisogna formulare matematicamente il problema e
trovare quindi la spartizione piu equa. L'azienda-madnmedesun dato numero di prodotti tramite un dato insieme di
filiali sparse per il mondo e si conosce quanto fattura ciaadiliale per ciascun tipo di prodotto. Ciascuna delle fikal
indivisibile e deve essere assegnata ad una sola delle taralaZiglie. Si vuole che entrambe le aziende-figlie abdian
quote il pit uniformi possibili di mercato per tutti i prodiptsi vuole quindi minimizzare la massima differenza tra il
fatturato di un’azienda figlia e quello dell’altra rispe#td uno stesso prodotto.

Come cambierebbe il problema e come cambierebbe la sokinittima se si volesse minimizzare la differenza di

fatturatocomplessivdra le due aziende-figlie?

Filiali Prodotti
1 2 3
1 83 14 42
2 38 63 56
3 28 24 12
4 59 7 53
5 25 35 83
6 52 86 85
7 59 64 25

Tabella 8: Matrice dei fatturati di 7 filiali per 3 prodotti.
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Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datel” = 7 filiali e P = 3 prodotti. Indichiamo con un indice= 1,..., F ogni filiale e con un indice
j=1,..., P ogniprodotto. L'azienda-madre si divide ih= 2 aziende-figlie. Indichiamo con un indiée=1,..., A
ciascuna azienda-figlia. Indichiamo co il fatturato di ognifilialei = 1,. .., F relativamente al prodottp= 1, ..., P.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidemgualeazienda-figlia deve essere assegnata ogni filiale. De-

finiamo quindi una variabile binaria per ogni possibile alaiohento tra una filiale ed un’azienda-figlia: abbiamo gquiedi
variabiliz;, coni =1,..., Fek=1,..., A.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni filiale sia asseg@al’azienda-figlia. Esiste pertanto un vincolo
per ogni filiale del tipoz,f:1 ik =1Vi=1,...,F.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare la massima in un insieme di grandeziaeuoa delle quali € il valore
assoluto di una differenza. Si applicano quindi le tecnitioglellistiche gia viste nel caso della programmazionelieg
ottenendomin z coni vincoliz > Zzel VijTq1 — Zf‘:l Vi Ti2 V_j =1,...,Pez> Zzel VijTi2 — Zf‘:l Vi Ti1 V_j =
1 P.

geeey

Il modello matematico completo risulta quindi:

minimize z
F F
SUbjeCt toz > Zvijxﬂ — Zvijxig V] =1,...,P
i=1 i=1
F F
zZZvijxingvijz“ Vjil,,P
=1 1=1
A
> mi=1 Vi=1,...,F
k=1
zi, € {0,1} Vi=1,...,FVk=1,..., A

Nel secondo caso indicato I'obiettivo € ancora la minimizzaae di un valore assoluto, ma stavolta invece di consi-
derare ogni prodotto singolarmente, si considera il fatiutotale di ogni azienda figlia. Quindinin z con i vincoli

F P F P F P F P
zZ 2 Zi:l Z_j:l VijZi1 — Zi:l Z_j:l VijTi2 €2 2 Zizl ijl VijTi2 — Zizl ijl Vij T4l -
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6 Probleman.6: Containers

Il problema. Dato un insieme di oggetti da trasportare tramite contaiedrun insieme di containers di capacita nota,
decidere come assegnare gli oggetti ai containers in modi@sportare tutti gli oggetti, senza eccedere la capaeita d

containers.
Caso 1: ogni oggetto ha un peso associato e tutti i contasoeis uguali ed hanno una data capacita. Minimizzare il

numero di containers usati.
Caso 2: ogni oggetto ha due valori associati, peso e volutheg@ntainers hanno due corrispondenti capacita.
Caso 3: come nel caso 1, ma ogni container ha un diverso cosia @iversa capacita e si vuole minimizzare il costo

complessivo dei containers usati.

Numero di containers disponibili = 4. Capacita in peso dii@gmtainer (casi 1 e 2)=50. Capacita in volume di ogni
container (caso 2) = 1000.

Oggetto| Peso Volume
1 10 260
2 24 140
3 18 190
4 7 220
5 7 180
6 6 250
7 16 170
8 11 200
9 8 140
10 11 170
11 1 190
12 6 230
13 15 230
14 8 180
15 2 250

Tabella 9: Peso e volume degli oggetti.

Container| Costo Capacita (pesq)
1 900 45
2 1000 50
3 1200 60
4 1300 80

Tabella 10: Costi e capacita dei containers (caso 3).
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Il modello matematico (caso 1). Il modello matematico ¢ il seguente.

Dati. Sono datiM = 4 containers €V = 15 oggetti. Indichiamo con un indice= 1,..., N ogni oggetto e con
un indicej = 1,..., M ogni container. Indichiamo cap; il peso di ogni oggetté = 1,..., N. Indichiamo conP la
capacita in peso dei containers.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidguali containers usareguali oggetti assegnare ad ogni con-
tainer usato. Definiamo quindi una variabile binaria peri@gntainer, la quale assume valore 1 se e solo se il container
viene usato. Abbiamo quindi le variabili binarg conj = 1,..., M. Inoltre definiamo una variabile binaria per ogni
coppia oggetto-container, la quale assume valore 1 se ssdlnggetto viene assegnato al container. Abbiamo quéendi |
variabili binariex;; Vi =1,...,NVj=1,..., M.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni oggetto sia asatgad uno dei containers. Esiste pertanto un

vincolo per ogni oggettozjj\i1 zi; =1 Vi=1,...,N. Inoltre & necessario imporre che gli assegnamenti iridiedle
variabili z vengano fatti solo per i containers usati e che i vincoli giazta siano soddisfatti. Queste due condizioni si
pOssono esprimere contemporaneamente con i vin@)jﬁ::l pixi; < Py; Vj=1,..., M.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il numero complessivo di containerstiisnin Z;”il Yj-

I modello matematico completo risulta quindi:

M
minimize z = Z Yj

j=1
M
subjectto ;=1 Vi=1,...,N
j=1
N
Zpiwij < Py, Vi=1,....,.M
=1
y; € {0,1} Vi=1,....M
zi; € {0,1} Vi=1,... N Vj=1,. .. M.

Il modello matematico (caso 2). Il modello matematico € simile con I'unica differenza cheriooli di capacita sono
due per ogni container.

Dati. E data un ingombre; per ogni oggetto = 1,..., N. E data una capacita in volume dei containgfs,

I modello matematico completo risulta quindi:

M
minimize z = Z Yj

j=1
M
subjectto " z;; =1 Vi=1,...,N
j=1
N
Zpﬂijﬁpyj Vi=1,....M
i=1
N
Zvimijg‘/yj Vj:L...,M
i=1
y; € {0,1} Vi=1,....M
vy € {0,1} Vi=1,...,NYj=1,...,M.

Il modello matematico (caso 3). Il modello matematico € simile a quello del caso 1 con le segwariazioni.
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Dati. Indichiamo cor; il costo di ogni containej = 1,..., M. Indichiamo conP; la capacita di ogni container
j=1...,M.

Vincoli. Nel secondo membro dei vincoli di disuguaglianza che impog! rispetto delle capacita si ha ora un
coefficienteP; per ogni containerzfilpixij <Pjy; Vj=1,...,M.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il costo complessivo dei containeesiusnin Zj]\il ¢y

I modello matematico completo risulta quindi:

M
minimize z :chyj

j=1
M

subjectto x;; =1 Vi=1,...,N
j=1
N
Zpi$ij§Pjyj Vi=1,...,M
=1
y; € {0,1} Vi=1,...,M
2y € {0,1} Vi=1,...,NVj=1,.. M.
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7 Probleman.7: Sentindle

Il problema. Per pattugliare la citta in piena guerra civile, il comartéatella polizia deve disporre delle sentinelle in
modo da sorvegliare tutti gli incroci. Ogni sentinella pw3ere posta in un incrocio. Poiché le strade sono tuttémed;
ogni incrocio puod essere sorvegliato anche da una semtipedita in un incrocio adiacente. Siccome il personale &scar
il problema deve essere risolto impiegando il minor numerssibile di sentinelle.

La citta ha 30 tra piazze e incroci, collegati dalle vie ermella tabella. Si noti che alcune piazze possono avere
una sola via incidente ad esse.

Vie
Da A | Da A
1 2|11 23
1 3|11 29
1 4 | 12 13
2 30| 12 18
3 13| 12 19
3 16| 12 27
4 5113 14
4 6 | 14 15
4 24| 14 18
5 6 | 15 16
5 8 | 15 17
5 13| 18 19
6 7118 28
7 9119 20
7 10| 19 28
8 9120 21
8 12| 20 22
8 13| 20 29
8 27|24 25
9 10| 24 26
9 27|27 29
10 11

Tabella 11: Elenco delle strade.
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Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiV = 30 incroci. E data la connessione tra gli incroci: indichiarna an dato binaria;; se I'incrocio
1 e l'incrocio j sono collegati da una strada o no. Poniatpo= 1 per indicare che un incrociopud essere sorvegliato
da una sentinella posta nello stesso incrocio.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidergrali incroci collocare una sentinella. Definiamo quindi
una variabile binaria per ogni incrocio, la quale assumereal se e solo se I'incrocio ospita una sentinella. Abbiamo
quindi le variabili binariex; coni =1,..., N.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni incrocio sia caper da una sentinella collocata nell'incrocio
stesso o da una sentinella collocata in un incrocio adiacdtgiste pertanto un vincolo per ogni incrocio. Esso impone
che il numero di sentinelle che coprono l'incrocio sia maggio uguale ad 12?;1 ai;r; > 1 Vi=1,...,N.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il numero complessivo di sentinellatesmin Zf;l Z;.

Il modello matematico completo risulta quindi:

N
minimize z :in
=1
N
subject toz agjr; > 1 Vi=1,...,N
j=1
z; € {0,1} Vi=1,...,N
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8 Probleman.8: Scaffali

Il problema. Si vogliono allineare alcuni volumi di larghezze e altezzeese e note in una libreria composta da vari
scaffali. La larghezza della libreria & data. L'altezzaghoscaffale invece non e fissata, ma puo essere scelta in chedo
sia sufficiente a contenere tutti i libri che si vogliono reegtnello scaffale. Piu lo scaffale & alto e piu costa. Siieogl
minimizzare i costi di costruzione della libreria, ciodtézza complessiva degli scaffali.

Libri | Larghezza Altezzs
1 10 2
2 22 20
3 20 10
4 5 10
5 8 8
6 7 12
7 15 18
8 11 9
9 9 15
10 10 13
11 2 8
12 3 7
13 12 7
14 5 10
15 1 5

Tabella 12: Dimensioni dei libri.
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Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiN = 15 libri ed un numero imprecisat®/ di scaffali possibili. Possiamo supporre che gli scaffali

siano al massimo tanti quanti i libri. Indichiamo conunceli=1,..., N ognilibroe conj = 1,..., M ogni scaffale.
Indichiamo conw; la larghezza e coh; I'altezza di ogni libro.i = 1,..., N. Indichiamo conl¥ la larghezza della
libreria.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidguali libri allocare ad ogni scaffale guantodeve essere alto
ogni scaffale. Definiamo quindi una variabile binaria peniogpppia libro-scaffale, la quale assume valore 1 se e ®lo s
il libro viene assegnato allo scaffale. Abbiamo quindi leiafili binariez;; coni =1,...,Nej=1,..., M. Inoltre

definiamo una variabile continua non-negatiyaper ogni scaffale, che indica I'altezza dello scaffale.

Vincaoli. | vincoli del problemaimpongono che ogni libro sia assegaatuno degli scaffali. Esiste pertanto un vincolo
per ogni Iibro:zjj\i1 z;; =1 Vi =1,...,N. Inoltre € necessario imporre I'altezza di ogni scaffatesifficiente ad
ospitare i libri ad esso assegnatl; > h;x;; Vi=1,...,NVj=1,..., M. Infine ilibri assegnati ad uno scaffale non
possono eccedere in larghezza la dimensione della Iibr’gj'jé1 wizy; <KW Vji=1,...,M.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare I'altezza complessiva degli scaffalin Z;”il H;.

I modello matematico completo risulta quindi:

M
minimize » = H;

j=1
M

subjecttonij =1 Vi=1,...,N
J=1
szhixij VZ:L,NV]:L,M
N
Zwixing Vj:L...,M
i=1
zi; € {0,1} Vi=1,...,NVj=1,....M
H;>0 Vi=1,...,M.
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9 Probleman.9: Cifrevaganti

Tratto da "La Settimana Enigmistica” n.3718 del 28 Giugn62@nigma n. 18109.

Il problema. |l signor Gedeone sta riflettendo su un intrigante quesitudgli ha parlato un amico. Dunque, si ha un
numero di quattro cifre, tutte diverse I'una dall'altra a fe quali non c’é lo zero. Queste cifre vengono fatte... x@ga
spostandole cosi: quella delle migliaia va al posto del@rag quella delle centinaia va al posto delle unita, queiée
decine va al posto delle centinaia e quella delle unita vastiqdelle migliaia. Fatto cio ne risulta ovviamente un ncome
diverso che, sommato a quello iniziale, da come totale 8&1&l. signor Gedeone € stato precisato un ultimo dato: due
delle cifre che formano questo totale compaiono anche maenisommati. Qual é allora quel numero iniziale?
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Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. E dato un insieme dV = 9 cifre (lo zero non compare) e un insiemeRi= 4 posizioni (il numero da trovare
ha 4 cifre). Indichiamo con un indigde cifre e con un indiceg le posizioni. Si supponga che i valori glicrescano dalla
cifra meno significativa alla cifra piu significativa. E dataltre la sommas = 8612.

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel decidgtele sia ciascuna delle quattro cifre del numero inizia-
le. Definiamo quindi una variabile binaria per ogni coppifiseposizione: abbiamo quindi le variabili binatig; con
i=1,...,Nej=1,...,P. Lavariabilez;; vale 1 se e solo se la cifiacompare in posiziong. Lo stesso si puo fare

per il numero modificato, con variabili binarig;. Per comodita introduciamo anche una variaBile una variabile”,
che assumono il valore del numero originale e del numero ficath.

Vincoli. I vincoli del problema impon%ono che in ogni posizioneXie duY compaia esattamente una cifra. Esiste
pertanto un vincolo per ogni posizion®:;” , z;; =1 Vj =1,...,P ezzj.vzl yij =1 Vj =1,..., P. Poiché tutte
le cifre sono diverse tra loro, un altro vincolo deve imparhe nessuna cifra compaia piu di una voI@)f:1 zij <
1 Vi =1,...,N. Le espressioni dei numel e} in funzione delle variabili: € y sono: X = Zle Zfil ;5110771
ey = Zle Zfil v;;4109=1. Non resta che imporr& + Y = S e la relazione tra i due numeri data dallo scambio
di cifre descritto. Le migliaia inX sono le decine ifY: Zfil 1T = Zf.vzl 1y,2; le centinaia inX sono le unita iny’:
SN Jias = N iy le decine inX sono le centinaia ity SN | iz = SN | iyis; le unita in X sono le migliaia
i . N . N .
inY: Zi:l 1T;1 = Zi:l 1Yi4-

Funzione obiettivo. Il problema non ha funzione obiettivo: & un problema di esiz, non di ottimizzazione.
I modello matematico completo risulta quindi:

N

subjectto ;; =1 Vi=1,...,P
=1
N
> yi=1 Vi=1,...,P
=1
P
> mi <1 Vi=1,...,N
j=1

N N
E 124 = E 1Y;2
im1 i=1
N N
E 153 = E 1Y
i=1 i=1
N N
E 1T = E 193
i=1 i=1

zi; € {0,1} Vi=1,....NVYj=1,...,P
yi; € {0,1} Vi=1,....NVYj=1,...,P
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10 Probleman.10: Arbitri

Il problema. In seguito allo scandalo sulle designazioni arbitrali tate, la Lega Calcio ha deciso di inaugurare un
nuovo sistema, affidando ad un algoritmo di ottimizzaziengdsignazioni degli arbitri per i campionati di calcio. bldt
calendario delle partite e noto un insieme di arbitri dispdinsi vuole assegnare un arbitro ad ogni partita. Ov\éaie
lo stesso arbitro non puo arbitrare pit di una partita nélasa giornata di campionato; inoltre ogni partita ha bisog
di un solo arbitro (non si considerano qui i guardalinee édublrto uomo”). Per garantire equita si vuole che il numero
complessivo di volte che ogni arbitro viene assegnato ad sigradra sia il piu uniforme possibile. In altri termini si
vuole minimizzare la differenza tra il massimo ed il minimamero di volte che uno degli arbitri viene assegnato ad una
delle squadre nell'arco di tutto il campionato.

Considerare un mini-campionato giocato da 6 squadre in igoirone all'italiana secondo il calendario riportato
sotto. Si consideri il caso con 3 arbitri e con 4 arbitri.

Giornata Partite
1 Senilitas Ammogliati
Intercomunale Scapoli
SPQR Bar Sport
2 Senilitas Bar Sport
Intercomunale  Ammogliati
SPQR Scapoli
3 Senilitas Intercomunale
SPQR Ammogliati
Bar Sport Scapoli
4 Senilitas Scapoli
Intercomunale SPQR
Bar Sport Ammogliati
5 Senilitas SPQR
Intercomunale Bar Sport
Scapoli Ammogliati

Tabella 13: Calendario del campionato.
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Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiA = 4 arbitri, G = 5 giornate,P = 3 partite per ogni giornata & = 6 squadre. Indichiamo con
indici a, g, p e s gli arbitri, le giornate, le partite e le squadre, rispetthente. E dato un calendario, in cui si assegna ad
ogni giornata e ad ogni partita una coppia di squadre. La&mdmo con una matrice a tre dimensioni che contiene valori
binari: ¢4ps = 1 se e solo se la squadsayioca la partita nella giornatay.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel decidgualearbitro assegnare ad ogni partita di ogni giornata. De-
finiamo quindi una variabile binaria per ogni terna arbigiornata-partita. Abbiamo quindi le variabili binarig, che
assumono valore 1 se e solo se l'arbitreiene assegnato alla partjtalella giornatay.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni partita in ognirgiata sia arbitrata da un arbitro. Esiste per-
tanto un vincolo per ogni giornata e partitglexagp =1VYg=1,....G ¥Yp = 1,...,P. Inoltre nessun ar-
bitro puo dirigere piu di una partita nella stessa giorndEsiste quindi un vincolo per ogni giornata e ogni arbitro:

P
dpm1Zagp <1 Va=1,...,AVg=1,...,G.

Funzione abiettivo. Si vuole minimizzare la differenza tra il massimo ed il misimumero di volte che uno stes-
SO arbitro viene assegnato ad una stessa squadra. Si waiti di una funzione obiettivo min-max. Introduciamo
quindi due variabili ausiliarie’ e z”, che indicano rispettivamente il minimo ed il massimo numngirassegnamenti
di uno stesso arbitro ad una stessa squadra. La funzionttivbis esprime semplicemente comen 2z’ — 2’ con
i vincoli seguenti per ogni coppia arbitro-squaded: < Zle Z;;l cgpstagp Ya = 1,...,A Vs = 1,...,5 e

2" > 2521 2521 cgpstagp Ya=1,...,A Vs=1,...,8.

I modello matematico completo risulta quindi:

minimize z =2" — 2/

A
subjectto ~zqg, = 1 Vg=1,...,G Vp=1,...,P

a=1

P

Zmagp§1 Ya=1,...,AVg=1,...,G

p=1
G P

Z’SZchpsxagp YVa=1,...,AVs=1,...,8
g=1p=1
G P

z”ZZchpsmagp YVa=1,...,AVs=1,...,8
g=1p=1

Tagp € {0,1} Va=1,...,AVg=1,..., GVp=1,...,P

22" > 0.
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11 Probleman.11: Gioco coi numeri

Tratto da "La Settimana Enigmistica” n.3929, Luglio 2007u€xito con la Susi n.856

Il problema. Su una lavagna sono scritte le cifre da 9 a 1, in ordine deemdscSi possono inserire dei segni "+" tra
una cifra e I'altra oppure mantenere le cifre consecutimamfindo cosi una somma: ad esempio 9+8+7+65+4+3+2+1 &
una possibile soluzione, mentre 98+76+54+3+21 & un’atti@sone. Il valore di ogni soluzione & dato dal numero che
si ottiene come somma: ad esempio nel primo caso sopra tadécaomma € pari a 99, mentre nel secondo caso € pari a
252. Sivuole ottenere la somma maggiore possibile, purché&uaperiore a 1000.
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Il modello matematico. Il modello matematico € il seguente.
Dati. Sono dateéV = 9 cifre in ordine prestabilito. Indichiamo can il valore della cifra in posizione

Variabili. Il problema decisionale pud essere formulato in vari modiiel@ che porta in modo piu semplice alla
formulazione di un modello matematico consiste nell’'usengabili binarie per ogni posizione= 1,..., N e per ogni
possibile peso (unita, decine, centinaia) che la cifpad assumere. Poiché i pesi da considerare sono solo tté,(uni
decine, centinaia) possiamo definire un indjce 0, .. ., 2 per indicarli. Definiamo quindi una variabile binaria penog
coppia posizione-peso. Abbiamo quindi le variabili biearj; che assumono valore 1 se e solo se la cifra in posizione
ha pesd.0/.

Funzione obiettivo. Si vuole massimizzare la somma dei numeri ottenuti, che érans delleN cifre, ciascuna
moltiplicata per il suo peso. La funzione obiettivo si espriquindi semplicemente comeax Zfil Z?:o 107245

Vincoli. | vincoli del problema impongono che ogni cifra abbia esatate un peso. Esiste pertanto un vincolo per
ogni posizioneg = 1,..., N: Z?:o xz;; =1 Vi =1,...,N. Inoltre se la cifra in posizione¢ha peso 100, allora la
cifra in posizione + 1 deve avere necessariamente peso 10, ed analogamentefeeilaosizione ha peso 10, allora
la cifra in posizione + 1 deve avere necessariamente peso 1. Cid si puo esprimdregaté come condizione logica
sulle variabili binarie: ad esempig; = 1 implicazg2 = 1, che a sua volta implica;; = 1. Si hanno percio i vincoli:
iy <xiy14-1 YVi=1,...,N—1Vj = 1,2. Dallafacilita con cui si esprimono questi vincoli si pupagzzare il motivo
della scelta delle variabili. Un ultimo vincolo impone caesbmma sia non superiore a 10007, Z?:o 107z;; < 1000.

I modello matematico completo risulta quindi:
N 2
maximize » > 107z
i=1 j=0

2
subjecttonij:I Vi=1,...,N

Jj=0

I
—

$ij§$i+17j,1 Vi ,...,N*l V]:1,2

N 2

D) 1072 <1000

i=1 j=0
.I'ijE{O,l} Vi=1,...,N Vj=0,...,2.

24



