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Esercizio 1: Il mix produttivo ottimale. Questo esercizio € tratto da E.V. Denar@ibe science of decision making:
a problem-based approach using Exdéfiley, 2002.

Un impianto produce tre modelli di veicoli: A, B e C. L'impitocontiene un reparto motori, un reparto carrozzeria e
tre reparti per le finiture, uno per ogni modello. | primi departi trattano motori e carrozzerie di tutti e tre i modéltiati
sono espressi nella tabella 1. Le capacita produttive diregarto sono espresse in ore lavorative per settimanagite
di lavorazione sono espressi in ore lavorative per veicBlmo dati i profitti per ogni veicolo. Si vuole massimizzdre i
profitto complessivo.

Tempi di lavorazione
Reparto | Capacita A B C
Motori 120 3 2 1
Carrozzeria 80 1 2 3
A 96 2
B 102 3
C 40 2
Profitti 840 1120 1200

Soluzione.

Si tratta di un problema di massimizzazione dei profittienttti trasformando risorse in prodotti, con vincoli sulla
massima quantita di risorse disponibili. Le variabili reggentano le quantita prodotte ed i profitti unitari sono plat
ogni prodotto.

I modello matematico € il seguente.

Dati. Indichiamo con un indicé = 1,...,5 la risorsa e con un indicg = A,...,C i modelli. Indichiamo con
a;; il consumo dato di risorsa= 1,...,5 per ogni veicolo di tipgj = A, ..., C (ore / veicolo). Indichiamo cob; la
massima quantita di risorga= 1, ..., 5 disponibile, cioé la massima capacita produttiva di ogparto (ore / settimana).
Indichiamo corx; il profitto per ogni tipo di veicolg = A, ..., C (Euro/ veicolo).

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel decidere quanti Vigicodurre di ogni tipo ogni settimana. Definiamo
quindi una variabile per ogni tipo di modello. La variabitlica il numero di veicoli prodotti ogni settimana. Abbiamo

quindi le variabiliz; conj = A, ..., C, misurate in veicoli / settimana.
Vincoli. Il numero di veicoli producibili & limitato da cinque ris@rdimitate, che corrispondono ai cinque reparti
interessati. Si esprimono i vincoli conEjC:A ai;x; <b; Vi=1,...,5.

CFunzione obiettivo. Si vuole massimizzare il profitto complessi¥p che dipende dalla produzione scelta:=
D jma CiTj.

I modello matematico completo risulta quindi:

(o]
maxz = Z CiT;
j=A
(o]
Stz ;5T <b; Vi = 1, . ,5
j=A
z; >0 Vi=A,....C



Esercizio n.1 bis: Radioterapia

Nel trattamento anti-tumorale con radioterapia € possiliidggiare la parte malata da diverse posizioni ed angr@at
e con diversa intensita. Per ognuna di queste possibitii@ta bisogna tener conto degli effetti collaterali nociwe il
trattamento provoca sugli organi adiacenti la massa tuledBasupponga di conoscere un insieme discreto di posaibil
di irraggiamento di un tumore e di voler decidere con qualenisita effettuare l'irraggiamento per ciascuna di esse. S
considerano un dato numero di organi adiacenti da preseevaer ogni possibilita di irraggiamento € noto un coeffigen
che esprime la percentuale di radiazione che colpirebloenbte e la percentuale di radiazione che colpirebbe ciascun
degli organi adiacenti. Nell'esempio riportato qui le psni da cui &€ possibile irraggiare il tumore sono cinqueie gl
organi adiacenti il tumore sono sette.

Organi Posizioni
1 2 3 4 5

Tumore| 0.4 0.3 0.25 0.7 0.5
Org.1 /01 00 00 01 0.2
Org.2 | 01 00 0.15 0.0 0.3
Org.3 00 01 0.0 00 0.0
Org.4 | 00 02 01 01 0.0
Org.5 01 00 02 0.0 0.3
Org.6 | 0.1 03 0.15 0.1 0.1
Org.7 | 0.2 01 0.15 0.0 0.

Table 1: Coefficienti di assorbimento delle radiazioni [%} p tumore e per gli organi adiacenti.

Lintensita totale delle radiazioni utilizzabili nel ttamento € limitata a 60 Gray e ci sono soglie massime anche
sull'intensita di radiazione per ogni singola possibititarraggiamento.

Posizione| Limite max.
1 12
2 13
3 10
4 15
5 15

Table 2: Limiti massimi di radiazione (Gray) erogabile pgnbposizione.

Si vuole massimizzare I'effetto delle radiazioni sul tumacioé la quantita totale di radiazioni assorbite dal tuenor
nel rispetto di alcune soglie massime di tolleranza pelliidi radiazione assorbiti da ciascun organo adiacente.

Organo| Limite max.
55
9.0
6.0
2.4
7.0
55
9.5

~NOoO O~ WN P

Table 3: Limiti massimi di radiazione (Gray) ammissibile pgni organo.



Soluzione.

Per quanto possa sembrare strano, questo problema dizzindne in ambito sanitario ha una formulazione matem-
atica pressoché identica a quello precedente, tratto éngtaaun tipico contesto di ingegneria industriale. In enbiam
casi, infatti, si vuole massimizzare un effetto, nel rigpeli alcuni vincoli. In questo esempio I'effetto da massinare
e la quantita di radiazioni sul tumore anziché il profitto edhnicoli sono dati dalla massima quantita di radiazioni sugl
organi circostanti anziché dalle risorse limitate. Tutesia la funzione obiettivo sia i vincoli si formulano anaaon
funzioni lineari. Si tratta inoltre di un problema con vdnialimitate, dove cioé é utile considerare soluzioni disba
estese, in cui ogni variabile non-basica puo essere fusg par due motivi diversi: o perché ha un valore pari al suo
limite inferiore o perché ha un valore pari al suo limite sugpre.

I modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiO = 7 organi eP = 5 posizioni di irraggiamento. Indichiamo con un indice= 0, ..., O ogni
organo, dove l'indicé = 0 indica il tumore e con un indicg= 1, ..., P ogni posizione. Indichiamo com; la massima
intensita di radiazione ammissibile per ogni orgdne 1,...,0 e conr; la massima intensita di radiazione erogabile
dalla posiziongi = 1, ..., P. Indichiamo cor;; la percentuale di radiazione assorbita dall'orgare 0, ..., O dalla
posizionej = 1,..., D. Indichiamo conR la massima quantita di radiazione erogabile complessiva.

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel deciderguantitadi radiazione da erogare da ogni posizione. Defini-
amo quindi una variabile continua e non-negativa per ogsigane, per indicare tale quantita. Abbiamo quindi vaitiab
continue non-negative; Vj =1,..., P.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che:

e la radiazione complessiva sia non superiofe: {le z; < R;

e la radiazione erogata da ogni posiziofe= 1,..., P non sia superiore al limite massimg: z; < r; Vj =
1,...,P;
¢ la radiazione assorbita da ogni organe= 1,...,0 non sia superiore al limite massimno,: Zle aj;r; <

miVi:L...,O.

Funzione obiettivo. Si vuole massimizzare la radiazione che colpisce il tumorex Zle Ao ;.

I modello matematico completo risulta quindi:

P
maximize z = Z ao;T;
j=1
P
subject toz ai; Ty <m; Vi=1,...,0
J=1

z; >0 Vi=1,...,0V¥j=1,...,P.

Nell'ipotesi di poter eccedere una delle soglie di tolle@melative agli organi adiacenti, quale soglia di toll@an
converrebbe violare per avere il miglior risultato sul tugf®



Esercizio 2: Patate

Un’azienda produce pacchi di patatine surgelate sia aheistw (A) che in pezzi piu piccoli (B) e di fiocchi surgelati
per il puré (C). L'azienda acquista da due fornitori con rdifierenti.

A B C
Forn.1| 20% 20% 30%
Forn.2| 30% 10% 30%

L'avanzo del 30% per entrambi i fornitori € lo scarto non qgexabile. Il profitto dell?azienda & di 2 centesimi di Euro
per ogni chilogrammo di patate provenienti dal fornitore di 8 centesimi per ogni chilogrammo di patate provenienti
dal fornitore 2. Ci sono delle limitazioni alle quantita rease di ciascun tipo di prodotto: 6 tonnellate di A, 4 di B e &di

Soluzione.

Sitratta di una variante del problema di mix produttivoratie, nella quale si vogliono massimizzare i profitti trasfo
mando risorse in prodotti, ma stavolta i vincoli anzichéifare la quantita di risorse disponibili limitano la quaatdi
prodotti producibile; le variabili non indicano le quaatidi prodotti ottenuti bensi le quantita di risorse acqtestal i
profitti unitari non sono legati ai prodotti ma alle risorszjaistate.

I modello matematico del problema ¢ il seguente.

Dati. Bisogna definire un insieme di prodotti e un insieme di famitSianoP I'insieme dei prodotti &' I'insieme
dei fornitori. Nell'esempio dato i prodotti sono tre e i fatori due.
| dati descritti nel testo sono:

e una matrice, che indichiamo car, ¢ che indica la percentuale di trasformazione delle patateogei prodotto
P € P e per ogni fornitoref € F' [adimensionale];

e un vettore, che indichiamo cory che indica il profitto unitario per ogni chilogrammo di p&atcquistato dal
fornitore f € F [€/K(];

e un vettore, che indichiamo cdp che indica la massima produzione di ogni prodgt® P [Kg].

Per rendere omogenee le unita di misura, & opportuno guspdineere i datb in chilogrammi anziché tonnellate e i
datic in euro al chilogrammo anziché centesimi al chilogrammaoegpaifa si che nello stesso modello compaiano numeri
dell’ordine dei centesimi e numeri dell’'ordine delle méé: cinque ordini di grandezza sono tollerabili per un skl
ma in generale & opportuno prestare attenzione a che noracamomel modello coefficienti molto diversi tra loro come
ordine di grandezza, perche questo potrebbe provocaréepnobumerici nel processo risolutivo.

Variabili. Le variabili sono le quantita da acquistare presso ogniitimm® [Kg]. Le indichiamo conz; per ogni
fornitore f € F'. Sono variabili continue e non-negative.

Si noti che nel modello di PL, dove le variabili corrispondaile colonne e i vincoli alle righe, 'esempio proposto
risulta avere due colonne e tre righe, anche se nella deswirestuale la matrice viene presentata con due righe e tre
colonne. E’ quindi conveniente utilizzare l'indipecome indice di riga e l'indicg come indice di colonna e scrivetgy
anzichéa s, come potrebbe essere instintivo ad una prima occhiata.

Vincoli. La produzione di ogni tipo di prodotjpe P € limitata superiormente dai daij. Esiste pertanto un vincolo
di disuguaglianza per ogni prodotto. Il primo membro, cheedmppresentare la quantita totale prodotta per pgniP,
e dato dalla somma di tanti termini quanti i fornitori.

Y apsry <b, Vp € P[Kg].
feF
Si puo facilmente controllare che ogni indice che comparegni vincolo sia quantificato o (nel senso di xor) sia
usato come indice di una somma.
Tutti i vincoli sono lineari.

Obiettivo. Il testo non specifica esplicitamente I'obiettivo, ma ragindo sul modello risulta evidente che si tratta di
un problema di massimizzazione del profitto compless&io [
Anche il profitto, che indichiamo coné dato dalla somma di tanti termini quante le variabili delppema.

maximizez = Z crxy [euro].
feF



Anche la funzione obiettivo € lineare.

I modello completoDalle definizioni sopra riportate risulta il seguente mémted sinistra € indicato il modello del
problema, a destra il modello dello specifico esempio pripos

maximizez = Z CFTf maximizez = 0,02z, + 0,03z,
fer s.t.0,2071 +0,3022 < 6000
st. > apzg<b, VpeP 0,20z1 40,1025 < 4000
fer 0,301 + 0,30z < 8000
zp >0 VfeF 21,22 >0

Poiché le variabili sono continue e sia i vincoli che I'oliied sono lineari, si tratta di un modello di programmazione
lineare.

Nell’esempio proposto il modello alle disuguaglianze teavincoli e due variabili. Posto in forma standard, esso ha
quindi tre vincoli e cinque variabili. La base e formata dadolonne, mentre le restanti due sono fuori base. Quindi
almeno due delle cinque variabili sono certamente nullgyim soluzione di base. Risolvendo il modello con I'algoritm
del simplesso si ottiene la soluzione ottima= 0, x5 = 20000, a cui corrisponde una produzioneaioo, 2000 e 6000
chilogrammi per i tre prodotti. Di conseguenza il primo deivincoli risulta essere attivo all’'ottimo, gli altri duenLe
variabili di slack all’'ottimo valgono infattizs = 0, 4 = 2000 e z5 = 2000. Si verifica quindi che, come previsto, due
delle cinque variabili sono nulle: si tratta«j e xs.

Dato che I'esempio ha due sole variabili, si puo risolvereh&mper via geometrica.

T2

2 i : A >
( ) 0 3 10000 20/0& mooo 50000
(1) 4)  (5) 3)

La soluzione ottima fornita dal solutore non & unica: poiehéurve di livello dell'obiettivo sono parallele al vinanl
(5), anche la soluzione di base = 15000, zo = 10000 é ottima. Del fatto che la soluzione ottima non sia unica &
facile accorgersi notando che una delle variabili fuoridhas, ha costo ridotto nullo. Si tratta di un esempio nel quale il
problema duale € degenere e quindi il primale ha soluzidimetmultiple.



Esercizio 3: Cereali.

Una fattoria ha due lotti di terreno: A di 200 acri e B di 400ia8ei tipi di cereali numerati da 1 a 6 possono esservi
coltivati. Per ogni quintale di cereale prodotto il profitalato dalla tabella seguente.

Cereale |1 2 3 4 5 6
Profitto unit. [E/q] | 48 62 28 36 122 94

Ogni quintale di cereale necessita di una certa area (esspireacri) e di una certa quantita di acqua (espressa in metri
cubi) secondo questa tabella.

Cereale | 1 2 3 4 5 6
areasu Al 0.02 0.03 0.02 0.016 0.05 0.04
areasuB| 0.02 0.034 0.024 0.02 0.06 0.034

acqua 120 160 100 140 215 180

Il volume totale di acqua disponibile & di 400000 metri cubi.
Soluzione.

Si tratta ancora di un problema di mix produttivo ottimale.

I modello matematico del problema € il seguente.

Dati. Bisogna anzitutto definire un insieme di cereali, che inidicto conC'. Inoltre, visto che due delle risorse, i
terreni, sono dello stesso tipo, possiamo introdurre anoliasieme di terreri’".
| dati descritti nel testo sono:

e un vettore, che indichiamo canle cui componenti indicano il profitto unitari@. per ogni tipo di cerealeinC
[€/al;

e una matrice, che indichiamo cani cui elementia;. indicano il consumo unitario di superficie su ogni terreno
t € T per ogni cereale € C [acri/q];

e un vettore, che indichiamo cdnle cui componenth,. indicano il consumo unitario di acqua per ogni cereateC
[mc];

e un vettore, che indichiamo cdrle cui componenth, indicano la superficie disponibile sui terreni [acri];
e uno scalare, che indichiamo céhche indica la quantita di acqua disponibile [mc].

Per evitare che nello stesso modello compaiano coeffigigrito piccoli (come).016) e molto grandi (comé00000),
e opportuno modificare le unita di misura. Ad esempio le gtadt acqua possono essere misurate in migliaia di metri
cubi.

Variabili. Le variabili sono le quantita di cereale da coltivare su dgnieno [g]. Le indichiamo com;. per ogni
terrenot € T e per ogni cereale € C. Sono variabili continue e non-negative.

Si noti che non bastano 6 variabili, una per ogni cerealehonon sarebbe possibile distinguere le quantita cadtivat
sui diversi terreni, le quali implicano in generale un cansui superficie diverso su terreni diversi.

Vincoli. La produzione dei cereali € limitata da tre risorse: la sfigierdei due terreni e I'acqua. Esistono pertanto tre
vincoli di disuguaglianza, uno per ogni risorsa, che impmrgche quanto consumato non ecceda la quantita dispanibile

Z arctie < by YVt €T [acri]
ceC
Z hewie < H [Kmd]
ceCteT
Si puo facilmente controllare che ogni indice che comparegni vincolo sia quantificato o (nel senso di xor) sia

usato come indice di una somma.
Tutti i vincoli sono lineari.

Obiettivo. Anche in questo caso il testo non specifica esplicitameptadttivo, ma appare evidente che si tratta
ancora di un problema di massimizzazione del profitto coagite [€].



Anche il profitto, che indichiamo coné dato dalla somma di tanti termini quante le variabili delpema.

maximizez = Z Vet  |euro).
cECteT

Anche la funzione obiettivo € lineare.

Il modello completo.Dalle definizioni sopra riportate risulta il seguente mdémlebopra € indicato il modello del
problema, sotto il modello dello specifico esempio proposto

maximizez = Z VeTte

ceCteT
S.t. Z AteTic < by vteT
ceC
Z h/cxtc S H
ceCteT
ZTie > 0 vVt € T,Vee C

maximizez = 48(x11 + @21) + 62(z12 + x22) + 28(x13 + T23) + 36(x14 + T24) + 122(215 + x25) + 94 (216 + T26)
S.1.0,02z1; 4+ 0,03212 + 0,02215 + 0,016214 + 0,05z15 + 0, 04216 < 200
0,02x21 4+ 0,034z22 + 0,024x95 + 0,02224 + 0,06225 + 0,034z < 400
0,120(x11 + 221) + 0,160(x12 + 222) + 0,100(x13 + 23)+
+0,140(x14 + 224) + 0, 215(z15 + 225) + 0, 180(x16 + £26) < 400

T11, %21, T12, T22, T13, T23, T14, 24, T15, T25, T16, T26 = 0.

Poiché le variabili sono continue e sia i vincoli che I'oliia sono lineari, si tratta di un modello di programmazione
lineare.

Nell'esempio proposto il modello alle disuguaglianze leavincoli e dodici variabili. Posto in forma standard, esao h
quindi tre vincoli e quindici variabili. La base e formatatda colonne, mentre le restanti dodici sono fuori base. Quin
almeno dodici delle quindici variabili sono certamentdain ogni soluzione di base.

Infatti, risolvendo il modello con I'algoritmo del simples si ottiene una soluzione ottima che prevede di coltivare
1860, 47 quintali di un solo tipo di cereale, il numeg su un solo terreno. Le altre due variabili in base sono lbiar
di slack dei due vincoli sulle superfici, che non sono attivi.

Tutte le altre variabili sono nulle, inclusa la variabilestick del vincolo sull'acqua, che é attivo. Intuitivameate
un’altra soluzione ottima che consiste nel coltivare lastequantita dello stesso cereale sull’altro terrenottinfeosti
ridotti delle due variabilic;5 e x5 sono entrambi nulli, sia quello delal varaibile in base sialtp delal varaibile fuori
base, il che significa che le due variabili possono scanilarsolo indifferentemente.

Poiché il problema ha dodici variabili e non due, non & padlesitarne una rappresentazione geometrica.



Esercizio 4: Scommesse sui cavalli.

In una corsa di cavalli i favoriti sono Fulmine, Freccia, Bae Lampo, quotati rispettivamerie 1,4 :1,5:1e
6 : 1. Avendo un budget di7 Euro da spendere, si vuole massimizzare la vincita nel caggipre.

Soluzione.

Si tratta ancora di un problema di massimizzazione congéstmitate, ma stavolta il modo in cui le risorse vengono
ripartite & variabile e la funzione obiettivo & di tipo maxantioeé si vuole massimizzare non la somma di alcuni termini
ma il minimo di essi.

I modello matematico del problema ¢ il seguente.

Dati. Sono dati
e uninsieme di cavalli;
e un vettore i cui elementj. indicano la quotazione del cavallo= C' [adimensionali];

e uno scalaré, che indica il budget disponibiles].

Variabili. Le variabili sono le puntate. su ogni cavalla: € C [€]. Sono variabili non-negative. A rigore, dovreb-
bero essere definite come variabili discrete, essendo laitecad essere multipli interi di una puntata minima acbdta
ad esempid), 01 €. Tuttavia, assumiamo di poter risolvere il problema neltrwo, poiché I'approssimazione che si
introduce (dell'ordine di grandezza del centesimo) € emante trascurabile rispetto alle grandezze in gioco'¢ddihe
di grandezza della decina).

Vincoli. Esiste un vincolo di budget che limita la quantita totaldedpuntate.

Z x. <b [euro]

ceC
Il vincolo ¢ lineare.

Obiettivo. Poiché si chiede di massimizzare la vincita nel caso peggrtratta di una funzione obiettivo di tipo

max-min. Esprimerla come
maximizez = mi(rjl{qcxc} [euro]
ce

sarebbe corretto matematicamente, ma non consentirebisoldiere il modello con un solutore di programmazione
matematica. A questo scopo & necessario che la funziontieba effettivamente una funzione e non il minimo (o il
massimo) tra diverse funzioni. Per conseguire questatatsué dunque necessario riformulare I'obiettivo, linezzain-
dolo. La tecnica che si utilizza a questo scopo € tipica de tiet funzioni obiettivo max-min o min-max. Essa consiste
nell’introdurre una variabile ausiliaria col significato“chinimo di...” (o “massimo di...”), la quale costituisc®biettivo
e viene vincolata ad essere minore o uguale (0 maggioreelgisgetto a tutte le grandezze di cui dev’essere il minimo (
il massimo). Nel nostro esempio, si introduce quindi ungamle ausiliariay (espressa i), I'obiettivo da massimizzare
diventa semplicemente

maximizez = y

e si aggiungono i vincoli
Yy < qexre Vee .

La variabile ausiliaria & anch’essa continua e non-negalivincoli e la funzione obiettivo risultano lineari.

I modello completoDalle definizioni sopra riportate risulta il seguente mémled sinistra é indicato il modello del
problema, a destra il modello dello specifico esempio prmpos

maximizez =y maximizez =y
st.Y w.<b Staq + 2o + a3 + 24 <57
ceC y < 3z
Y < e Vee O y < 4dxo
T.>0 VYee C y < 5x3
y>0 y < 6x4

L1, X2,T3,T4,Y Z 0



Poiché le variabili sono continue e sia i vincoli che I'olika sono lineari, si tratta di un modello di programmazione
lineare.

Nell'esempio proposto il modello alle disuguaglianze haqcie vincoli e cinque variabili. Posto in forma standard,
esso ha quindi cinque vincoli e dieci variabili. La base érfata da cinque colonne, mentre le restanti cinque sono
fuori base. Quindi almeno cinque delle dieci variabili sasstamente nulle in ogni soluzione di base. Tuttavia, per
come sono fatti i quattro vincolj < g.x., se una dellec. fosse nulla, sarebbero nulle anche la variabile di slack
del corrispondente vincolo. Per conversoyse strettamente positiva, allora nessuna dellpuo essere nulla. Quindi
in tal caso l'unica possibilita & che siano nulle le cinqueailzli di slack. Cioé significa che il budget viene investit
completamente e che i valori delle puntate sono tali da geeds uguaglianz&r; = 4x5 = 5x3 = 6x4.

Infatti, risolvendo il modello con I'algoritmo del simplgs si ottiene una soluzione ottima che ha queste caraittbest
Il fatto che la vincita minima sia massimizzata implica ch®ihcita debba essere uguale in tutti i casi possibili.ttbfgi
che tale vincita risulti, in questo esempio, strettamempesore al budget, garantendo quindi una vincita certéabgore
indipendentemente dall’esito della gara, € poco reatigidipende dai valori dei dati (quotazioni troppo alte). émgrale
non é detto che sia cosi: basta risolvere lo stesso modedlealori inferiori delle quotazioni per convincersene.
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Esercizio 5: Miscelazione di idrocarburi.

In una raffineria si vogliono miscelare 4 sostanze (A, B, C &)produrre benzina super, benzina normale e benzina
verde. Ciascun tipo di benzina deve contenere una perderdedie sostanze entro certi limiti indicati nella tabella
seguente (colonne = tipi di benzina; righe = sostanze).

| super normale verde
Al <30% <50% <70%
B|>40% >10%
C | <50%
D

Le risorse disponibili sono date da 3000, 2000, 4000 e 1060 giarnalieri delle 4 sostanze, che costano rispettiva-
mente 3, 6, 4 e 5 dollari al barile. | ricavi ottenuti dalla guzione di ciascun tipo di benzina sono paria 5,5, 4,5¢e 3,5
dollari al barile. Si vogliono massimizzare i guadagni.

Soluzione.

Si tratta ancora di un problema di massimizzazione conggslimitate, ma stavolta la trasformazione delle risorse in
prodotti non & data, ma va decisa all'interno di dati intdrvAnche la quantita di risorse disponibili non & deteratin
e 'obiettivo richiede di massimizzare la differenza trarofitti dovuti ai prodotti ottenuti e i costi dovuti alle risge
acquistate.

I modello matematico del problema € il seguente.

Dati. Sono dati

un insiemeS di sostanze;

e uninsiemeB di benzine;

e un vettore i cui elemenji, indicano il prezzo di acquisto di ogni sostanza S [$/barile];

e un vettore i cui element, indicano il prezzo di vendita di ogni benziha B [$/barile];

e un vettore i cui elementj, indicano la massima quantita disponibile per ogni sostareé [barili];

e una matrice di limiti inferiori o superiori alla percentudi ogni sostanza € S in ogni benzina € B [adimen-
sionale]. Poiché i limiti inferiori e i limiti superiori gicano ruoli ovviamente diversi nel modello, & opportuno
sdoppiare la matrice in una matric@ower bounds) e una matriee(upper bounds), ciascuna con una riga per ogni
sostanza ed una colonna per ogni benzina. Laddove i limitisomo specificati, basta porlig = 0 e ups = 1.

Variabili. Non & immediato intuire quale sia la scelta pit opportundegpeatriabili. Istintivamente si puo essere portati
a definire come variabile la percentuale di sostanmalla benzina per ognis € S,b € B. Tuttavia questa scelta, che
permette di esprimere in modo immediato i vincoli sulle pataali massime e minime, rende problematico esprimere
le quantita totali di sostanze consumate e di benzine pddeglio quindi utilizzare variabilics, che esprimono le
guantita (misurate in barili) di ogni sostanz& in ogni benzina € B. Tali variabili sono continue e non-negative.

Vincoli. Esiste un vincolo sulle massime quantita di sostanze z#iiiti:

Z xsp < qs Vs €S [barili]
beB

Inoltre esistono i vincoli sui limiti inferiori e superioniella composizione delle benzine. Per esprimerli pit faeiite
puo essere conveniente (anche se non € indispensabilEjunte una variabile ausiliarig, per ogni benzing € B,
indicante la quantita totale prodotta. Si ha cosi:

Zsp > lspyp Vs € S, Vb € B [barili]
Tsp < usplyp Vs € S, Vb € B [barili].

Le variabili ausiliariey vengono copmpensate da altrettanti vincoli di uguaglianha ne definiscono il valore in
funzione delle variabili originali
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v = x4 Wb € B [barili].

seS

Tutti i vincoli sono lineari e anche le variabili ausiliagjesono continue e non-negative.

Obiettivo. Si chiede di massimizzare i profitti, ossia la differenzailttatale dei ricavi ed il totale dei costi. | costi
complessivi sono dati dg_ ¢ ps e 5 Tsp- | ricavi complessivi sono dati d&, . 5 vp Y, g 5. Quindi I'obiettivo si

puo esprimere come segue:

maximizez = Z xsp(vp — ps) [euro).
s€S,beB

I modello completo Dalle definizioni sopra riportate risulta il sequente mdalédlel problema, non dello specifico

esempio).

maximizez = Z (Vb — Ps)Tsb
s€S,beB

S.t. Z Tsp < qs
beB
ZTsp > LspUp
Tsb S UsbYb
Yo = Z Tsh

sES

Tsp = 0
yp =0

Vse S

Vse S, Vbe B
Vse S, Vbe B

vbe B

Vse S, Vbe B
Vbe B

Poiché le variabili sono continue e sia i vincoli che I'oliia sono lineari, si tratta di un modello di programmazione

lineare.
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Esercizio n.6: La dieta.

Un team di dietologi ha studiato le quantita ottimali di sogte nutritive che dovrebbero costituire I'alimentazione
ottimale per un atleta. Latleta deve procurarsi le sostamztritive da un opportuno mix di cibi disponibili e vuole
riuscirvi minimizzando i costi. Proteine, carboidratiagsi, calcio e fosforo devono essere assunti in quantitdiEsa
tra dati valori minimi e massimi. Formulare il problema,sd#icarlo e risolverlo con i dati seguenti. Quanto costa ogn

giorno la dieta ottimale?

Alimenti
Sostanze | Pasta Latte Formaggio Pesce Verdura Pane Polenta
Proteine | 11.5 3.15 8 18.5 2.1 12.0 9
Carboidrati| 72.7 4.85 3.8 0.5 0 68 74
Grassi 15 155 11 19 0.1 6 1

Table 4: Quantita di sostanza nutritive (grammi di sostgoezaogni chilogrammo di alimento).

Sostanze

Limite inferiore

Limite superiore

Proteine
Carboidrati
Grassi

25
15
10

35
25
20

Table 5: Limiti superiori ed inferiori di sostanze nutrigiygrammi / giorno).

Alimenti
Sostanze| Pasta Latte Formaggio Pesce Verdura Pane Polenta
Costo 4 4 15 225 3 1 5

Table 6: Costi degli alimenti (Euro / Kg).

Soluzione.

Simmetricamente ai casi precedenti, si tratta stavoltangiroblema di minimizzazione dei costi vincolata al soddis-
facimento di una domanda. | costi dipendono dalle risorggegate e la trasformazione delle risorse in prodotti étfissa
da coefficienti dati.

I modello matematico € il seguente.

Dati. Sono dateS = 3 sostanze el = 7 alimenti. Indichiamo con un indice= 1,..., S le sostanze (proteine,
carboidrati, grassi) e con un indige= 1, ..., A gli alimenti. Indichiamo coru;; la quantita (in grammi) di sostanza
i =1,...,5 perogni chilogrammo di alimentp= 1, ..., A [g / kg]. Indichiamo corl; edu; la minima e la massima
quantita di sostanza= 1,...,.S da assumere ogni giorno [g / giorno]. Indichiamo egril prezzo di ogni alimento
j=1,..., A[Euro/kg].

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel deciderguantitaottimali di ogni alimento da inserire nella dieta
dell'atleta. Definiamo quindi una variabile per ogni tipoadimento: essa indica la quantita di alimento che deve esser
consumata dall’atleta ogni giorno. Abbiamo quindi le vailiax; conj = 1,..., A, misurate in kg / giorno. Le variabili
sSono continue e non-negative.

Vincoli. Le quantita di sostanze nutritiie= 1,...,.S devono essere comprese entro i lindjte ;. Esiste quindi
una coppia di vincoli per ogni sostanza nutritiva: 1,...,S. Si esprimono i vincolicomé < Zj‘:l aj;r; < u; Vi=
1,...,S. Ognivincolo & espresso in grammi / giorno.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il costo complessivg che dipende dalle quantita di alimenti scelti:
z = Z;‘Zl ¢;x;. La funzione obiettivo & espressa in Euro / giorno.

I modello matematico completo risulta quindi:
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Esercizio n.7: Miscelazione dell’alluminio
Questo problema é tratto da F. Schadiedelli di ottimizzazione per le decisigiid. Esculapio, 2006.

Un impianto produce alluminio da rottami. A questo scopo &spgale acquistare in quantitativi limitati alcuni rottam
costituiti in massima parte da alluminio, ma contenenthanaltri elementi chimici, e di volerli miscelare in modoetal
da ottenere tramite fusione un materiale che contenga itptaniprefissati dei vari elementi chimici (“alluminio 63").
Per correggere la qualita dei rottami disponibili € possiatquistare metalli puri in quantita teoricamente iltae ma
ad un prezzo sensibilmente piu alto.

Materiali

Elementi ScartiALMC Scarti KAC Rottami Al Si Mg
Silicio 0.50 0.50 0.30 100
Magnesio 0.75 0.70 0.50 10d
Ferro 0.20 0.20 0.35

Rame 0.01 0.01 0.05

Manganese 0.02 0.02 0.05

Zinco 0.02 0.02 0.05

Cromo 0.02 0.02 0.05

Titanio 0.02 0.02 0.05

Alluminio 97.0 97.0 90.0 100
Altri elementi 0.06 0.06 0.77

Impurita 1.40 1.45 7.83

Table 7: Composizione chimica dei materiali (percentualedso per ogni elemento chimico).

Elementi Percentuale minima Percentuale massima
Silicio 0.2 0.6
Magnesio 0.45 0.9
Ferro 0.35
Rame 0.1
Manganese 0.1
Zinco 0.1
Cromo 0.1
Titanio 0.1
Alluminio 96.9 100.0
Altri elementi 0.15

Table 8: Limiti percentuali superiori ed inferiori di elentechimici.

Materiali Quantita disponibili  Costd
Scarti ALMC 0.50 1230
Scarti KAC 1.20 1230
Rottami 2.20 1230
Al illimitata 2140
Si illimitata 1300
Mg illimitata 2442

Table 9: Quantita (tonnellate) e costi (Euro / tonnellatg)rdateriali.
La quantita di alluminio 6063 da produrre € pari a 4,5 toratell
Si nati che le impurita dei materiali contribuiscono al pesmplessivo del prodotto finale ma non sono vincolate.
Soluzione.

Si tratta ancora di un problema di minimizzazione di costi emcoli di domanda. | costi dipendono dalle quantita
(variabili) di risorse impiegate. | vincoli sui prodottitehuti sono espressi sia sia limiti inferiori che superiori
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I modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiM = 6 materiali e = 10 elementi. Indichiamo con un indide= 1,..., M i materiali e con un
indicej = 1,..., E glielementi. Indichiamo con;; la percentuale di elemenjo= 1, ..., E nel materiale = 1,..., M
[adimensionale]. Indichiamo cdpedw; la minima e la massima percentuale di elemgntol, . . ., E nel prodotto della
fusione [adimensionale]. Indichiamo cgpla quantithassima disponibile di ogni materiale= 1, ..., M [tonnellate].
Indichiamo corr; il prezzo di ogni materiale= 1, ..., M [Euro/tonnellata]. Indichiamo cof la quantita di Alluminio
6063 da produrre.

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel deciderglantitaottimali di ogni materiale da miscelare. Definiamo
quindi una variabile per ogni tipo di materiale: essa indiicquantita di materiale che viene impiegato per la fusiane d
alluminio 6063. Abbiamo quindi le variabilt; coni = 1,..., M, misurate in tonnellate. Le variabili sono continue e
non-negative.

Vincoli. Le quantitd di materiali impiegate non possono eccederaiiiliy;: x; < ¢; Vi = 1,..., M. La quantita
complessiva prodotta deve essere papi {:ij\il x; = Q. Questi vincoli sono espressi in tonnellate. Infine, la petaale
di ogni elemento nel prodotto della fuzione deve essere cesomei limiti specificati. Esiste quindi una coppia di \ahc
per ognielementg =1,..., E: l; < Zf”:[l % <wu;Vj=1,...,E.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il costo complessivg che dipende dalle quantitd di materiali usati:
2z ="M ;. Lafunzione obiettivo & espressa in Euro.

I modello matematico completo risulta quindi:

M
min z = E CiT;
i=1

M
sty ‘“é;z > 1 Vji=1,...,E
i=1
M ..
Zazgl < u Vj=1,...,E
i=1
M
Z$i:Q
i=1
zi < q; Vi=1,...,.M
:1:120 Viil,...,M.
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Esercizio 8: Pianificazione multi-periodo.

Il direttore di un'impresa produttrice di gelati deve dearigil piano di produzione estivo per i mesi di Giugno, Luglio
Agosto e Settembre. Il responsabile delle vendite chiedes@no disponibili in ciascun mese 200, 300, 500 e 400 ton-
nellate di gelato da mettere sul mercato. |l responsablla geoduzione informa che la capacita produttiva delksmla
variera nei prossimi mesi. Attualmente essa é di 400 toateetli gelato al mese, ma dal 1 Luglio con la messa in opera
dei nuovi impianti aumentera de$%. Tuttavia in Agosto, per le ferie del personale, la proditftimassima sara di sole
300 tonnellate. L'ufficio acquisti informa che il prezzo dléggredienti necessari alla produzione di una tonnelt#ita
gelato sara di 34, 36, 32 e 38 Euro nei mesi in oggetto. |l nesgioile della qualita ricorda che gli ingredienti devono
essere freschi e quindi non si possono acquistare in antitlpzienda ha pero la possibilitd di immagazzinare il gela
prodotto in eccesso, per rivenderlo nel mese successivaleatq proposito, il responsabile della logistica sostereei
costi di immagazzinamento del gelato nelle celle frigogfearanno di 2, 3, 2 e 3 Euro per ogni chilogrammo di gelato
invenduto al termine di ciascuno dei quattro mesi. In baseestijdati il direttore deve decidere la quantita di gelao d
produrre in ciascuno dei quattro mesi estivi.

Soluzione.

Si tratta della variante multi-periodo del problema di setittimento della domanda a costo minimo. Non si ha
trasformazione di risorse in prodotti, ma solo dimensioeato della produzione su diversi periodi, ciascuno con @n pr
prio livello di domanda da soddisfare. Il modello richeidgrgli di introdurre vincoli di conservazione del flusso per
collegare tra loro le soluzioni relative a periodi diversi.

Dati. Sono dati

e uninsieme) di mesi;

e un vettore i cui elementi,,, indicano la domanda di gelato sul mercato nel mese M [ton];

e un vettore i cui elementj,, indicano la capacita produttiva dell'impresa nel mese M [ton];

e un vettore i cui elementi,, indicano il prezzo di acquisto degli ingredienti nel mese M [€/ton];

e un vettore i cui elementj,, indicano il costo di giacenza del gelato invenduto al temdal mesen € M [€/ton];
guesto dato € indicato #8/Kg ma va convertito if€/ton per uniformita con le unita di misura degli altri dati.

Variabili. Come indicato chiaramente nel testo, la decisione da premdgiarda la quantita di gelato da produrre
in ciascun mese. Si hanno quindi variahilj,, misurate in tonnellate, che indicano le quantita prodiottegni mese
m € M. Tali variabili sono continue e non-negative.

Vincoli. Esiste un vincolo sulle capacita produttiva di ogni mese:

Tm < Gm Vm € M [ton]

Questi vincoli consistono in limiti superiori alle varidibPossono quindi essere inseriti nel modello senza awsmeat
le dimensioni in termini di righe del tableau.

Inoltre esistono i vincoli di conservazione del flusso ti@miuali si pud rappresentare simultaneamente sia la{possi
bilita di produrre il gelato in anticipo rispetto al mese éndita, sia il requisito di soddisfare la domanda del merat
ogni mese.

Per esprimerli & utile (anche se non indispensabile) intmedvariabili ausiliaries,,, (espresse in tonnellate) che
indicano le quantita di gelato gia prodotto ma non ancoraluvenal termine di ogni mese € M. Tali variabili sono
continue e non-negative e vengono compensate da altieftacdli di uguaglianza con la forma seguente:

Sm—1+ Tm = dpm + S Ym € M :m > 2 [ton].

Si noti che il vincolo di soddisfacimento della domanda éostasi trasformato nella condizione di non-negativita
delle variabilis.

Il vincolo di conservazione del flusso non si pud scriverempet 1 poichésy non € definita. 1l significato di tale
grandezza € la quantita di gelato in magazzino all'inizibpdiodo di pianificazione. Tale dato € necessario ma non e
specificato nella descrizione del problema. Non & eventwche nel definire il modello matematico di un problema si
giunga a scoprire che alcuni dati sono mancanti (o vicevayga ridondanti). Assumiamo che sia quindi noto un dato
in piu, che indichiamo coR. Supponiamo che sia= 0. Aggiungiamo il vincolo di conservazione del flusso relatal
primo mese:

S+ x1 = di + s1ton].
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Tutti i vincoli sono lineari.

Obiettivo.L'obiettivo € la minimizzazione i costi. | costi complesissono dati da due voci diverse: i costi di acquisto
degli ingredienti e i costi di giacenza delle eventuali sedmvendute.

minimizez = Z (emZm + GmSm) [euro].
meM
Il modello completo.Dalle definizioni sopra riportate risulta il seguente mémlesopra € indicato il modello del
problema, sotto il modello dello specifico esempio proposto

minimizez = Z (emTm + GmSm)

meM
St.Ss_ 1+ xpm =dm + Sm YmeM:m2>2

S5+xz1=d; + 81

0<2m < gm VYm e M

Sm >0 VYm e M

minimizez = 34x1 + 36xs + 3223 + 38x4 + 200051 + 3000s2 + 200053 + 300054
S.t.O+ 2z =200+ s1
s1+ a2 = 300+ so
So + x3 = 500 + s3
s3 + x4 = 400 + s4
0 <z <400
0 <29 <500
0 <z3 <300
0 <z4 <500

51, 82,53, 54 Z 0.

Poiché le variabili sono continue e sia i vincoli che I'oliied sono lineari, si tratta di un modello di programmazione
lineare.
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Esercizio n.9: Posologia
Questo problema € un libero adattamento di un esercizim tdat F. Schoeryiodelli di ottimizzazione per le decisigni
Ed. Esculapio, 2006.

Un dato trattamento farmacologico richiede che il paziessma una certa sostanza X durante il giorno. La sostanza
X puo essere assunta in quantita variabili in qualunque ergidrno tramite farmaci di diverso tipo. Per semplicita il
giorno viene suddiviso in 24 fasce orarie di un’ora ciascuneffetto dei farmaci viene misurato dal tasso di una certa
proteina Y nel sangue del paziente. Il tasso di proteina Yettdmente proporzionale alla quantita di sostanza X assun
dal paziente, a parita di tempo trascorso. Naturalmenteffgiti dovuti all’'assunzione di sostanza X in fasce orarie
diverse si sommano. Il dosaggio di sostanza X da assumerasouna fascia oraria ha lo scopo di mantenere il tasso
di proteina Y al di sopra di un valore minimo necessario ajamismo. Tale valore minimo a sua volta varia a seconda
dell’'ora, poiché dipende dall'attivita dell’organismagedstione, sonno, ecc... E noto il livello minimo di prot@iv da
assicurare per ogni fascia oraria, cosi come un livello imaséndipendente dall’ora) che non deve essere superate. T
livello massimo di proteina Y consentito € pari a 45 mg/cc.

Fascia oraria| ProteinaY | Fascia oraria| ProteinaY

0:00-1:00 5.0 12:00 - 13:00 25.0
1:00-2:00 1.0 13:00 - 14:00 30.0
2:00 - 3:00 0.0 14:00 - 15:00 25.0
3:00-4:00 0.0 15:00 - 16:00 15.0
4:00 - 5:00 0.0 16:00-17:00 5.0
5:00 - 6:00 0.0 17:00-18:00 4.0
6:00 - 7:00 4.0 18:00 - 19:00 3.0

7:00 - 8:00 15.0 19:00 - 20:00 25.0
8:00 - 9:00 12.0 20:00 - 21:00 30.0
9:00 - 10:00 5.0 21:00-22:00 25.0
10:00 - 11:00 4.0 22:00-23:00 20.0
11:00-12:00 3.0 23:00 - 24:00 10.0

Table 10: Livello minimo di proteina Y da garantire (mg/ce)dgni ora del giorno.

L'effetto nel tempo di ogni farmaco & noto: a parita di sog&X fornita all’'organismo, alcuni farmaci sviluppano
rapidamente una grande quantita di proteina Y ed hanno etiefimitato nel tempo, mentre altri sviluppano una quanti
di proteina Y inferiore e piu duratura. L'effetto nel tempicodni farmaco € indipendentemente dall’'ora in cui essoevien
assunto.

Farmaci
Ore trascorse | Prismil Cilindren
0 1.5 25
1 3.0 4.0
2 4.0 5.5
3 2.5 4.0
4 1.9 3.0
5 1.4 1.5
6 1.0 0.7
7 0.7 0.4
8 0.5 0.2
9 0.3 0.0
10 0.2 0.0
11 0.1 0.0
12 o piu 0.0 0.0

Table 11: Tasso di proteina Y prodotta (mg/cc per ogni grardnfarmaco assunto).
Si vuole trovare una posologia che consenta di rispettanait richiesti, minimizzando (a) la quantita di sostanza
complessiva da assumere durante la giornata, oppure @3t della cura, calcolabile conoscendo il prezzo dei farma

Il farmaco Prismil costa 0.70 Euro/grammo; il farmaco Gllien costa 0.95 Euro/grammo.

Soluzione.
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Come il precedente, anche questo & un problema di sodaisfatd di domanda multi-periodo a costo minimo. In
questo caso inoltre la domanda si puo soddisfare consuntrediverse possibili risorse di cui bisogna stabilire ikmi
ottimale. Anziché utilizzare vincoli di conservazione @lakso per collegare periodi consecutivi, I'effetto in umipdo
dipende dalle decisioni relative ai periodi precedentoselo coefficienti dati.

I modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiF' = 2 farmaci eN = 24 fasce orarie. Indichiamo con un indi¢e= 1,..., N la fascia oraria e con
unindicej = 1,..., F' il farmaco. Indichiamo con; il fabbisogno di proteina in ogni fascia oratia= 1,..., N. In-
dichiamo coruy; la quantita di proteina Y generataare di distanza dall’assunzione di una quantita unitarfaraco
j=1,..., F. Indichiamo cony) la massima quantita di proteina Y consentita. Indichiammodl prezzo del farmaco
j=1,...,F.

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel deciderguantitadi ogni farmaco da assumere in ogni fascia oraria.
Abbiamo quindi le variabili continue e non-negativg coni =1,..., N ej =1,..., F, misurate in grammi.

Vincoli. La quantita di proteina Y in ogni fascia oraria € la somma di wantributi, dovuti ai farmaci assunti dal
paziente nelle ultime 12 ore. Quindila quantita di proteiaba fascia oraria=1,..., N é data d{le Z;lio AkjTi—k .
L'indice 7 — k va inteso come indice circolare, cioé calcolato mo@4loTale quantita deve risultare compresagia Q.

Funzione obiettivo. Il testo dell'esercizio propone due funzioni obiettivo elise. Nel primo caso si vuole minimiz-
zare la quantita complessiva di farmaci assunti nellareltadgiornata. Si ha quindhin 2/ = SV | Zle z;;. Nel

secondo caso si vuole minimizzare il costo giornalieroadigltapia. Si ha quindivin z” = SN | ZL CiTij-

Il modello matematico completo risulta quindi:

N F
minz’:E g Tij

i=1 j=1

N F
. " 2 : 2 :
minz = CjTsj

i=1 j=1

F 12
S.t.z Zaiji,kj > q; Vi

j=1k=0

F 12
Zzaiji,kjSQ Viil,...,N

j=1k=0
Tij Z 0 Vi

I
—

|
—

....,NVYj=1,...,F
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Esercizio n.10: Mars Express

La missione Mars Express consiste nell’esplorare la sugiediel pianeta Marte con una sonda orbitante attorno da
esso. Durante ogni orbita gli strumenti scientifici a borétadsonda acquisiscono dati, che vengono immagazzinati in
dispositivi di memoria, uno per ogni strumento. Tali digfeisdevono essere periodicamente svuotati, trasmetténd
dati a Terra, in modo da liberare la memoria per altri dati.tla@missione dei dati a Terra pud avvenire solo durante
particolari finestre temporali durante le quali la posieiaiella sonda € visibile dalle stazioni di Terra. La capacita
del canale di trasmissione é limitata e ad ogni orbita soko perte dei dati in memoria pud essere trasmessa a Terra.
Gli scienziati sono in grado di stimare in anticipo la quentli dati che verranno immagazzinati in ogni dispositivo di
memoria in ogni orbita per un certo numero di orbite nel fatuEssi conoscono anche la durata delle finestre temporali
disponibili per la trasmissione, per ciascuna di tali @bibi tratta di pianificare la trasmissione dei dati a Terie di
decidere per ogni finestra temporale di trasmissione qaatitscaricare da ogni dispositivo di memoria. L'obiett&o
quello di mantenere in tutti i dispositivi un certo marginsidurezza, in vista del fatto che la quantita dei dati ir@sgo
nelle orbite future € solo frutto di una previsione, ma norotarcon certezza, e si vuole evitare che un eventuale picco
imprevisto nella quantita di dati in ingresso provochi leusazione di uno o piu dispositivi di memoria. Si vuole guind
minimizzare il massimo livello di iempimento raggiunta déspositivi di memoria durante il periodo considerato.

Si noti che dopo ogni orbita avviene prima lo svuotamentadigiositivi (trasmissione a Terra) e poi il riempimento
con i dati nuovi.

Nell'’esempio riportato qui di seguito si considerano 5 d&tivi di memoria e 10 orbite. | dati sono i seguenti.

Orbite Memorie
1 2 3 4 5
35 0 80 25 50
200 70 100 25 O
0O 150 0 25 100
600 300 0 25 75
200 0 210 25 200
50 0 85 0 45
400 60 50 0 300
300 90 20 60 O
0O 100 100 60 20
0 20 100 60 250

BLOO:)\JCDU‘I-wa\)H

Table 12: Quantita di dati previste in ingresso (Mbit).

Orbita | Durata
45
47
55
45
35
42
30
35
44
40

Boow~v~ourwnr

Table 13: Durata della finestra disponibile per la trasroissial termine di ogni orbita (minuti).

La velocita di trasmissione dei dati &€ pari a 9 Mbit/minuto.
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Memoria | Capacita Contenuto iniziale
1 1000 500
2 1200 600
3 1000 500
4 500 250
5 700 350

Table 14: Capacita e riempimento iniziale dei dispositivinemoria (Mbit).

Soluzione.

Anche in questo caso si tratta di un problema di pianificaziomulti-periodo, ma anche multi-prodotto. Ogni
“prodotto” corrisponde infatti ad un diverso banco di meraoPer rendere compatibili le scelte relative a periodi di-
versi & necessario utilizzare vincoli di conservaziondldsko, che in questo caso impongono la conservazione dei dat
Per rendere compatibili le decisioni relative banchi di memdiversi in ogni periodo, invece, & necessario conaigda
risorsa limitata data dal tempo disponibile per la trasiorss Si vuole quindi massimizzare la quantita di dati trassa
nel rispetto di tali vincoli, ma la funzione obiettivo & ddti min-max, poiché si vuole minimizzare il rischio che unalgqu
siasi dei banchi di memoria vada in overflow. Si combinanmduin questo modello diverse caratteristiche incontrate
separamente negli esercizi precedenti.

I modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiO = 10 orbite eM = 5 dispositivi di memoria. Indichiamo con un indige= 1, ..., O ogni orbita e
conunindice = 1,..., M ogni memoria. Indichiamo cos la quantita iniziale di dati e cony la capacita massima per
ogni banco di memoria= 1, ..., M. Indichiamo cort; la durata della finestra di trasmissione dell’orita 1,...,O.
Indichiamo cord;; la quantita di dati prevista in ingresso alla memarie: 1,..., M durante l'orbitaj = 1,...,0.
Indichiamo conR il bit-rate di tramissione.

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel deciderguantitadi dati da scaricare da ogni memoria in ogni fines-
tra. Definiamo quindi le variabili continue e non-negativevi =1,... M Vj=1,...,0.
Nel formulare il modello risultera utile introdurre anchegevariabili (v. seguito).

Vincoli. | vincoli del problema sono i seguenti.

e La quantita di dati trasmessa in ogni finestra temporale soeda la capacita di trasmissione, data a sua volta dal
prodotto tra il bit-rate di trasmissione e la durata dellegina temporaIeZﬁ1 i < Rt; Vj=1,...,0.

e La quantita di dati trasmessa non pud essere piu grandecigliaita di dati presente nel dispositivo di memoria
in quel momento. Per esprimere questo insieme di vincolilé gtindi definire per ogni memoria e per ogni
orbita la grandezza continua e non-negatjyache indica quanti dati sono rimasti in memoria nel dispositi
dopo il completamento di tutte le operazioni (acquisiziertiasmissioni) fino a quelle dell’orbita In tal modo
il vincolo si pud esprimere facilmente imponendg < y;;—1 Vi = 1,...,M Vj = 1,...,0. Inoltre si ha
Yij = Yij—1 — Tij + di;, che & un’equazione di conservazione dei dati: per ognioditipo i cido che rimane
in memoria dopo l'orbitgi & pari a cid che era rimasto in memoria dopo 'orljita 1 meno la quantita di dati
trasmessa a Terra dopo I'orbjtgiu la quantita di dati nuovi immagazzinati durante I'oabjit Si noti che pey = 1
€ necessario conoscere le grandeggeche sono le quantita di dati inizialmente presenti nellenmiee, cioé i dati
Si.

e il contenuto di ogni dispositivo non deve mai eccedere lacsyacitay;; <c; Vi=1,..., MVj=1,...,0.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il massimo livello percentuale di rigimento dei dispositivi di memoria,
quindi si tratta di una funzione di tipo min-maxuin max;—1,... a j=1,...,0{100 * y;;/¢;}. Introduciamo quindi una
variabile ausiliariaz e richiediamo di minimizzare conivincoliz > 100 * y;; /¢; Vi=1,...,MVj=1,...,0.
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I modello matematico completo risulta quindi:

minimize z

subject toz > 100 * y;;5/c; Vi=1,....MVj=1,...,0
Yij = Yij—1 — Tij + dij Vi=1,....MVj=1,...,0
Yio = Si Vi=1,....,.M
ZTj < Yij—1 Vi=1,....,MVj=1,...,0
Yij < ¢ Vi=1,....MVj=1,...,0
M
Zwingﬁj Vi=1,...,0
i=1
Yij >0 Vi=1,....MVj=1,...,0
zij >0 Vi=1,...,.MVj=1,...,0.

Come cambierebbe il problema se i dati potessero esseieattar blocchi daNv Mbit per volta da ogni dispositivo
(ad esempio N=25)?

Come cambierebbe il problema se ci fosse il vincolo che in figastra di trasmissione ogni dispositivo di memoria
puo soltanto o essere svuotato del tutto oppure non trasmettlla?

Come cambierebbe il problema se solo un dato nurhetfiodispositivi potessero trasmettere a Terra in ogni fimestr
temporale?
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Esercizio n.11: Interpolazione

In una nuova abitazione si vuole misurare il consumo ene@effettivo degli elettrodomestici. A questo scopo in
giorni diversi viene misurato per quanto tempo ogni eléimestico viene usato e si rileva il totale consumo rilewhto
contatore centrale. Il consumo totale in un dato giorno @djudato dalla somma di diversi contributi, ciascuno dovuto
ad uno degli elettrodomestici; ogni contributo € pari aldwibo tra il tempo di funzionamento (misurato) e la potenza
assorbita dall’elettrodomestico (incognita). Si sa chettaira sul contatore & soggetta ad approssimazioni devcaese
diverse (piccoli consumi delle lampadine, eventuale douto positivo dato da un pannello fotovoltaico,...), nrergi
suppone che le misure dei tempi di funzionamento sianog#e&i vuole calcolare i valori incogniti di potenza assarbi
dagli elettrodomestici che meglio spiegano i dati speritaémnaccolti. A tal fine in ogni giorno si calcola un errore
(approssimazione sul contatore) come la differenza trarisamo letto sul contatore e la somma dei contributi relativ
diversi elettrodomestici (che dipendono dai valori incitighi potenza assorbita e dai tempi di funzionamento misurai
vuole quindi stabilire quali sono i valori di potenza ass@arida ogni elettrodomestico che rendono minima una furezion
dell’errore. Si propongono quattro criteri: (a) minimizgd massimo errore in valore assoluto; (b) minimizzareaibve
assoluto del valor medio degli errori; (c) minimizzare ilaramedio dei valori assoluti degli errori; (d) minimizzare
I'errore quadratico medio. Gli elettrodomestici sono 8ioirgi in cui vengono eseguite le misurazioni sono 12.

Giorno | Consumo KW h) Tempo )
1 2 3 4 5 6 7 8
1 10 02 04 05 06 06 05 02 o0op
2 20 01 10 01 12 11 10 06 0P
3 10 01 05 05 07 05 05 01 op
4 15 02 06 06 08 06 06 02 08
5 5 01 04 02 03 02 02 00 0P
6 10 02 05 04 07 05 04 02 0P
7 10 03 04 05 08 04 04 02 o0p
8 20 06 08 10 15 13 06 05 06
9 12 03 04 05 07 05 05 03 o0p
10 25 05 09 11 13 09 12 08 0p
11 2 00 02 00 00 01 00 00 oOp
12 5 00 05 02 03 02 01 01 0B

Table 15: Consumo e tempi di funzionamento in ciascun giorno
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Soluzione.

Non si tratta piu di un problema di massimizzazione vinapl risorse limitate né di minimizzazione vincolato al
raggiungimento di una soglia richiesta, bensi di un probleiinterpolazione ottima, dove I'obiettivo & quello diieal
brare i parametri di una funzione (in questo caso, una rettajodo che interpolino nel modo piu preciso possibile un
insieme di dati. L'obiettivo & minimizzare una misura daglmstamento della funzione dai dati e pud essere definita in
modi diversi.

I modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiE = 8 elettrodomestici & = 12 giorni. Indichiamo con un indicg = 1,...,G ogni giorno e
con un indicee = 1, ..., E ogni elettrodomestico. Indichiamo cep. il tempo di funzionamento dell’elettrodomestico
e=1,...,Enelgiornog = 1,...,G [ore]. Indichiamo cor, il consumo letto sul contatore nel giorgo=1,...,G
[KWh].

Variabili. 1l problema decisionale consiste nel decidevalori di potenza assorbitahe spiegano nel modo migliore
gli esperimenti. Definiamo quindi una variabile continuamegativa per ogni elettrodomestico: abbiamo quindi ke va
abili z. cone = 1,. .., F, misurate in KiloWatt [KW]. Come suggerito dal testo dedégcizio, per esprimere la funzione

obiettivo & opportuno introdurre variabili ausiliarie atapresentano I'approssimazione nella lettura del corgan ogni
giorno. Abbiamo percio anche una variabile continua e #il{pud assumere valori sia positivi che negatiyiyer ogni
giornog=1,...,G.

Vincoli. Il legame tra le variabilic e le variabilia & espresso dalla definizione di approssimazione data el tes

E
ag :cg—Ztgexe Vg=1,...,G.
e=1
Funzione obiettivo. Si considerino separatamente i quattro casi.

Caso (a): per minimizzare il massimo errore in valore agsdlisogna definire una funzione obiettivo di tipo “min-
max”:
minimize (¥ = max {|a,l}.
g=1,...,G

Essa si pud esprimere in un modello lineare introducendovariabile ausiliaria: minimizef(*) = 2’ con i vincoli
Z'>agez > —agVg=1,...,G.

Caso (b): per minimizzare il valore assoluto della medidiéempri bisogna considerare la seguente funzione olbetti
“min-max’:
minimize f(*) = % > al
g=1,....G
Come nel caso precedente, essa si pud esprimere in un minkedicee introducendo una variabile ausiliaria: minimjze =
z" conidue vincoliz” > (1/G) Zle agez" > —(1/G) Zle ag.

Caso (c): per minimizzare il valor medio dei valori assoliggli errori bisogna considerare la seguente funzione
obiettivo: .
minimize f(¢) = 5 > lagl.
g=1,...,.G
La tecnica di linearizzazione € la stessa dei casi preceadeatstavolta i valori assoluti da eliminare sono tanti guan
i giorni e quindi altrettante sono le variabili ausiliaria thserire nel modello: minimizg(®) = % dg=1...G % coni
vincoli 2" > a4 ez’ > —ay perognig=1,...,G.

Caso (d): per minimizzare I'errore quadratico medio bisogoorrere ad una funzione quadratica, cioé non-lineare:
minimize {9 = (1/G) Zle a2. In questo ultimo caso la soluzione si puo tuttavia ricaimmonendo che siano nulle le
derivate della funzione obiettivo rispetto a ciascunaadediriabiliz.. Si ottengono cosk equazioni lineari in altrettante

incognite, riconducendosi da un problema di ottimizzagiqonadratico ad un problema di esistenza lineare. Per rizava
L . . . ( G 9fdD da, G 1 -
le condizioni analitiche si procede facilmente come seg%,f%— = > * et = Yoo Gag * (—tge) =

g=1 Oay
E Zle tseay, da cui leE condizioni analitiche del primo ordine
c
Ztgeag =0Ve=1,...,E.
g=1
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I modello matematico completo risulta quindi:

Caso (a):
minz’
E
S.t.ag:cngtgeze Vg=1,...
e=1
Z/ Z ag Vg = 1,
2> —ay Vg=1,...
Te >0 Ve=1,...
Caso (b):
minz"
E
St.ag =cy4 Ztgexe Vg =1,
e=1
G
2" >(1/G) Y ay
g=1
2" > —(1/G)Zag
g=1
Te Z 0 Ve = 1
Caso (c):
1 n
min I Z Zg
g=1,..., G
E
Sl.ag = ¢y Ztgeace Vg =1,
e=1
zg 2 ag Vg =
zé”zfag Vg=1,...
Te Z 0 Ve = 1, e
Caso (d):
G
min (1/G) Za;
g=1
E
S.l.ag = ¢y Ztgeace Vg =1,
e=1
Te >0 Ve =1
trasformabile in:
E
ag = Cq Ztgeace Vg =1,
e=1
G
Ztgeag — 0 Ve = 1,
g=1
Te >0 Ve=1,.
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Esercizio n.12: Trasporto a costo minimo

E dato un insieme di origini (punti di produzione di una dateree), ciascuno caratterizzato da un’offerta, ossia da
una quantita di merce in uscita. E dato un insieme di destinagpunti di consumo della merce), ciascuno caraterzzat
da una domanda, ossia da una quantita di merce richiestgrigsgp. La somma delle offerte e la somma delle domande
sono uguali. E dato il costo unitario di trasporto della neetla ogni origine ad ogni destinazione. Si vuole decidere
quali quantita di merce trasportare da ogni origine ad ogstidazione, in modo da soddisfare i vincoli sulla domanda e

sull’'offerta minimizzando i costi.

Origini Destinazioni
1 20 25 30 28
2 15 12 32 26
3 18 41 36 37
4 32 23 35 20
5 31 40 19 38
6 33 22 34 21
7 25 29 26 27
8 30 24 39 28

Table 16: Costi di trasporto da 8 origini a 4 destinazioni.

Origine

Offerta

CO~NO U WNP

30
40
20
35
40
30
25
50

Table 17: Offerta di ogni origine.

Destinazion

e

1

2

3 4

Domanda

70 70 50 80

Table 18: Domanda di ogni destinazione.

27




Soluzione.

Questo esercizio € un problema di minimizzazione dei castivincoli sia sul soddisfacimento della domanda rel-
ativa alle destinazioni sia con vincoli di capacita reliasille origini. E’ un esempio di problema di ottimizzazione s
grafo, poiché si puod formulare su un grafo bipartito, i cuilingono partizionati in un insieme di origini ed un insieme di
destinazioni ed i cui archi hanno tutti la coda nell'insiededie origini e la testa nell'insieme delle destinazioni.

I modello matematico € il seguente.

Dati. Sono datiO = 8 origini e D = 4 destinazioni. Indichiamo con un indi¢e= 1, ..., O ogni origine e con un
indicej = 1,..., D ogni destinazione. Indichiamo cen I'offerta dell'origine: = 1,..., 0 e cond; la domanda della
destinaziong = 1,..., D. Indichiamo corc;; il costo unitario di trasporto della merce dall’origine= 1,...,0 alla
destinaziong = 1,...,D.

Variabili. Il problema decisionale consiste nel deciderguantitadi merce da trasportare da ogni origine ad ogni

destinazione. Definiamo quindi una variabile continua e-negativa per ogni coppia origine-destinazione, per adic
tale quantita. Abbiamo quindi variabiti; Vi =1,...,0Vj =1,...,D.

Vincoli. | vincoli del problema impongono che la merce complessivame usccita da ogni origine sia pari alla
sua offerta e la merce complessivamente in ingresso ad egtindzione sia pari alla sua domanda. Esistono pertanto
un vincolo per ogni origine, del tipgf’:1 xz;; = o; Vi = 1,...,0 ed un vincolo per ogni destinazione, del tipo

Z?:lxij:dj Vi=1,...,D.

Funzione obiettivo. Si vuole minimizzare il costo complessivo, che & dato datlpt tra i costi unitari e le quantita
. o) D
trasportatemin »_;~; > .7, ¢ijTi;

I modello matematico completo risulta quindi:

O D
minimize z = Z Z CijTij

i=1 j=1

D

subjecttoz:z:ij =0 Vi=1,...,0
j=1
o
Zmij:dj Vj:L...,D
=1

28



