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PL con variabili limitate

Si consideri il problema di PL

minimize ¢’ x
subjectto Ax =b
d <x<dt

in cui le variabili hanno limiti inferiori e superiori.

Rappresentando i limiti sulle variabili come vincoli di disuguaglianza,
quando le corrispondenti variabili di slack/surplus sono fuori-base, i
vincoli sono attivi.

In alternativa, si puo evitare di introdurre vincoli espliciti con relative
variabili di slack/surplus, definendo soluzioni di base estese, in cui
ogni variabile limitata puo essere fuori-base in due modi diversi, che
rendono attivo uno dei suoi limiti.



Soluzioni di base estese

Definiamo soluzione di base estesa una soluzione in cui
xg = B! (b —N~ad,. - N+d§+)
XN- = dy_
XN+ = dl—\~l-+

dove

e N~ & la sottomatrice delle variabili fuori-base pari al loro limite
inferiore,
e NT & la sottomatrice delle variabili fuori-base pari al loro limite
superiore.
Se
dg S XB S dga

la soluzione di base estesa € ammissibile.



Riformulazione

Con il cambio di variabili
Y8 = Xs
YN- = XN- — d,g_
YN+ = d,JVEr — XN+
si puo riformulare il problema:
minimize cfys + ¢l-Yn- — Clyn + -
st. Byg+ N (yn- +dy-) —NT(yn+ —dy.) =0
dg <ys<dg
0<yn<dy—-dy

da cui si ricavano i valori delle variabili in base in funzione di quelle
fuori base:

ye=B""(b— N (yn- +dy )+ N"(yn —di)).



Soluzione di base del problema riformulato

Sostituendo
ye=B""(b—N"(yn- +dy_) + N*(yn+ — df.))
e ricordando che i valori di yg nella soluzione di base sono dati da
y8=B""(b-N-dy, —N"dy,),
si puo riscrivere il problema come segue:
minimize (cﬁ_ - ch’1N’) YN- — (CE+ - CZ,B”N*) YN+t

st.ys—dg <B "N yy- — B 'Ntyn: < 5 —dg
0<yn<dy—dy.



Condizioni di ottimalita

Dall’obiettivo del problema riformulato,
T _ TB—1 N~ _ T _ TB—1 N+
CNf B _ny CN+ B _yN+ + PP

si ricavano le espressioni dei costi ridotti ¢ per le variabili fuori-base
nei due casi:

e se A éunacolonnadi N=: ¢; = +¢; — ¢[B~'A;
e se A éunacolonnadi N*: ¢ = —¢; + cfB~'A.

La condizioni di ottimalita ¢; > 0 Vj € N per il problema riformulato
equivalgono quindi nel problema originale alle condizioni di ottimalita
seguenti:

°®¢—citB'A>0VjeN

° ¢i—ciB'A <0 Vje N*.
Allottimo, le variabili fuori-base con un valore pari al loro limite
superiore devono avere costo ridotto non-positivo.



Pivot con soluzioni di base estese

Se le condizioni di ottimalita non sono verificate, allora esiste almeno
una variabile fuori-base ) tale che ¢, < 0.

Facendo un passo di pivot, tutte le altre variabili fuori-base restano
fuori-base. Quindi fissiamo y; = 0Vj € N,j # p.



Pivot con soluzioni di base estese

Indichiamo per brevita

4 B AP sepe N-
Tl -B'AP sepec Nt

Il problema
minimize (cﬁ, - ch“N_) YN- — (cﬁ+ — ch‘1N+) YNe A+

st Jg—di <B "N yn- — B 'Ntyn- < Jp—dg
0<yn<dy—dy
si puo quindi riscrivere come
minimize Cpy,
s.t. 5 — dg <ay, <yg-— dg
0<y,<dy —dy.



Pivot con soluzioni di base estese

La soluzione ottima y, del problema
minimize Cpyp
s.t. 5 — d; < éyp <yg— dB_
0<y,<dy —d;

si ricava facilmente dai vincoli, indicando con j3(i) l'indice della
variabile in base corrispondente alla riga i:

}7 N —do. at. }7 )
Jp = min { min °0 = B('), min —20) 0
i:a;>0 a/ i:3;<0 —a/

,d,j—dp}.



Pivot con soluzioni di base estese

Si danno quindi tre casi possibili ad ogni passo di pivot:

_ . Vs — dg Xs(q) — dg
® se esiste una riga g con y, = B(Q)é fla) _ ﬂ(q)é 'B(q), allora
q q
p esceda N ed entra in B, mentre 3(q) esce da B ed entra in

N—;

d,g’r(q) — V() _ dBL(q) — Xa(q

. . N )
® se esiste una riga g con y, = = , allora

q q
p esceda N ed entra in B, mentre 3(q) esce da B ed entra in
NT;

* se §,=dy —dp,allora ppassada N a N~ o viceversa (e X,
passa dal valore dj al valore d, o viceversa).



