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Prefazione

L’etichetta Metodi e modelli per le decisioni ¢ applicata nelle universita italiane a
corsi piuttosto vari nel contenuto. Spesso si tratta di un altro nome per corsi di
Ricerca Operativa, cioé di modelli e algoritmi per ’ottimizzazione, oppure di corsi
che presentano raccolte di applicazioni pratiche della Ricerca Operativa. Questo
corso si muove nello stesso ambito generale, ma con una fondamentale differenza.

Il tema comune di questi corsi sta nel concetto di decisione, cioe di scelta fra al-
ternative non indifferenti fra loro. E una situazione che tutti viviamo continuamente,
ma che in alcuni casi risulta particolarmente difficile, perché i dati da considerare
nella scelta sono molti, perché le alternative possibili sono molte e perché i costi
di una scelta errata sono alti. In questi casi, la strategia corretta non e affidarsi
al buon senso, all’esperienza passata o al caso, ma modellare il problema, calcolare
la soluzione, interpretarla e solo al termine decidere. Questo si sa da decenni (al-
meno dalla seconda guerra mondiale). Oggi perd nuovi strumenti hanno riportato
di moda l’approccio modellistico alla decisione: il Big Data offre enormi quantita
di dati precisi, strutturati e poco costosi, che aspettano solo di essere sfruttati per
estrarne informazione; il Cloud Computing offre accesso ai dati e potenza di calcolo
distribuiti ovunque a basso costo; la Business Analytics propaganda il vantaggio
competitivo di una cultura aziendale aperta all’uso dei modelli per ricavare sulla
propria azienda, sui clienti, sui concorrenti e sull’ambiente in cui si opera tutte le
informazioni utili a definire le proprie strategie operative. Tutto questo ha stimolato
nell’accademia lo sviluppo di nuovi filoni di ricerca teorica: ’ottimizzazione online,
Pottimizzazione stocastica, 1’ottimizzazione robusta, 1’ottimizzazione multilivello,
ecc. . .

La differenza fondamentale tra questo corso e la maggior parte di quelli omonimi
€ che non si occupa degli aspetti tecnici di risoluzione dei modelli decisionali, cioe
delle proprieta matematiche e degli algoritmi. Discute invece:

e i fattori che complicano in linea di principio la costruzione di tali modelli;

e i metodi matematici proposti per trattare tali complicazioni e i modelli ma-
tematici che ne derivano;

e i limiti e gli errori intrinseci di tali metodi e modelli, compresi alcuni veri e
propri risultati di impossibilita a costruire soluzioni soddisfacenti.

Questo corso cioe intende mostrare perché usare modelli per aiutarsi nelle decisioni
¢ utile e perché i risultati che producono vanno letti con spirito critico. Si sposta
I’accento dal nucleo duro del problema decisionale a tutto cio che circonda il proble-
ma e che in molti casi ¢ indispensabile prendere in considerazione per poter arrivare
a tale nucleo e per poter interpretare in modo sensato i risultati degli algoritmi
applicati ad esso.

Questo corso ha due sorgenti fondamentali. La prima ¢ il corso di Metodi e mo-
delli per il supporto alle decisioni (dove “supporto” & un calco dell’inglese “support”
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e sta per l'italiano “ausilio”) che si teneva presso la sede di Como del Politecnico di
Milano, a beneficio di studenti in ingegneria ambientale e informatica e per il quale
anni fa tenni qualche attivita secondaria. Da questa sorgente deriva la maggior
parte degli argomenti e la scelta dei casi di studio. Questi ultimi riguardano le deci-
sioni nell’ambito delle grandi opere pubbliche, che sono probabilmente le situazioni
in cui & piu chiara e ineludibile la difficolta di passare dal problema concreto a un
modello di ottimizzazione pura e semplice e dai risultati numerici del modello a una
strategia operativa. D’altra parte, questi casi non esauriscono i campi applicativi
nei quali i modelli decisionali fanno da guida per ’azione. Altri esempi sono:

in finanza, dove si usano per definire strategie di investimento;

e nel marketing, dove si usano per definire campagne pubblicitarie o strategie
di pricing;

e nella gestione delle risorse naturali, dove si usano per definire strategie di
prelievo;

e nei videogiochi, dove si usano per definire strategie di gioco.

MATEMATICA DISCRETA MATEMATICA DEL CONTINUO.

- sigenra neare - caicoio dfferenzsie & integraie

- calcoio matnciale - 86 & successon

- caleolo combinatorio - studko i funzione, massimi e minmi
PROGRAMUMAZIONE RICERCA OPERATIVA modes):. PROBABILITA' E STATISTICA: o
ALGORITMI E STRUTTURE-DATI -PLe simplesso - Caloolo desie pronania t@w'}w NUMERICO

I e nd. - Distribuzion | continue & dcrele  fam—
-PHL, condéz. an., metod feral. - Interpelazione e fiting di dat

‘ MODELLIDEI DATIE DBMS DI NUDVA GENERAZIDNE

|

GESTIONE DELLINFORMAZIONE
~ sistemi informativi
- Simutazione nel continuo - data qualty assessment
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Figura 1: Struttura dell’indirizzo in Analytics e ottimizzazione

La seconda sorgente del corso ¢ l'indirizzo in Analytics e ottimizzazione che i
corsi di laurea in Informatica e Matematica offrono da alcuni anni e nel quale questo
corso si inquadra con un ruolo ben determinato. Da questa sorgente derivano alcuni
argomenti, ma soprattutto un’impostazione piu rigorosa e formale e relazioni di
complementarieta con gli altri corsi dell’indirizzo. Anticipo che il corso € strutturato
in modo da poter essere seguito e risultare interessante e utile anche per studenti
di altri indirizzi e di altri corsi di laurea, ma dedico un paragrafo all’indirizzo di
Analytics e ottimizzazione per chiarire meglio il taglio e lo scopo fondamentale di
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questo corso. La Figura[f]illustra la struttura dell’indirizzo: i corsi in giallo indicano
materie di base, quelli in arancione materie informatiche afﬁniEl, quelli in verde (piu
Algoritmi euristici) sono i corsi fondamentali dell’indirizzo. Schematicamente:

o Ricerca operativa illustra il concetto di modello decisionale e 1'uso dei risolutori
generici;

o Ottimizzazione combinatoria si concentra sui problemi per i quali e stata dimo-
strata l’esistenza di algoritmi polinomiali e discute gli algoritmi e le strutture
dati migliori note per i problemi fondamentali;

o Complementi di ricerca operativa si concentra sui problemi per i quali non si
conoscono algoritmi polinomiali e discute il progetto di algoritmi esponenziali
che nel caso medio sono in grado di risolvere istanze di dimensione non grande,
ma utile in pratica;

o Algoritmi euristici si concentra sui problemi per i quali non si conoscono
algoritmi polinomiali e discute il progetto di algoritmi polinomiali che non
garantiscono la soluzione ottima, ma nel caso medio calcolano soluzioni di
buona qualita;

e Logistica presenta una raccolta di modelli e algoritmi per uno specifico ambito
applicativo, cioe la produzione, I'immagazzinamento e il trasporto delle merci;

e Metodi e modelli per le decisioni fa da corona a tutto questo, discutendo come
costruire i modelli decisionali discussi negli altri corsi e fino a che punto tali
modelli rappresentino correttamente la realta.

Da questo schema dovrebbe risultare chiaro che il corso di Metodi e modelli per le
decisioni non richiede forti competenze sulle proprieta dei modelli e degli algoritmi
di ottimizzazione. Gli studenti che non le avessero si limiteranno ad accettare la loro
esistenza come scatole nere. Gli studenti che invece ne sapessero di piu, per esempio
per aver seguito gli altri corsi dell’indirizzo, useranno questo corso per allargare la
loro visione a cio che precede e segue la fase di risoluzione algoritmica. Queste
dispense includono diverse sezioni contrassegnate da un asterisco che vanno intese
come approfondimenti e non sono richieste ai fini dell’esame: tali sezioni offrono
legami interessanti con gli altri corsi dell’indirizzo.

A testimonianza della interdisciplinarieta del corso e della possibilita di seguirlo
partendo da formazioni anche molto diverse, oltre ad essere aperto agli studenti
di Informatica e di Matematica, a partire dal 2018 il corso ¢ mutuato dalla lau-
rea in Data Science and FEconomics, come modulo di Optimization nel corso di
Graph Theory, Discrete Mathematics and Optimization. Tutto questo spinge neces-
sariamente la trattazione piu verso I'ampiezza che la profondita e implica che ogni
gruppo di studenti trovi nel corso argomenti che gia conosce o che gli paiono trat-
tati in modo troppo elementare. Gli studenti di matematica troveranno i metodi
analitici troppo informali, gli studenti di informatica troveranno appena accenna-
ti i temi del trattamento dei dati e della complessita computazionale, gli studenti
di Data Science and Economics troveranno superficiale la trattazione economica.
Questa conseguenza purtroppo & difficile da eliminare, se si vuole che tutti gli stu-
denti abbiano la possibilita di seguire il corso e sostenere ’esame nei tempi stabiliti.
D’altronde, & probabile che tutti trovino interessante la possibilita di ampliare la
propria prospettiva attraverso la presentazione combinata dei diversi aspetti che in
una decisione reale complicata devono necessariamente interagire.

2Salvo Algoritmi euristici che & in arancione per motivi burocratici.
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Terminologia

Informalmente, una decisione ¢ una scelta fra alternative non indifferenti fra loro.
Introduciamo un po’ di termini che verranno usati nel seguito per essere piu precisi
e non ambigui. Non si tratta ancora di definizioni formali, ma solo dell’introduzione
di alcune parole chiave: la Sezione [I.6] e il Capitolo [57] forniranno esempi concreti
dell’uso di tali termini, mentre il Capitolo[3|ne dara la definizione formale e discutera
diversi problemi metodologici che il loro uso comporta. Purtroppo, i temi trattati
nel corso sono studiati in molti settori di ricerca diversi (matematica, economia,
ingegneria, ecc...) e ogni settore ha adottato una propria nomenclatura e proprie
convenzioni, spesso diverse da quelle degli altri settori. Si e deciso di riportare
tutti i termini di uso comune e di adottare in ogni capitolo quelli tipici del settore
che ha piu approfondito 'argomento specifico del capitolo stesso, richiamando ogni
tanto l’equivalenza con altri termini. Questo viola la regola classica di usare una
sola parola per ogni concetto, ma dovrebbe consentire agli studenti di accedere
piu facilmente alla letteratura. Alcuni concetti, inoltre, non hanno nomi standard,
almeno a mia conoscenza, e mi sono quindi trovato a inventare una parola ad hoc
per il corso.

Definiremo sistema la porzione del mondo sulla quale la decisione inﬂuisceﬂ Un
sistema non ¢ dato una volta per tutte, altrimenti sarebbe possible alcuna decisio-
ne. Indicheremo con alternativa o soluzione l'insieme degli aspetti controllabili del
sistemaEl, con scenario o esito l'insieme di quelli non controllabilﬂ Un sistema,
quindi, combina aspetti controllabili e incontrollabili in una conﬁgumzioneﬂ Ogni
configurazione & caratterizzata da un impatto, che descrive tutti gli aspetti interes-
santi ai fini della decisiomfl Decisore o attore ¢ chiunque contribuisce alla scelta
dell’alternativa: il primo termine indica chi partecipa alla scelta, mentre il secondo
si allarga a includere anche chi non vi partecipa, ma ha degli interessi in gioco e puo
reagire, esercitando un’influenza indiretta sulla scelta stessaﬁ Infine, con preferenza
intendiamo la descrizione della soddisfazione relativa fra impatti divers{’]

Un problema decisionale richiede di scegliere un’alternativa in modo da spingere
il sistema in una configurazione il cui impatto sia preferito dai decisori rispetto a

1 Sistema & termine tipico del lessico ingegneristico o matematico.

2 Alternativa & pill usato nel lessico economico, soluzione in quello matematico e ingegneristico.
3Scenario & pill usato nel lessico economico, esito in quello statistico.

4 Configurazione & un termine coniato ad hoc, benché sia a volte usato in ingegneria.

5 Impatto & un altro termine coniato ad hoc; in letteratura spesso si usano delle perifrasi.

6 Anziché attore si usa anche di frequente I’espressione inglese stakeholder.

7 Preferenza deriva dal lessico economico, ma & di uso comune nel linguaggio quotidiano.

15



16 1 Introduzione

quelli delle altre configurazioni, tenendo conto del fatto che la configurazione non
dipende solo dall’alternativa scelta, ma anche dagli scenari possibili. Due punti
fondamentali per ’esistenza di un problema decisionale sono:

e la liberta, cioe l'esistenza di piu alternative disponibili;

e la razionalita, cioe I’esistenza di preferenze fra impatti distinti.

Se manca la prima, non c¢’e possibilita di scelta; se manca la seconda, non c¢’¢ criterio
di scelta.

Puo provocare qualche confusione il fatto che in informatica teorica si definisca
problema di decisione un problema che ammette solo due possibili soluzioni (si e
no, oppure vero e falso). Si tratta di un concetto completamente diverso. Volendo
trovare una relazione con i problemi dell’informatica teorica, i problemi decisionali
trattati in queste note includono in qualche modo come casi particolari i problemi di
ottimizzazione/ricerca, nei quali la soluzione ¢ un oggetto il cui valore sia massimo
(0 il cui costo sia minimo) fra tutti gli oggetti di un’opportuna famiglia.

1.2 L’approccio modellistico alla decisione

La Figura [I.1] schematizza 'approccio modellistico alla decisione. Anziché passare
direttamente dal problema concreto alla strategia operativa, tale approccio richiede
una serie di passaggi intermedi:

e costruire un modello del problema, con opportuni metodi;
e risolvere il modello con algoritmi, cioé con metodi formali;

e interpretare la soluzione, con opportuni metodi.

In ogni fase del procedimento compaiono dei metodi. A volte si tratta di metodi
formali, ovvero algoritmi. Questo riguarda specialmente la risoluzione delmodello,
cioe il passaggio dal modello alla soluzione astratta. La correttezza di tale passag-
gio puo essere persino garantita da una dimostrazione matematica, se 1’algoritmo
¢ esatto. Se invece ¢ euristico, le garanzie sono empiriche e sperimentali. Ancora
piu informali sono i passaggi da problema a modello, cioé dal mondo reale a quello
degli oggetti matematici, e da soluzione a strategia operativa, cioe dal mondo de-
gli oggetti matematici a quello reale. Tali passaggi sono particolarmente delicati
perché intrinsecamente creativi e intuitivi, e quindi esposti a molte potenziali fonti
di errore. Un rischio frequente & che i decisori confondano il modello con la realta
fidandosi ciecamente dei suoi risultati, che possono essere formalmente corretti, ma
inapplicabili. Un altro rischio, piu sottile, & che i decisori usino pedestremente i
risultati numerici degli algoritmi per costruire una strategia operativa travisandoli
(ad esempio, che applichino una soluzione “ottima”, ma molto sensibile alle va-
riazioni dei dati, trovandosi poi a ottenere risultati pratici scadenti perché i dati
reali non coincidono perfettamente con quelli usati nel calcolo). In questo caso, il
modello e I'algoritmo sono corretti, ma l'interpretazione e errata.

Per questo motivo, il processo decisionale non avviene tutto in una volta, ma per
correzioni successive. La Figura[l.2]illustra il procedimento schematizzato da H. A.
Simon nella sua fondamentale opera “Models of bounded rationality” (1982)@ Lo
schema presenta le seguenti fasi, nelle quali si possono riconoscere abbastanza bene
i concetti introdotti pit sopra:

8H. A. Simon (), fu uno dei fondatori dell’Intelligenza Artificiale negli anni ’50 e vinse il Premio
Nobel per I’Economia nel 1978 per i suoi studi sulla razionalita limitata.
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Matematica
Risoluzione
-Solzione
Modellazione Interpretazione

Mondo reale

|
s

Figura 1.1: Schema dell’approccio modellistico alla decisione

1. formulazione del problema: si circoscrive il sistema, individuando impatti e
preferenze da un lato (Obiettivi), decisori e scenari dall’altro (Contesto);

2. identificazione delle alternative: si definisce I'insieme delle alternative ammis-
sibili;

3. wvalutazione delle alternative e scelta:

e si valuta 'impatto associato ad ogni alternativa e scenario;

e si sceglie un’alternativa in base alle preferenze dei decisori;

4. implementazione della decisione:
si traduce in pratica ’alternativa scelta o se ne fa una simulazione;

5. monitoraggio e verifica:

e si osservano le conseguenze della decisione;

e se insoddisfacenti, si aggiusta il processo e si ripete introducendo nuovi
scenari, nuovi obiettivi, nuove alternative, nuovi metodi di valutazione.

In tutte queste fasi, sono essenziali I’esperienza specifica e ’aiuto dei mezzi infor-
matici.

1.3 Perché un approccio formale?

E opportuno chiedersi perché sia utile formalizzare un problema decisionale. L’ap-
proccio formale ¢ vantaggioso perché consente di:

1. prevedere in modo piu sicuro e preciso I'impatto della decisione, usando mo-
delli descrittivi anziché solo I'intuizione e 1’esperienza;

2. accelerare la decisione usando algoritmi e strumenti informatici, che consen-
tono di trattare un numero molto maggiore di alternative possibili;

3. rendicontare e certificare il processo di decisione:
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Modellazione

Obiettivi Contesto

A 4 A4 4
! Formulazione del problema |

J

| Identificazione delle alternative |

C Implementazione della decisione |

| Monitoraggio ¢ verifica |

Figura 1.2: Schema del procedimento ciclico di decisione secondo Simon

e esplicitando le ipotesi fatte su alternative, scenari, preferenze e decisori
e sulle loro relazioni;

e garantendo la ripetibilita del processo in modo che si ottengano sempre
gli stessi risultati;

e consentendo modifiche mirate del processo senza doverlo ridiscutere in
toto ogni volta che cambia qualcosa.

Si pensi soprattutto alle decisioni in ambito pubblico, oppure nelle grandi organiz-
zazioni private: chi decide spesso non ha un potere assoluto, ma deve dimostrare
agli altri soggetti che la propria decisione € stata presa in base ai dati disponibili e
a un procedimento trasparente. In questi stessi ambiti, 'idea che, cambiata qualche
circostanza secondaria, il procedimento debba ripartire da zero & forse spontanea,
ma inefficiente e irragionevole.

1.4 Modelli prescrittivi e modelli descrittivi

Un modello decisionale ¢ in genere un oggetto composto. Comprende infatti in
genere un insieme di sottomodelli, che si possono classificare in due ampie categorie
in base ai dati che richiedono e ai risultati che producono:

1. modelli prescrittivi (o normativi)

e usano come dati gli impatti per ogni configurazione possibile e le prefe-
renze dei decisori fra gli impatti;

e danno come risultato un’alternativa “suggerita’”;
In breve, se le cose vanno cost, il meglio che si puo fare é questo.
2. modelli descrittivi (o predittz'mﬂ)

e usano come dati la descrizione di ogni configurazione del sistema (scena-
rio e alternativa);

9La differenza sostanziale & che i modelli predittivi sono rivolti al futuro, quelli descrittivi al
presente.
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e danno come risultati gli impatti che ne derivano.

In breve, se si fa questo e succede quest’altro, allora le cose andranno cosi.

I modelli descrittivi possono essere banali, ma anche sofisticati. Un esempio di
modello descrittivo talmente banale da passare inosservato ¢ quello che fornisce il
costo totale cyor per 'acquisto di due prodotti a partire dai loro prezzi unitari c;
e ¢y e delle quantita acquistate x1 e xo: il modello si riduce all’equazione cioy =
c1x1 + cors. Ci sono perd modelli anche molto sofisticati, che servono a ricavare
dati troppo costosi o del tutto impossibili da misurare (per esempio, previsioni del
futuro, ecc...). Tutta la Parte di queste note e dedicata alla presentazione di
modelli descrittivi di un certo interesse per problemi decisionali complicati.

Le due categorie di modelli possono avere interazioni sottili. Ad esempio, qual-
siasi modello prescrittivo usa un insieme di modelli descrittivi per conoscere gli
impatti delle alternative e degli scenari possibili. D’altra parte, ¢ possibile che un
modello descrittivo includa al proprio interno modelli prescrittivi. Per esempio, per
stimare il traffico su una strada occorre prevedere le scelte degli automobilisti di
fronte a una data rete stradale, con caratteristiche fisiche, divieti e cicli semaforici
dati. Tali scelte sono il risultato di decisioni, descrivibili con modelli prescrittivi.
Lo stesso avviene per le scelte dei clienti al variare dei prezzi e delle condizioni di
vendita di un prodotto, per quelle dei concorrenti al variare delle proprie strategie
commerciali, ecc. ..

1.5 Business Intelligence

Business Intelligence ¢ diventato un termine di gran moda negli studi recenti sul
management di impresa. Libri e articoli di riviste la esaltano come uno strumento
essenziale per vincere la competizione e avere successo. Con questo nome si intende
linsieme dei processi e delle tecnologie usate per raccogliere, gestire e rendicontare
dati orientati alle decisioni.

L’architettura di un sistema di Business Intelligence ha lo scopo di

e portare dati, contenuti e analisi alla persona giusta nel momento giusto;

e aiutare i decisori a scegliere una soluzione, ma anche a giustificare la propria
scelta, a correggerla o aggiornarla, a interagire fra loro, ecc...;

e adeguarsi alle normative sulla certificazione dei processi.

Comprende quindi sistemi tecnologici, applicazioni informatiche e procedure algo-
ritmiche o metodologiche per eseguire le seguenti attivita:

1. Data management: acquisire e gestire i dati;

2. Transformation tools and processes: estrarre, correggere, trasmettere e con-
servare 1 dati (si usa spesso Uespressione Extract- Transform-Load);

3. Repository: conservare dati e metadati;

4. Analytics: eseguire ottimizzazioni, simulazioni, stime, predizioni, inferenze,
identificazioni di pattern e mining di informazioni;

5. User interface: presentare e manipolare dati e analisi senza danneggiare gli
archivi dei dati;

6. Procedure amministrative: gestire sicurezza, errori, auditing, privacy.
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Ognuno di questi punti meriterebbe un approfondimento, ma in queste note ci
concentreremo sul quarto (I’ Analytics), in particolare considerandone ’aspetto me-
todologico e lasciando invece in ombra quello tecnologico.

Sistemi di questo genere sono ovviamente molto complicati e contengono al loro
interno sottosistemi piti semplici, con compiti specifici, molti dei quali hanno una
lunga storia, che risale a ben prima della moda presente. Per esempio, i sistemi di
Electronic Data Processing (EDP) da decenni vengono usati per conservare i dati,
accedervi, e risolvere semplici problemi standard. Analogamente, i Management
Information Systems (MIS) consentono elaborazioni statistiche per aggregare dati
in un formato piu leggibile e immediato. Infine, i sistemi di supporto alle decisioni
o Decision Support Systems (DSS) sono I'immediato predecessore dei sistemi di Bu-
siness Intelligence, dato che combinano ’accesso a modelli descrittivi e prescrittivi,
l'uso di sistemi logici per rivelare incoerenze, 1'uso di sistemi esperti per elaborare
strategie.

- -

A 4
Decisore

Figura 1.3: Schema generale di un sistema di supporto alle decisioni

La Figura [I.3| ne illustra uno schema generale, nel quale compaiono le principali
componenti funzionali:

e una base di dati col relativo sistema informativo che fornisce all’'utente i dati
senza introdurre forzature nel loro significato;

e una base di modelli col relativo sistema di gestione che usa i dati per prevedere
gli impatti di ogni possibile decisione e suggerirne una o pit;

e un’interfaccia utente che consente al decisore di governare il processo, for-
nendo i dati in ingresso ai modelli, ricevendone i risultati ed eventualmente
trasformandoli in dati per altri modelli.

In tutto questo procedimento, il gestore e responsabile di guidare ogni passo del
sistema in base ai risultati intermedi, cioe di:

e definire decisori e preferenze, inserendoli come dati;
e definire alternative e scenari, inserendoli come dati;

e controllare il flusso dei dati fra i modelli, scegliendo quali dati usare e a quali
modelli fornirli:

— trasferire dati, alternative e scenari ipotetici ai modelli descrittivi, in
modo da ottenere impatti simulati;
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— trasferire impatti misurati o simulati ai modelli prescrittivi in modo da
ottenere alternative suggerite;

— valutare se conservare i risultati dei modelli come nuovi dati;

e usare le alternative suggerite come informazione utile, non come istruzioni da
eseguire.

L’aspetto fondamentale di questo procedimento e che i sistemi che lo sostengono
non creano decisioni da applicare, ma solo informazioni per generare decisioni.

1.6 Esempi di problemi decisionali complicati

Questa sezione presenta alcuni esempi di problemi decisionali complicati, allo scopo
di collegare i concetti precedentemente esposti con situazioni realistiche e di co-
minciare a suggerire quali siano gli elementi che rendono complicata in pratica una
decisione. Con lo stesso scopo, il Capitolo [57] mostrera in molto maggior dettaglio
due esempi di grandi dimensioni. Dagli esempi che seguono ricaveremo un elenco
dei principali aspetti complicanti, che ci portera a classificare i problemi decisionali
complicati e a costruire I'indice di queste note e del corso.

Esempio 1 (La ricerca del parcheggio) In una cittd piuttosto trafficata, si sta
cercando parcheggio per lasciare 'automobile e raggiungere il luogo di un appunta-
mento importante; si vorrebbe parcheggiare in fretta e non dover camminare molto
fino alla meta.

Sistema ¢ la rete stradale locale, con l’insieme di tutti i potenziali parcheggi

Alternativa é ogni possibile traiettoria (percorso e orario) per l'automobile

e Scenario ¢ ogni possibile distribuzione spaziale e temporale dei parcheggi liberi

Impatto sono i tempi di guida e di camminata dopo il parcheggio

e Decisore ¢ il guidatore (o anche i passeggeri?)

Sinoti come 'impatto si riduca a cio che effettivamente interessa per la decisione, ma,
dipenda dalla complessa combinazione (che ¢ poi la configurazione) della traiettoria
seguita dall’automobile e della disponibilita di parcheggio nei vari luoghi e momenti:
la stessa traiettoria, infatti, puo portare a parcheggiare immediatamente davanti al
luogo dell’appuntamento o a fare lunghi giri a vuoto a seconda che il posto sia libero
oppure occupato al momento in cui ’automobile ci passa.

Esempio 2 (La regolazione del termostato) Si vuole regolare il termostato del-
Uaula in modo che la temperatura sia gradevole per chi tiene e per chi seque la
lezione.

o Sistema ¢ l'aula

Alternativa ¢ la posizione del regolatore del termostato

e Scenario & la temperatura esterna e l’esposizione al sole dell’aula

Impatto ¢é la temperatura interna dell’aula (ma probabilmente anche 'wmidita)

e Decisori sono i soggiornanti nella stanza (tutti o solo il docente?)
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Per quanto questo problema sia piu semplice del precedente, si noti come la defini-
zione dell’impatto e dei decisori non sia affatto banale.

Esempio 3 (L’acquisto dell’automobile) Si vuole comprare un’automobile che
abbia buone prestazioni, sia comoda, abbia una bella linea e sia economica durante
tutto il proprio ciclo di vita.

e Sistema ¢ il mercato locale dell’automobile, della benzina, delle riparazioni,
ecc. . .

o Alternativa é 'automobile acquistata

e Scenario sono le disponibilita e i prezzi dei concessionari, il verificarsi di
incidenti, le tariffe della benzina e dei meccanici, ecc. . .

o Impatto sono le caratteristiche dell’automobile durante tutto il suo ciclo di vita

e Decisore & l'acquirente (ed eventuali familiari)

Qui si puo notare che una possibile alternativa, che & facile dimenticare, potrebbe
essere di rinunciare all’acquisto dell’automobile, con un impatto ovviamente pessimo
per alcuni aspetti, ma ottimo per altri.

Esempio 4 (Il turno di Risiko) Si vuole giocare un turno di Risiko, compiendo
un giro completo su tutti i giocatori.

o Sistema & la mappa con la distribuzione dei territori, delle armate, delle carte

e Alternativa sono i territori da cui e verso cui si lancia ogni attacco e il relativo
numero di armate in attacco e in difesa

e Scenario ¢ il risultato dei dadi ad ogni attacco

Impatto é il numero di armate distrutte per ogni giocatore

e Decisori sono i giocatori

Rispetto ad altri esempi in cui era possibile che ci fossero piu decisori, qui la pre-
senza di piu decisori ¢ intrinseca e ineliminabile. Inoltre, i decisori non agiscono
collettivamente sulle stesse leve (nel caso dell’automobile, tutti contribuiscono a
decidere 'acquisto di una sola automobile), qui ognuno compie le proprie scelte in
autonomia.

1.7 Classificazione dei problemi decisionali

Gli esempi precedenti mostrano diversi fattori che possono complicare un problema
decisionale. Cominciamo col dire che non ci occupiamo qui della cosi detta com-
plessita computazionale, cioe del fatto che esistono problemi perfettamente chiari e
definiti per i quali non € noto alcun algoritmo polinomiale e si congettura che esista-
no solo algoritmi esponenzialﬂ In questi problemi e costoso passare dal modello
alla soluzione, ma non & complicato definire quale sia la soluzione corretta.

I fattori che ci interessano riguardano invece i decisori e le loro relazioni col
sistema. Piu precisamente:

10Per distinguersi da questo concetto, quasi sempre useremo le espressioni “complicato” e “com-
plicazione” anziché “complesso” e “complessita”. Sfortunatamente, fra poche righe parleremo di
“preferenze complesse”, perché “preferenze complicate” suona proprio male.
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1. preferenze complesse, cioe insufficienti a definire un concetto di ottimo;
2. scenari molteplici, dunque un ambiente incerto;

3. decisori molteplici, con preferenze potenzialmente in conflitto tra loro.

C’¢ un ulteriore fattore che puo complicare un problema di decisione, ed € una
formalizzazione insufficiente del sistema, ovvero l'incapacita di determinare in mo-
do univoco 'impatto per una data configurazione, cioe avendo fissato alternativa
e scenario. Questa situazione viene pero spesso ricompresa nel caso di ambiente
incerto, ipotizzando che, oltre alle componenti note dello scenario, vi siano altre
componenti aggiuntive incognite (a volte definite disturbi), note le quali sarebbe
possibile calcolare esattamente I'impatto. I modelli che ne derivano sono detti mo-
delli a scatola nera, o modelli a scatola grigia, a seconda di quanto sono importanti
i disturbi rispetto alle componenti misurabili della configurazione.

A questo punto, si possono classificare i problemi decisionali in base al fatto
che ciascuno dei tre principali fattori complicanti sia presente oppure no, ottenendo
23 = 8 famiglie di possibili problemi decisionali. La Figura descrive questa
classificazione con uno schema a tre assi.

Decisori
N
Molteplici
Semplici Molteplici
Scenari
Complesse

Preferenze

Figura 1.4: Classificazione dei problemi decisionali in base ai tre fattori complicanti

Sullo schema a tre assi si basa il programma del corso e I'indice di queste no-
te. Invece di trattare tutte le 8 classi, ci limiteremo a considerare le 4 famiglie
fondamentali in cui nessuno o uno solo dei 3 fattori complicanti si presenta, discu-
tendo eventuali sottofamiglie importanti. Le altre 4 famiglie si possono trattare
con opportune combinazioni dei concetti adottati per le famiglie di base. Il corso
e queste note quindi presentano nelle prime quattro parti altrettante famiglie di
modelli prescrittivi:

1. modelli con preferenza, scenario e decisore semplici (Programmazione Mate-
matica)

2. modelli con preferenze complesse, un solo scenario, un solo decisore:

e obiettivi molteplici (Programmazione a molti obiettivi)
e preferenza non modellata da obiettivi (Analisi gerarchica)

e preferenza non transitiva (Metodi Electre)
3. modelli con preferenze semplici, scenari molteplici, decisore semplice:

e incertezza assoluta (Decisioni in condizioni di ignoranza o Programma-
zione robusta)
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e incertezza descritta probabilisticamente (Decisioni in condizioni di ri-
schio o Programmazione stocastica)

4. modelli con preferenza semplice, scenario semplice, decisori molteplici:
e decisori indipendenti ( Teoria dei giochi)
e decisori costretti a coordinarsi (Decisioni di gruppo)

e nella quinta parte alcune famiglie esemplari di modelli descrittivi sofisticati:

e teoria delle code
e simulazione a eventi discreti
e modelli di trasporto e di scelta discreta

e modelli dinamici



Capitolo 2

Casi di studio

Questo capitolo & dedicato a presentare due casi di studio che chiariscano il concetto
di problema decisionale complicato e facciano toccar con mano il significato concre-
to delle parole chiave presentate nel Capitolo [I] Lo scopo dei casi di studio non &
di essere studiati nel dettaglio per passare ’esame, ma di essere usati per costruirsi
un’idea concreta delle definizioni astratte alla base del corso e per imparare a rico-
noscere tali concetti in altre situazioni, anche molto diverse. Va anche precisato che
si tratta di studi relativi a opere non realizzate, e quindi potenzialmente soggetti a
innumerevoli varianti e correzioni. Il primo caso, in particolare, ¢ uno studio assolu-
tamente preliminare condotto nell’ambito di una tesi di laurea con la collaborazione
del Comune di Como, mentre il secondo € uno studio di fattibilita ufficiale affidato
dal Comune di Milano al Dipartimento di architettura e studi urbani del Politecnico
di Milano.

Entrambi i casi di studio si riferiscono a grandi opere pubbliche. Questo & solo
uno dei campi in cui si possono presentare decisioni complicate, ma si presta bene
a fornire esempi didattici sofisticati perché:

1. informagzioni dettagliate sono piu spesso disponibili pubblicamente;

2. i tre fattori complicanti elencati nell’introduzione (preferenze complesse, in-
certezza e attori molteplici) sono presenti al massimo grado.

Riguardo il primo punto, spesso la legge prescrive che informazioni sufficienti sia-
no diffuse pubblicamente affinché i cittadini possano farsene un’idea completa e
corretta. D’altra parte, spesso le istituzioni decidono di farlo spontaneamente per
informare ’opinione pubblica o per acquistarne il consenso. Nel caso di decisioni
aziendali o comunque private, questo € molto piu raro. Per quanto riguarda il secon-
do punto, le decisioni sulle grandi opere pubbliche hanno per propria natura impatti
molteplici (economici, sociali, ambientali, ecc...), e quindi & difficile esprimere la
preferenza come la semplice minimizzazione di un costo o massimizzazione di un
profitto. D’altra parte, tali decisioni dipendono anche da eventi non controllabili
dai decisori (fenomeni sociali o economici su scala pitt ampia, eventi politici, ecc. .. ).
Infine, esse coinvolgono grandi quantita di persone, associazioni e istituzioni diverse
che, se pure non sono incaricate della decisione, possono esercitare un ruolo in essa
0 una pressione sui decisori.

Tutto questo giustifica la scelta di esempi tratti da tale campo.

25
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2.1 La Metrotranvia di Como

2.1.1 1l contesto

Como ¢ da secoli al centro di traffici commerciali e spostamenti di persone. Si
trova infatti all’incrocio fra una direttrice principale (nord-sud), che lega I'Italia
(in particolare Milano) alla Svizzera e alla Germania, e una direttrice secondaria
(est-ovest), che lega i centri principali all’imbocco delle valli alpine (Varese, Lecco,
Bergamo, ecc...). La Figura mostra queste due direttrici.

Figura 2.1: Le due principali direttrici di traffico che si incontrano in Como

La posizione geografica che ha favorito lo sviluppo della citta & all’origine di alcu-
ni dei problemi che ora la affliggono, e che sono legati essenzialmente alla saturazione
delle vie di accesso, con le sue naturali conseguenze:

e traffico (vedi le Figure el2.3),

e perdite economiche dovute alla lentezza degli spostamenti,
e inquinamento (vedi la Figura ,

e incidenti.

I mezzi privati sono i principali responsabili di tali problemi, dato che si con-
centrano su poche direttrici di ampiezza piuttosto scarsa (vedi la Figura . La
principale e I'accesso da sud-ovest attraverso la via Napoleona che raccoglie le sta-
tali Briantea e dei Giovi e la provinciale Canturina. Seguono le statali Regina e
Lariana, a nord, strette sulle due sponde del lago, e la statale Briantea a est.

Allargare questi accessi o crearne altri ¢ complicato e costoso per la struttura
orografica del territorio: Como giace in una stretta piana lungo il lago, circondata
da alte colline. Solo la stretta breccia di Grandate la collega alla pianura a sud
(vedi la Figura .

Un possibile miglioramento sarebbe trasferire spostamenti sul mezzo pubblico,
che e piu efficiente di quello privato dal punto di vista della capacita di trasporto.
Tuttavia, le indagini mostrano che la percentuale di spostamenti serviti dal mezzo
pubblico € nettamente inferiore, e soprattutto e diseguale. Le autolinee servono una
minoranza di utenti, tendenzialmente in calo. D’altra parte, sono soggette alle stes-
se strozzature dei mezzi privati. Per quanto riguarda le ferrovie (vedi Figura ,
mentre la linea statale attestata a Como S. Giovanni (ex-F'S) & relativamente sca-
rica, quella delle ferrovie regionali attestata a Como Lago (ex-FNM) & vicina a
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Figura 2.4: Livelli dell’inquinamento nei capoluoghi di provincia della Lombardia
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Figura 1.1: Le direttrici autemobilistiche di accesso.

Figura 2.5: Le principali vie d’accesso a Como per il traffico automobilistico

Como

Figura 2.6: Orografia dell’area di Como
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saturazioneﬂ Viene quindi spontaneo pensare di potenziare la capacita della linea
FNM ed eventualmente spostare sulla linea FS parte della relativa domanda. Come
fare?

Servizio ferroviario attuale in Como (in verde la linea FNM e in arancione quella FS).

Figura 2.7: Le due linee di accesso ferroviario a Como: in arancione quella statale
e in verde quella regionale

Per discutere meglio le interazioni potenziali fra le due linee, occorre elencare
alcuni punti critici:

1. T'incrocio fra le linee FS e FNM ha luogo in piena breccia, con un acrobatico
sistema di ponti: la via Napoleona passa sopra la linea FNM che passa sopra
la linea FS, che passa sopra una piccola strada locale, via Mulini (vedi le

Figure and ;

Via dei Mulini
Gomo, Lon

Figura 2.8: La linea FS passa sopra via Mulini

IDal momento dello studio, le ferrovie regionali hanno cominciato a fare servizio anche sulla
linea statale, con treni da Milano a Como San Giovanni. Questo ha leggermente migliorato la
situazione, sfruttando meglio la capacita residua della linea piu scarica. Inoltre, le due compagnie
hanno cambiato nome. Per semplicita, pero, continueremo a indicarle con i loro nomi storici.
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e S o

Figura 2.9: La linea FNM passa sopra la linea F'S

2. fra le stazioni di Camerlata e Borghi, la linea FNM ¢ a binario singolo, dato
che occupa uno stretto terrapieno con ripide scarpate su entrambi i lati;

3. fra la stazione di Borghi e quella di Lago, la linea FNM & a binario singolo e

);

passa in mezzo a uno stretto budello fra le case (vedi Figura

4. se sivolessero collegare le due linee attraverso la piana della citta, bisognerebbe
passare o entro le mura (in zona storica) o lungo il lago (in zona turistica,
occupata da una strada principale e di tanto in tanto soggetta a esondazione)
e poi risalire il ripido pendio in cima al quale sorge la stazione FS di Como
S.Giovanni.

Tutti questi fattori rendono una soluzione ferroviaria irrealizzabile, a meno di
limitarsi a usare solo le tratte esistenti. Incrementare la frequenza dei treni sulla
linea FNM pero presenta due problemi:

e la linea a binario singolo impedisce a due treni di percorrere insieme la tratta
Camerlata-Borghi-Lago (a meno di realizzare incroci perfettamente sincroniz-
zati a Como Borghi, tecnicamente possibili, ma destinati a creare problemi ad
ogni minimo imprevisto);

e i passaggi a livello tagliano la citta in due per diversi minuti ad ogni passaggio
di treno: se passa un treno ogni 10-15 minuti anziché ogni mezz’ora, I'impatto
sul traffico diventa molto pesante.

Di qui l'idea di una tranvia:

e realizzabile a doppio senso, dato lo scartamento ridotto;
e con incroci semaforici veloci anziché passaggi a livello;

e prolungabile entro la citta.

Ma una tranvia classica ha il problema di richiedere la sostituzione dell’intera linea,
dunque:

e costringere i passeggeri in arrivo da fuori a cambiare in una stazione esterna;

e interrompere il traffico nel corso dei lavori.
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Figura 2.10: La linea FNM fra le stazioni di Como Borghi e Como Lago

2.1.2 La generazione delle alternative

Contrariamente ai modelli base della Ricerca Operativa, o ai problemi anche com-
plessi che sorgono in ambiti ben definiti e ristretti, qui non e affatto chiaro quale sia
I'insieme delle possibili alternative: verrebbe da dire che sia infinito. E piu corretto
dire che & indefinito, e che va costruito un po’ per volta studiando il contesto. Inoltre,
puo essere costruito per iterazioni successive. Come si diceva nell’introduzione:

e si ipotizzano alcune alternative
e se ne valutano gli impatti

e se nessuna e soddisfacente, si generano nuove alternative, guidati dalle infor-
mazioni ricavate nello studio, e si torna a capo.

Per esempio, se ci si rende conto che cambiare i binari costa troppo, ci si puo chiedere
se non esistano tram capaci di usare i binari del treno. Guarda caso, esistond?}

Il processo di generazione delle alternative ¢ facilitato se si ragiona scomponendo
il problema, cioe¢ individuando gli elementi di alternativa che riguardano ambiti
diversi e (almeno in parte) indipendenti. In questo studio si sono individuati tre
elementi, sui quali fondare la generazione delle alternative:

1. la tecnologia usata per realizzare la nuova linea;
2. il percorso della nuova linea;
3. gestione dei treni FNM rispetto alla nuova linea.

Discutiamo in ulteriore dettaglio ciascuno di questi elementi.

2Si veda https://it.wikipedia.org/wiki/Tram-treno
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Tecnologia Studi precedenti suggeriscono tre tipologie tecnologiche:

1. servizio ferroviario: si aggiunge un treno-navetta fra Grandate e Como Lago,
cosi da aumentare la frequenza delle corse dell’attuale linea ferroviaria;

2. metrotranvia: si sostituisce la ferrovia con una metrotranvia classica;

3. interoperabile: si fa coesistere il servizio ferroviario con una metrotranvia che
usa mezzi capaci di muoversi nel doppio ambiente (con i relativi problemi di
alimentazione, di scartamento dei binari, ecc...).

Tracciato Il numero di alternative e sterminato. Per cominciare, si sono indivi-
duate quattro possibilita (vedi la Figura [2.11]):

1. mantenimento dell’attuale tracciato FINM, con termine del servizio alla sta-
zione di Como lago;

2. collegamento delle stazioni Como Lago (FNM) e Como S. Giovanni (FS)
attraverso binari passanti per l'interno della citta;

3. collegamento delle stazioni Como Lago (FNM) e Como S. Giovanni (FS)
attraverso un tratto di binari passanti per il lungolago;

4. chiusura ad anello del centro cittadino attraverso la realizzazione del tratto
Como Lago - Como S. Giovanni, pin un collegamento diretto Como Borghi
(FNM) - Como S. Giovanni.

Gestione dei treni FNM Con questo elemento di alternativa si intende la scelta
di come far convivere i due sistemi di trasporto su ferro:

1. mantenere le FNM sul loro tragitto attuale;

2. deviare il traffico FNM sulla stazione FS di Como S. Giovanni, attraverso la
costruzione di un interscambio fra le linee FNM e FS (probabilmente nella
stazione di Camerlata).

Si tratta di due ipotesi estreme, fra le quali esistono molte possibilita intermedie,
sia durante i lavori (dirottare temporaneamente le corse FNM su Como S. Giovanni
nei periodi in cui la tratta & bloccata per lavori) sia in permanenza. Per esempio,
oggi le FNM gestiscono anche il traffico locale diretto a Como S. Giovanni, anche
se le due linee rimangono completamente separate.

Ogni aspetto costituisce un elemento di alternativa. Le singole scelte possibili
per un elemento possono essere associate a valori numerici: a volte si trattera di
una vera e propria misura quantitativa, altre volte di un semplice indice arbitrario.
Ad esempio, si puo usare 0 per il treno, 1 per il tram, 2 per 'interoperabile. Lo
scopo di questa associazione, in generale, non & di fare conti, ma solo di descrivere
in modo efficace 'insieme delle alternative.

Una volta individuati gli elementi di alternativa e, per ciascuno, i possibili valori,
si puo procedere a elencarne le combinazioni, che in generale non sono tutte possibili.
Nel caso in esame, le possibili combinazioni sono 3 x 4 x 2 = 24, ma solo 6 sono
realizzabili. Le altre possono essere escluse a causa di:

e ovvie contraddizioni;
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Figura 2.11: I quattro percorsi alternativi per il progetto della Metrotranvia
Como

di
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e impossibilita tecnica o costi troppo elevati;

e buon senso.

Per esempio, la tecnologia ferroviaria ¢ praticamente incompatibile con qualsiasi
percorso diverso dall’attuale: oggi non si possono piu far passare i treni in una citta
come si faceva fino ai primi del Novecento, salvo in galleria, ipotesi qui impropo-
nibile. La Figura [2.12] mostra le possibili combinazioni e le alternative ammissibili
per il caso di studio.

Figura 2.12: Le 24 combinazioni e le 7 alternative ammissibili per il caso di studio
sulla Metrotranvia di Como; i tre assi rappresentano gli elementi di alternativa

Un punto fondamentale nel meccanismo di generazione delle alternative e che
esiste sempre un’alternativa che consiste nel non realizzare alcun intervento e con-
servare la situazione attuale. Questa alternativa si indica convenzionalmente con
il termine alternativa zer(ﬂ Questa osservazione € importante, perché spesso la fo-
ga del dibattito pubblico fa dimenticare che eventuali soluzioni alternative devono,
come minimo, non peggiorare la situazione. E siccome “peggiorare” & un concetto
complesso, questo punto e tutt’altro che banale.

In questa trattazione abbiamo ignorato altri potenziali elementi di alternativa,
come:

e la realizzazione di parcheggi di interscambio (in vari punti);
e la realizzazione di zone a doppio binario lungo la tratta a binario unico;

o la realizzazione di nuove fermate lungo il tracciato attuale e le eventuali tratte
aggiuntive;

e eventuali spostamenti del tracciato attuale;

3Nello caso di studio, purtroppo, & indicata con Iindice 1.



2.1 La Metrotranvia di Como 35

e il prolungamento del servizio fuori citta oltre Grandate;
e la frequenza della nuova linea;

e le tariffe della nuova linea;

In particolare, va citato il fatto che studi sulla mobilita suggeriscono che ci possa
essere una forte richiesta per una linea che serva zone della provincia attualmente
mal collegate a Como, sia verso est (Cantll) sia ovest (Olgiate Comasco). Studi
successivi a quello usato per questa dispensa, infatti, si sono concentrati su questi
aspetti nella generazione delle alternative, mentre hanno ridotto i percorsi cittadini
scartando le ipotesi estreme (percorso attuale e anello cittadino) e fondendo quelle
intermedie (attraversamento del centro e passaggio sul lungolago) in una variante
mista che passa prima per il lungolago e poi attraversa una parte del centro (vedi

la Figura [2.13).
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Variante Mista, il collegamento Como San Giovanni (FS) - Como Lago (FNM).

Figura 2.13: L’alternativa di percorso mista che passa prima per il lungolago e poi
attraverso il centro

Abbiamo inoltre ignorato le possibili misure di mitigazione, cioé quegli inter-
venti che vanno aggiunti alle alternative per ovviare agli impatti negativi che esse
producono (deviazioni del traffico o delle corse ferroviarie, opere di arredo urbano
per ridurre I'impatto della nuova linea sul percorso, ecc...) o per convincere even-
tuali attori fortemente contrari a condividere o almeno non osteggiare fortemente
il progetto (ad es., i parchi, le scuole, gli impianti sportivi che vengono donate ai
comuni nel cui territorio si costruisce un’autostrada, una discarica, una centrale
energetica, ecc...) o infine per modificare gli impatti dell’opera (ad es., zone a
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traffico limitato per ostacolare il mezzo privato e parcheggi di corrispondenza per
invogliare i viaggiatori a usare il nuovo mezzo pubblico piu di quanto non farebbero
spontaneamente).

Tutto cid conferma che gia solo elencare le soluzioni possibili di un problema
decisionale puo essere un problema preliminare, che non si risolve in un solo passo,
e in effetti non ¢ mai risolto in maniera definitiva.

2.1.3 La generazione degli scenari

La stessa complicazione riguarda la definizione degli scenari, con in piu la neces-
sita di prevedere eventi incontrollabili dai decisori, ma con un impatto potenziale
sull’opera.

La generazione degli scenari segue la stessa logica della generazione delle alter-
native: si individuano gli elementi di scenario con i loro possibili valori, si elencano
le loro combinazioni e si escludono quelle considerate impossibili. Ovviamente, que-
sto esclude dallo studio ogni elemento non previsto e ogni combinazione esclusa,
una cosa che mina alla base il risultato. Del resto, l'alternativa ¢ procedere a caso
o per intuito, che sarebbe peggio. Come si e gia detto, se nuovi scenari emergo-
no o se ne svaniscono di vecchi, lo studio va semplicemente aggiornato e adattato,
eventualmente col risultato di suggerire un’alternativa differente.

Nel caso in esame, gli elementi di scenario considerati sono i seguenti:

1. chiusura al traffico privato del lungolago: si tratta di chiudere I'accesso ai
veicoli della strada che passa fra il centro di Como e il lago: questo interagisce
con il progetto rendendo piu facile da realizzare una tranvia che passi lungo
il lago (altrimenti, lo spazio sarebbe ridotto);

2. Stazione Internazionale Como-Chiasso: si tratta dell’unificazione delle stazio-
ni internazionali di Como e di Chiasso in una sola fermata, a meta strada
(vedi la Figura, accelerando gli spostamenti fra Italia e Europa centrale:
questo interagisce con il progetto rendendo utile una linea che porti utenti
alla stazione di Como S. Giovanni (declassata a locale) e magari prosegua fino
alla nuova stazione internazionald’]

3. Paratie antiesondazione: si tratta di costruire barriere (in parte mobili e in
parte fisse) che proteggano il centro di Como dalle esondazioni del lago (ve-
di Figura : questo interagisce col progetto favorendo il passaggio sul
lungolago di una nuova linea che altrimenti sarebbe resa inoperante dalle
esondazion

4. Tunnel del Borgovico: si tratta di un tunnel a pedaggio che dovrebbe cor-
rere dalla zona nord-ovest alla zona sud-ovest di Como consentendo 1’attra-
versamento in direzione nord-sud senza intasare la parte occidentale della

cittlf]

5. Tunnel sotto il lago: si tratta di un tunnel che dovrebbe correre sotto il
lago (vedi la Figura[2.16|) sostituendo il lungolago nel collegamento della zona
nord-ovest con la zona nord-est di Comd’]

4La stazione & ancora un progetto; la tendenza attuale ¢ a sopprimere Como a favore di Chiasso.

5Le paratie sono in lenta costruzione, con forti polemiche sul loro impatto visivo. Un tratto
di paratia fissa ¢ stato persino costruito e poi abbattuto perché chiudeva la vista sul lago ai
passanti. . .

6Plrogetto apparentemente accantonato in quanto faraonico.

"Progetto apparentemente accantonato in quanto faraonico.
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Teoricamente, ogni singola combinazione di questi elementi e possibile, salvo quelle
che combinano il tunnel sotto il lago con la non chiusura del lungolago (ipotesi
insensata) e quelle che combinano entrambi i tunnel (costi eccessivi).

Figura 2.14: La Stazione Internazionale Como-Chiasso

Figura 2.15: Le paratie antiesondazione lungo il lago
In tutto questo mancano aspetti importanti, come

e le variazioni presunte nella struttura residenziale e produttiva dell’area di
studio;

e le variazioni della matrice origine destinazione (matrice OD) della doman-
da potenziale (vale a dire il numero di spostamenti da luogo a luogo che
avverranno e che potrebbero essere catturati dalla nuova linea);

e l'entita di finanziamenti europei, statali, regionali all’opera.

Alcuni di questi elementi di scenario corrispondono a valori numerici, che pos-
sono essere compresi in intervalli prevedibili. Altri invece possono corrispondere a
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IL TUNNEL SUBACQUEOD

Figura 2.16: Il tunnel sotto il lago

eventi che potrebbero verificarsi o no (o verificarsi in modi diversi). Per ciascuno,
puo essere stimabile una probabilita, o quanto meno si puo dare una valutazio-
ne qualitativa della verosimiglianza che si realizzi. Tutto questo va a descrivere
I'insieme degli scenari, con le eventuali informazioni accessorie.

2.1.4 La definizione e il calcolo degli indicatori

Con indicatori si intendono gli elementi di impatto, cioe tutte quelle grandezze che
caratterizzano il gradimento dei decisori per una configurazione del sistema, e quindi
influenzano le loro preferenze.

Gli indicatori tipicamente sono ancora pit numerosi e diversificati degli elementi
di alternativa e di scenario. Lo sono a tal punto che, per evitare di dimenticare
degli indicatori rilevanti, la generazione degli indicatori viene svolta dettagliando
progressivamente i diversi ambiti dell’impatto con un procedimento gerarchico:

e si individuano dei macrosettori molto generali;

e si scompone ogni macrosettore in settori, ed eventualmente questi in sottoset-
tori, via via piu specifici;

e infine, si individuano i singoli indicatori elementari.

Questo meccanismo produce un vero e proprio albero degli indicatori.

Nel caso in esame, si sono adottati i tre macrosettori standard in uso nelle
Valutazioni di Impatto Ambientale (VIA)

1. Ambiente, a sua volta suddiviso in Aria, Rumore, Vibrazioni, Paesaggio e
Assetto territoriale (cioe la compatibilita con i piani di gestione del territorio
in vigore

2. Economia, suddivisa in Costi, Ricavi e Valore immobiliare

3. Societa, suddivisa in Apprezzamento, Disagi, Accessibilitﬂ Occupazione,
Effetti indotti

a cui si e aggiunto il macrosettore

8L’inquinamento di Acqua e Suolo sono stati ignorati, dato che 'impatto della Metrotranvia
sara probabilmente molto limitato da questi punti di vista.

9Questo indicatore misura il tempo e il costo richiesti per accedere a luoghi importanti della
citta, come ospedali, monumenti, scuole, ecc. ..
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4. Trasporti, suddiviso in Sicurezza, Congestione e Interferenze

Quest’ultimo macrosettore in genere ricade sotto quello della Societa, ma in questo
caso gli si ¢ attribuito un ruolo autonomo, trattandosi della valutazione di una
grande opera trasportistica. Tutto cio ha dato luogo all’albero degli indicatori
riportato nella Figura |2.17]
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Figura 2.17: L’albero degli indicatori

Lo scopo della struttura gerarchica ¢ anche di organizzare la valutazione dei
singoli indicatori nella fase di raccolta dei dati. La stima e la previsione del valore
di indicatori di un settore verranno infatti assegnate a esperti del settore stesso:
esperti ambientali si occuperanno di valutare i livelli di inquinamento previsti per
ogni alternativa e scenario, esperti di contabilita i costi di realizzazione e gestione,
esperti di urbanistica la qualita visiva dell’opera, esperti di trasporti 'impatto sul
traffico urbano e sui tempi di spostamento, ecc. . .

Allo stesso modo, la costruzione delle preferenze nella fase di decisione vera e
propria sara organizzata in base alle competenze specifiche degli esperti dei vari
settori. La scelta se considerare l'inquinamento da ossidi di carbonio pitt 0 meno
importante di quella da ossidi di azoto sara devoluta a esperti di medicina, quella
del peso relativo fra costi di realizzazione e di esercizio ('ammortamento, dicia-
mo) & assegnata agli esperti di economia. La struttura ad albero implica che ai
livelli superiori, i decisori si occupino di definire il peso relativo fra inquinamento
dell’aria e rumore, sicurezza stradale e congestione stradale, e infine fra i macroset-
tore Ambiente, Economia, Societa e Trasporti. Questi concetti sempre piu astratti
comportano competenze via via sempre piu “politiche”. Quindi nessuno sara mai
chiamato a confrontare indicatori del tutto eterogenei, come I'inquinamento da COs
con il risparmio di tempo nel raggiungere la stazione di Como Lago, o la qualita
visuale della tranvia sul lungolago con il disagio prodotto dai cantieri durante la
sua costruzione. Si confronteranno invece COy con NO,, costi di viaggio con tempi
di viaggio, I’aderenza al Piano Urbano del Traffico con quella al Piano Regolatore
Generale. Rimandiamo a dopo il problema di come sia possibile confrontare fra loro
termini astratti e vaghi come i macrosettori.
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Ogni indicatore va associato con lo strumento necessario per ottenerne il valore
in corrispondenza a ciascuna alternativa e a ciascuno scenario. Siccome nella mag-
gior parte dei casi si parla di valori non misurabili, perché riferiti a una situazione
ipotetica (I'inquinamento da C'Oy dell’alternativa zero nello scenario attuale & mi-
surabile direttamente, ma quello dell’alternativa tranvia ad anello nello scenario in
cui si chiude il lungolago al traffico, si fanno le paratie antiesondazione e basta va
invece stimato in qualche modo. Molto spesso, quindi, il valore dell’indicatore ¢ il
risultato di un modello descrittivo, del quale occorre individuare i dati necessari.

Gli indicatori possono essere valori numerici che esprimono misure fisiche, ma
anche valori qualitativi espressi su una scala ordinale (ad es., la qualita visuale puo
essere scadente, mediocre, sufficiente, discreta, buona, ottima). Questi valori si
possono tradurre in una scala numerica per brevita. Anche qui, lo scopo (almeno
all’inizio) non e di fare dei calcoli, ma di descrivere la situazione. In realta vedremo
che alcuni metodi di valutazione effettivamente si serviranno di tali valori numerici
per fare veri e propri calcoli.

Decomposizione temporale (fasi) e spaziale (zone) Di alcuni indicatori &
necessario precisare 1’aspetto spaziale e temporale. In altre parole, puo avvenire che
non abbia senso definire il valore di un indicatore globalmente sull’intero territorio
o sull’intero orizzonte temporale dell’opera.

In tal caso, per descrivere correttamente la situazione occorre suddividere il
sistema in zone geografiche distinte, su ognuna delle quali abbia senso, almeno
approssimativamente, definire un valore per 'indicatore considerato. Per esempio,
il tempo richiesto a raggiungere la stazione di Como Lago dipendera fortemente dal
punto di partenza, anche se si puo considerare approssimativamente uniforme per
una data zona della citta. E chiaro che questo aumenta il numero delle informazioni
da gestire, e richiedera di valutare anche un’importanza relativa delle diverse zone
sulla decisione, trattando i valori degli indicatori nelle zone come se fossero valori
di indicatori diversi. Altri indicatori, pur georeferenziati, si possono mantenere
aggregati, in quanto il loro effetto riguarda 'intera citta (ad es., il danneggiamento
degli edifici monumentali, che sono patrimonio comune). Si veda nella Figura m
la distinzione tra indicatori aggregati e disaggregati per zone nel caso di studio.

Nel caso di studio, si ¢ adottata una suddivisione in 5 zone gia utilizzata per
precedenti lavori sul territorio del Comune di Como (vedi la Figura [2.19):

1. Como centro
2. Borghi

Camerlata

=~ W

Lora

5. Tavernola

Solo le prime tre zone sono direttamente influenzate dal progetto in esame, mentre
Lora e Tavernola sono state mantenute per verificare gli effetti indiretti su tutto
I’ambito comunale.

2.1.5 La definizione degli attori

Con attore si intende qualsiasi persona, organizzazione, categoria o istituzione sia
coinvolta, in modo diretto o indiretto, dal progetto, anche se non ha un ruolo nella
decisione, dato che, essendo i suoi interessi influenzati dal progetto, ¢ prevedibile
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Figura 2.18: Indicatori aggregati e disaggregati per zone
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Figura 2.19: Zonizzazione del comune di Como
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che possa intervenire a difenderli in modo pit 0 meno favorevole al progetto stesso.
L’aspetto fondamentale nella descrizione degli attori e caratterizzare la loro struttura
preferenziale. Discuteremo in seguito in che cosa questa consista e come possa
essere ricavata e descritta. Tuttavia, gli attori potrebbero anche indicare alternative,
elementi di scenario e indicatori che erano sfuggiti all’analisi.

Nel caso in esame, si sono individuate quattro categorie, ulteriormente suddivise:

1. Attori istituzionali (Comune, Provincia, Regione)
2. Societa

e Cittadini
e Associazioni ecologiste

e Associazioni di categoria
3. Utenti

e abituali (pendolari, studenti)

e saltuari
4. Compagnie di trasporto

e FNM (le ferrovie regionali il cui tracciato fra Grandate e Como Lago
dovrebbe ospitare il nuovo servizio);

e SPT (l'azienda del trasporto pubblico locale che gestisce le linee di au-
tobus, la cui domanda sarebbe sconvolta dal nuovo servizio, richiedendo
una revisione radicale dei percorsi e degli orari);

e FS (le ferrovie statali, la cui stazione di Como S. Giovanni potrebbe
ospitare, in parte o integralmente, i treni che ora servono la linea FNM).

Ogni categoria ha interesse e competenze limitate, spesso corrispondenti a uno
o pochi sottoalberi dell’albero degli indicatori (questa € un’altra ragione per la mo-
dellazione gerarchica dell’impatto). Quindi, verra coinvolta soltanto (o soprattutto)
nelle fasi del processo decisionale che coinvolgono quegli specifici indicatori. La Fi-
gura descrive una relazione ipotetica fra gli attori e i sottosettori a cui sono
verosimilmente interessati.

1. gli attori istituzionali (in particolare il Comune di Como) saranno interessati
all’intero sistema degli indicatori;

2. per quanto riguarda la societa:
e i cittadini concentreranno probabilmente il loro interesse sui settori Am-
biente, Societa e Trasporti;

e le associazioni ecologiste promuoveranno istanze concentrate sul settore
Ambiente;

¢ le associazioni di categoria (Camera di Commercio, Industria, Artigia-
nato e Agricoltura - Confesercenti - ...), che promuovono gli interessi
economici delle classi produttive, si concentreranno sul settore Economia
e sui disagi prodotti dai lavori;

3. gli utenti si concentreranno sul settore Societa, e in particolare sulla qualita
e laccessibilita del servizio;

4. per quanto riguarda le compagnie di trasporto:
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5. FNM si concentrera sui settori Societa (in particolare Occupazione e Disagi)
ed Economia (Costi e Ricavi);

6. SPT & particolarmente interessata ai macrosettori Societa, Economia e Tra-
sporti, e in particolare alle ricadute su Occupazione, Disagi, Traffico e i propri
Costi e Ricavi;

7. FS ¢ interessata alla gestione del servizio ferroviario eventualmente spostato
sulla stazione di Como S. Giovanni.

Sortosettori di interesse per ogni attore

ATTORI

Sefore | Soio=etiore C"'"Cu‘:rr: 96| Cgtading | AmbJEcol D‘:;;n‘f:a ;;‘;f‘::'” sﬁﬁfn FHI sPT Fs
Aria X X X X b
Rumore x X x x x
SR Vibrazioni X X e X
Paesaggic X ks H X
Costi X * X *
ECONOMIA Ricavi x X X X
im“?r:::li 2 = x
Apprez X x %x x
ASPETTI Disagi X X X X X ® X H
SOCIALE | A ibilita X X X X X X
Dccupazione X X X * X
Sicurezza X B3 H
TRAFFICO | C X B 2o X X
Interferenze X B3 B X X * H

Figura 2.20: Relazione fra gli attori e i sottosettori a cui sono interessati

Individuati gli attori, si deve definire per ciascuno un interlocutore rappresentati-
vo, allo scopo di coinvolgerlo nel processo: definizione del problema, individuazione
delle alternative, degli scenari, degli indicatori, calcolo degli impatti, descrizione del-
le preferenze. Questi interlocutori dovrebbero essere coinvolti via via nelle successive
iterazioni durante le quali si ridefiniscono alternative, scenari, impatti, preferenze,
ecc. ..sulla base dei risultati parziali ottenuti durante le iterazioni precedenti dello
studio. Gli strumenti di interazione dipendono dalla specifica figura rappresentativa
scelta:

1. le interazioni con gli attori istituzionali potrebbero avvenire soprattutto con
il sindaco di Como, il governatore della Provincia di Como e quello della
Lombardia, o con loro delegati, attravero riunioni e colloqui approfonditi;

2. riguardo gli attori sociali:

e le interazioni con i cittadini possono aver luogo con questionari mira-
ti, siti web, incontri pubblici e colloqui con i loro rappresentanti locali
(consiglieri di circoscrizione);

e le interazioni con le associazioni ecologiste e di categoria potrebbero
sfruttare questionari, riunioni e colloqui con i loro portavoce;

3. le interazioni con gli utenti potrebbero richiedere sondaggi fra i passeggeri e
riunioni con i comitati dei pendolari;

4. le interazioni con le compagnie di trasporto potrebbero aver luogo con dirigenti
specificamente incaricati di questo compito.

Si puo osservare che ambientalisti, commercianti e utenti sono anche cittadini,
oltre che membri di categorie, e quindi esercitano un doppio ruolo. Non & un’inutile
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ridondanza? In realta no, dato che le preferenze dei generici cittadini saranno
naturalmente piuttosto diverse da quelle di specifiche categorie, e i mezzi e i modi di
esercitarle e manifestarle sono anche diversi. Quindi ¢ corretto rappresentarli come
attori diversi, anche se sono in parte sovrapposti. Tenere in considerazione tutti
questi aspetti dovrebbe garantire uno svolgimento piu fluido all’intero processo di
decisione, evitando che ci siano soggetti che si sentono ignorati e decidano di opporsi
al progetto in linea di principio.

2.1.6 1l processo di decisione

Per ogni configurazione del sistema, cioe per ogni alternativa e ogni scenario, occorre
valutare ogni indicatore. Questo richiedera in alcuni casi di compiere misurazioni
fisiche, nella maggior parte dei casi 'applicazione di opportuni modelli descrittivi
per calcolare il valore atteso dell’indicatore nella configurazione data. In termini
puramente qualitativi:

e le alternative con tecnologia ferroviaria avranno:

costi bassi di realizzazione e bassi disagi

— effetto scarso sull’accessibilita dei punti non serviti dalla linea attuale
(ad es., Uospedale S. Anna)

scarsi miglioramenti ambientali

— quasi nessun impatto occupazionale

e le alternative basate su interoperabile avranno:

— costi economici piu alti

— una maggior penetrazione del servizio nel tessuto cittadino, molto dipen-
denti anche dal percorso scelto

— disagi intermedi

e le alternative basate su tranvia classica avranno:

— costi e tempi di realizzazione nettamente piu alti

— un servizio molto capillare

L’enorme quantita di valori numerici quantitativi e di valori qualitativi ordinali
che ne deriva andra poi riaggregata riferendosi alle preferenze dei vari attori in gioco.
Per ogni attore, bisognera modellare in qualche modo la struttura preferenziale, in
modo da poter stabilire, per una qualsiasi coppia di possibili impatti, quale dei due
I’attore considerera preferibile all’altro. Occorre compiere una scelta metodologica
di base sul tipo di modello usato per descrivere la struttura preferenziale.

Cio fatto, occorre aggregare le preferenze dei diversi attori in un ordinamento
finale fra le alternative, o quanto meno nella scelta di un’alternativa. Per esempio,
alcuni metodi partono dagli indicatori, seguiti dagli scenari, fornendo un ordina-
mento specifico per ciascun attore; solo alla fine gli ordinamenti dei diversi attori
vengono fusi in un ordinamento finale con un processo di negoziazione. Altri meto-
di prendono in considerazione gli attori fin dal principio. Possibilmente, lo studio
dovrebbe anche fornire informazioni sulla sensitivita di tale ordinamento o scelta,
cioe sui limiti entro i quali essa rimane valida, al variare dei dati (scenari, impatti,
preferenze, importanza relativa degli attori). Nei capitoli seguenti discuteremo in
dettagli questi temi.
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2.2 La riapertura dei Navigli a Milano

2.2.1 1l contesto

Benché oggi pochi lo percepiscano, Milano nasce come citta d’acque, ricca di fiumi
naturali (I’Olona, il Vepra, il Nirone, il Seveso, il Lambro Meridionale e il Lambro),
torrenti e rogge, e poi arricchita da un’infinita rete di canali artificiali. La moder-
nita ha condotto alla copertura quasi completa di tale rete per favorire il traffico
automobilistico e piu di recente alla periodica proposta e discussione di progetti di
parziale riapertura. Le Figure e mostrano la situazione storica e corrente
di Milan e della sua rete idrografica.
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Figura 2.21: Mappa storica del progressivo allargamento della citta di Milano e
della sua rete idrografica

Il referendum consultivo del 2011 ha condotto alla stesura di un progetto com-
plessivo, che ¢ disponibile in rete{E

Generalmente, la questione viene impostata e affrontata dal punto di vista ur-
banistico, storico ed estetico, cioeé come miglioramento del paesaggio e della qualita
urbana e valorizzazione di un patrimonio culturale quasi dimenticato, ma ancora
molto recente. In realta, ci sono diverse altre questioni che si intrecciano e che
concorrono a rendere potenzialmente interessante I'ipotesi di riapertura. In sintesi,
le principali sono:

e la continuita idraulica, cioé la possibilita di controllare meglio e ridurre le
esondazioni dei corsi d’acqua nella zona nord di Milano, che al momento scor-
rono intubati sotto la citta, con tutti i limiti di portata che questo comporta
e la difficolta di gestire la pulizia dei condotti sotterranei;

e la navigabilita turistica e commerciale, con il loro impatto sociale, culturale
ed economico (vedi la Figura per la situazione attuale);

10Si  vedano gli indirizzi |http://www.comune.milano.it/wps/portal/ist/it/servizi/
territorio/riapertura_navigli_2016 e http://www.cuoredimilano.org/index.html.


http://www.comune.milano.it/wps/portal/ist/it/servizi/territorio/riapertura_navigli_2016
http://www.comune.milano.it/wps/portal/ist/it/servizi/territorio/riapertura_navigli_2016
http://www.cuoredimilano.org/index.html
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Figura 2.22: Rete idrografica attuale della zona circostante il comune di Milano

e la produzione di energia elettrica, non con I'installazione di turbine nei Navigli,
ma con 'aumento della portata del Naviglio Pavese in uscita da Milano verso
sud, sul quale si trovano diversi piccoli impianti idroelettrici;

e alimentazione di impianti di riscaldamento a pompa di calore nella zona della
Darsena con uso dell’acqua di falda;

e il prelievo di acqua attraverso pozzi che ora sono chiusi avrebbe come ulterio-
re vantaggio un abbassamento del livello della falda, che & fortemente salito
con la forte deindustrializzazione della citta dalla fine degli anni ’70, e che
attualmente minaccia i condotti della metropolitana e richiede 1'uso continuo
di pompe in diverse stazioni.
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Figura 2.23: Tratte navigabili nell’area intorno a Milano
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2.2.2 La definizione delle alternative

Apparentemente, la definizione delle alternative & molto piu semplice che per la
metrotranvia di Como, dato che i Navigli avevano storicamente un percorso ben
definito. In realta, la cosa e tutt’altro che pacifica. Partendo con una dicotomia di
base, si possono distinguere:

e alternative “virtuali”, nelle quali i Navigli vengono resi fruibili al pubblico
senza riaprirli veramente, ma con ausilii visivi (cartelloni informativi, fotogra-
fie d’epoca, pavimentazioni, ecc. .. ); si vedano le Figure [2.24] e 2.25| per alcuni
esempi che sono stati proposti come primo passo nel progetto dettagliato che
stiamo descrivendo;

e alternative “fisiche”, nelle quali i Navigli vengono effettivamente riaperti.

Figura 2.24: Un primo esempio di pavimentazione, a cubetti di porfido, per far
rivivere il percorso storico dei Navigli

Figura 2.25: Un secondo esempio di pavimentazione, con onde dipinte, per far
rivivere il percorso storico dei Navigli

Si potrebbe pensare che tutte le alternative fisiche adottino lo stesso percorso, e
che esso sia fissato dalla storia (vedi Figura|2.26)). In realta, ci sono molte possibili
alternative anche da questo punto di vista:

e la riapertura parziale, lasciando coperti alcuni tratti;

e la riapertura della cinta classica nord-est-sud, che include una serie di varianti
minori riguardanti sistemazioni di dettaglio presso:
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— il parco di Porta Nuova (vedi la Figura [2.27));

— piazza Cavour (vedi vol. 1 pag. 202 o 276 e 279/281 della documenta-
zione del progetto)

— il Naviglio del Vallone (vedi vol. 1 pagg. 337 e segg. della documenta-
zione del progetto)

— la conca di Viarenna (vedi vol. 1 pag. 206, 342, 344-350 della documen-
tazione del progetto)

e la riapertura dell’intera cerchia interna, anche sul lato ovest: vi sono diversi
motivi tecnici che la rendono poco praticabile, primo fra tutti l'interferen-
za della linea 2 della metropolitana presso Sant’Ambrogio con il percorso
originale del Naviglio;

e aperture aggiuntive rispetto al percorso storico:
— la roggia Vettabbia (vedi vol. 2 pag. 249 della documentazione del
progetto)

— il progetto “Darsena 2”7, che prevede un bacino completamente nuovo
presso la stazione ferroviaria di Porta Genova (vedi vol. 2 pag. 254 della
documentazione del progetto)

Figura 2.26: Il percorso storico dei Navigli a Milano

Un altro fondamentale elemento di alternativa e la navigabilita: il nuovo canale
potrebbe essere aperto al movimento di natanti oppure chiuso. Gli elementi di alter-
nativa (percorso, navigabilita ed eventuali altri) vanno poi combinati per costituire
le vere e proprie alternative, scartando le combinazioni che non sono possibili. Per
esempio, le alternative virtuali, e le alternative di riapertura parziale molto limitata
impediscono ovviamente la navigabilita.
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Figura 2.27: Le due soluzioni proposte al termine di via Melchiorre Gioia: A) ipotesi
di completo interramento; B) il Naviglio all’aperto nel parco di Porta Nuova

2.2.3 La definizione degli scenari

Questo punto non ¢ sviluppato dal progetto dettagliato che stiamo descrivendo. Ci
limitiamo quindi a un’analisi superficiale. I piu probabili elementi di scenario sono
da ricercare in:

e la disponibilita di finanziamenti pubblici per la realizzazione e la gestione a
lungo termine;

e la chiusura del centro al traffico, piti 0 meno rigorosa;

e la realizzazione della linea 4 della metropolitana, che consentirebbe una coper-
tura del centro cittadino a distanza pedonale anche nell’ipotesi che ’accesso
al centro col mezzo privato e con i mezzi di superficie diventi piu difficile (la
Figura riporta le aree coperte dalle linee attuali e dalla futura linea 4);
inoltre, i lavori della metropolitana, accoppiati a quelli di costruzione del cana-
le sotterraneo di raddoppio dei Navigli per istituire sin da subito la continuita
idraulica, consentirebbero una riduzione dei cost{']]

2.2.4 La definizione e il calcolo degli indicatori

v . . . . ca. indivi .
Ancora una volta, si tratta di procedere in maniera gerarchica, individuando prima
grandi macrosettori e poi dividendoli in sottosettori via via piu specifici:

e l'impatto sull’inquinamento;
e la variazione dei tempi di accesso a vari luoghi della citta;
¢ limpatto sul traffico privato (vol. 2 pag. 79, 88);

e l'impatto sul trasporto pubblico (vol. 2 pag. 80, 85: velocizzazione), e in
particolare con le linee dei tram, che devono usare ponti a livello strada, dato
che non possono affrontare pendenze;

e i costi di realizzazione (vol. 1, da pag. 123 a pag. 138);
e limpatto edonico sui valori immobiliari (vol. 2 pag. 145-146)

e limpatto sulle imprese commerciali (vol. 2 pag. 150)

11Questo & attualmente previsto dai lavori in corso; c¢’& chi teme che la costruzione del canale
sotterraneo possa rendere meno attraente la riapertura dei Navigli, e quindi sfavorire le alternative
¢4ﬁ 3 h ¢

siche”.
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Figura 2.28: Le aree a distanza pedonale dalle stazioni della metropolitana attuali
(in rosso) e dalla futura linea 4 (in blu)

Alcuni di questi impatti potrebbero essere cosl negativi a suggerire un ritorno alla
fase di definizione delle alternative per correggerle e adattarle attraverso 'introdu-
zione di misure di riduzione dell’inpatto. Per esempio, riaprire i canali colpirebbe
il traffico automobilistico lungo il canale e in alcuni punti impedirebbe quasi 1’ac-
cesso dei veicoli agli edifici circostanti. Questo richiede alcune soluzioni locali per
guadagnare spazio, come dei “balconi” sopra il canale (vol. 2 pagg. 292-293-295).
E ancora, gli incroci a livello strada con i tram richiedono di tenere il livello dell’ac-
qua sufficientemente basso e di usare natanti appositi (vol. 1 pag. 42) se si vuole
garantire anche la navigabilita.

2.2.5 L’organizzazione spaziale e temporale

Diversi indicatori (in particolare quelli sul traffico, 'accessibilita, il valore immobi-
liare, 'inquinamento, ecc...) si prestano naturalmente ad essere valutati per aree
geografiche. Alcuni indicatori vanno quindi riferiti a zone, mentre altri, piu stret-
tamente legati al percorso lineare del Naviglio (per esempio, il valore immobiliare)
vanno riferiti a tratte (nello studio si pensa a 16 tratte)

Per quanto riguarda le fasi temporali, alcune di queste corrispondono a vere e
proprie alternative, nel senso che si puo pensare di realizzare una parte dell’opera e
poi lasciare in sospeso la parte rimanente a lungo termine o persino a tempo inde-
terminato nell’attesa che si verifichino le condizioni per completarla. Per esempio, le
alternative “virtuali” con pavimentazione e cartelloni si possono anche vedere come
una prima fase dell’apertura globale (vol. 2, pag.238). Da un lato, consentono di
ottenere un risultato parziale a basso costo e gestire gradualmente il risultato finale;
dall’altro, portano a costi complessivamente piu alti.

L’ipotesi di raddoppio del Naviglio con una tubazione sotterranea parallela (vol.
2, pag. 239) di per sé ovviamente costituisce un costo aggiuntivo, ma consente anche
di ottenere in tempi rapidi il vantaggio della continuita idraulica e di distribuire
eventualmente nel tempo i passi successivi, graduando la spesa.
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2.2.6 La definizione degli attori

La definizione degli attori ha luogo in modo simile a quanto descritto per la Me-
trotranvia di Como: si puo considerare il sindaco di Milano come decisore, ma si
devono tenere in considerazione attori come le societa di trasporto (principalmente
ATM, che gestisce quella autobus e tram; le linee ferroviarie non sono influenzate
dal progetto), le associazioni (ambientaliste e di categoria), i cittadini. Fra que-
sti ultimi, i proprietari di immobili lungo il percorso del canale potrebbero essere
trattati a parte.

2.2.7 1l processo di decisione

Il processo di valutazione e decisione dovrebbe seguire le stesse linee adottate per
la Metrotranvia di Como. Per prima cosa, si valuta il valore che ciascun indicatore
assume in corrispondenza ad ogni configurazione, cioe¢ ogni alternativa e scenario.
Questo comporta 'applicazione di opportuni modelli descrittivi. Ci si puo aspettare
che:

e le alternative “virtuali” siano particolarmente economiche e abbiano impatto
trascurabile sul traffico e 'inquinamento, ma non offrano alcun vantaggio dal
punto di vista della continuitd idraulica (a meno che siano accoppiate alla
costruzione di una tubatura sotterranea), della produzione di energia elettrica
e della gestione della falda, e un impatto ridotto sul turismo e il commercio;
I'impatto estetico ¢ piu difficile da valutare;

e le alternative “fisiche” siano nettamente piu costose, raggiungano gli obiettivi
desiderati per la continuita idraulica, la produzione di energia elettrica e la
gestione della falda, favoriscano turismo, commercio e valori immobiliari e
abbiano un buon impatto estetico.

E ancora che:

e le alternative che comportano un canale navigabile abbiano vantaggi turistici,
commerciali e di accessibilita, ma un costo piu alto perché richiedono di gestire
un sistema di chiuse per superare il dislivello fra le varie tratte (vedi vol. 2
pag. 8 nella documentazione del progetto);

e le alternative che comportano un canale non navigabile siano meno costose, ma
favoriscano meno 'accessibilita, il commercio e il turismo, anche se potrebbero
avere un impatto estetico migliore, dato che un canale navigabile richiede che
il livello dell’acqua sia abbastanza basso da lasciar passare i natanti sotto i
ponti e quindi riduce la visibilita dell’acqua dalle sponde.

Valutati tutti gli indicatori, si deve passare alla fase di aggregazione, nella quale
rientra la struttura preferenziale degli attori individuati. Questa fase puo avvenire
in molti modi, che verranno descritti nei capitoli seguenti, e dovrebbe concludersi
con un ordinamento delle alternative, o almeno con la scelta di una di esse, nonché
con informazioni sulla sensitivita di tale ordinamento o scelta.



Capitolo 3

Definizioni fondamentali e
problemi concettuali

Definizione 1 Un problema decisionale é definito dalla sestupla
P = (X7Q7F7f7D7H)
dove

X ¢ la regione ammissibile, cioe l'insieme delle possibili alternative, o solu-
zioni ammissibili;

Q ¢ lo spazio campionario, cioé l’'insieme dei possibili scenari o esiti;

F' ¢ lo spazio degli indicatori, cioé l’insieme dei possibili impatti;

o f: X xQ — F éla funzione impatto:
— ogni coppia (x,w) € X X Q descrive una configurazione del sistema sul
quale si intende prendere una decisione;

— la funzione f associa a ogni configurazione (x,w) del sistema un impatto
f(z,w) e F;

— tale impatto f (x,w) descrive tutte le caratteristiche della configurazione
(z,w) che sono rilevanti ai fini della decisione (costi, profitti, livelli di
qualita, ecc. .. );

e D ¢ l’insieme dei decisori, anche detti attori;

o I1: D — 2F%F ¢ wuna funzione che associa ad ogni decisore d € D un sot-
toinsieme di coppie di impatti, I1 (d) C F x F; tale sottoinsieme si interpreta
come una relazione binaria che rappresenta la preferenza del decisore d.

Lo scopo del problema ¢ individuare una soluzione z* € X o un sottoinsieme

di soluzioni X* C X che i decisori considerano soddisfacenti sulla base delle loro
preferenze fra gli impatti f (x*,w) per w € Q e gli altri impatti f € F.

3.1 Alternative

Le alternative descrivono formalmente gli eventi che sono sotto il controllo dei deci-
sori. Quindi, I'insieme X include tutte le scelte che sono possibili per i decisori, cioe
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compatibili con i vincoli fisici, economici, legali, organizzativi, ecc. . . del sistema. La
parola “alternativa” sottolinea il principio che bisogna applicare esattamente una
soluzione. Se e possibile combinarne diverse, si deve definire “alternativa” ciascuna
combinazione possibile.

Nel seguito, ipotizzeremo X C R", cioé descriveremo quantitativamente le
alternative come vettori (per convenzione, colonna) di n numeri reali:

T .
x=[T1,...,%n] conz; ERperi=1,...,n

Ciascuna componente z; dell’alternativa x si chiama elemento di alternativa o va-
riabile di decisione ed € una grandezza elementare che definisce un aspetto dell’al-
ternativa stessa.

L’ipotesi X C R"” ¢ in parte limitante perché

e esclude spazi X a dimensione infinita, dove le scelte a disposizione dei de-
cisori sarebbero vere e proprie funzioni dipendenti da un insieme infinito di
parametri (ad es., non consideriamo problemi di controllo ottimo).

D’altra parte questa ipotesi ammette problemi le cui soluzioni sono:

e famiglie di funzioni dipendenti da un numero finito di parametri (ad es., si
puo scegliere fra tutti i polinomi di grado <n — 1);

e descritte in termini qualitativi: basta assegnare alle variabili x; dei valori
numerici convenzionali in corrispondenza ai gradi della scala qualitativa (ad
es., da 1 a 10);

¢ banalmente enumerate: basta introdurre una variabile di decisione binaria per
ogni alternativa e imporre che esattamente una variabile sia pari a 1 (in questo
modo, 'alternativa i* corrisponde al vettore caratteristico x, con x; = 1 e
x; = 0 per ogni i # i*).

Si noti infatti che, per ora, la notazione ¢ puramente descrittiva, cioé non facciamo
calcoli con il vettore x.

Possiamo anche fare una classificazione dei problemi decisionali in base alla car-
dinalita di X, dividendoli in discreti o numerabili (cioé in corrispondenza biunivoca
con un sottoinsieme di N) e continui. I problemi discreti sono a loro volta divisibili
in infiniti e finiti. Per concludere, i problemi finiti si dicono combinatorici se la
loro cardinalita, benché finita, & esponenziale rispetto al numero di variabili di de-
cisione n. Questo avviene di solito quando le alternative si ottengono combinando
un numero finito di valori possibili per ciascuna delle variabili di decisione. Questa
classificazione ha influenza sui metodi usati per risolvere i problemi stessi: ogni
categoria infatti, avra i suoi metodi possibili, o quanto meno preferibili.

3.2 Scenari

Gli scenari descrivono formalmente gli eventi fuori dal controllo dei decisori, ma
con una ricaduta significativa sul sistema. Quindi, I'insieme ) definisce tutti gli
eventi incontrollabili che sono possibili nel sistema durante I'orizzonte temporale
che interessa la decisione e che impattano su di essa.

Gli scenari incorporano qualsiasi fonte di incertezza sul comportamento del
sistema:
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e fenomeni veramente esogeni che influenzano il sistema e sarebbero forse preve-
dibili se allargassimo i confini del sistema stesso (ad es., lanciando una moneta,
se conoscessimo alla perfezione ’andamento del vento, potremmo forse preve-
dere 'esito del lancio; I’andamento del vento pero € esterno al sistema moneta,
per cui lesito del lancio ricade nello scenario);

o effetti di una modellazione incompleta o parzialmente errata del sistema; in
tal caso, si parla spesso di disturbi (ad es., gestendo una valvola idraulica,
piccole perdite possono far passare dell’acqua anche quando la valvola ¢ chiusa;
queste perdite non sono esogene, ma vengono incorporate nello scenario per
consentire un modello semplificato di valvola perfetta).

Nel seguito, ipotizzeremo 2 C R", cioe descriveremo gli scenari quantitativa-
mente come vettori (colonna) di r numeri reali.

w:[wh...,wT]T conwg €ERperj=1,...,r

Ciascuna componente wy, dello scenario w si chiama elemento di scenario o variabile
esogena ed e una grandezza elementare che definisce un aspetto dello scenario stesso.

Vale quanto detto sopra per le alternative: questa ipotesi esclude scenari a
dimensioni infinite, ma ammette scenari descritti attraverso funzioni parametriche,
scale qualitative o semplici enumerazioni.

3.3 Impatti e funzione impatto

Gli impatti descrivono formalmente tutto cio che ¢ rilevante ai fini della decisione.
Ad esempio, se vogliamo regolare la temperatura di una stanza, possiamo decidere la
posizione del termostato (che ricade nelle alternative) e sappiamo che essa dipendera
anche dalla temperatura esterna (che ricade nello scenario), ma cid che interessa
al fini della decisione ¢ la temperatura interna della stanza. Questa costituisce
I'impatto, e dipende sia dalla posizione del termostato sia dalla temperatura esterna.

Poiché la decisione viene presa sulla base dell’impatto, configurazioni (z,w) e
(2',w’) con impatto identico (f (z,w) = f (¢/,w’)) sono assolutamente indistingui-
bili tra loro. E quindi fondamentale che il modello espliciti tutti gli elementi che
compongono l'impatto, per evitare di falsare la relazione di preferenza. Questo
sembra ovvio, ma in pratica succede di frequente che soluzioni giudicate soddisfa-
centi, quando realizzate in pratica, si rivelino poi mediocri perché alcuni elementi
dell’impatto non erano stati considerati nel modello. B il caso, ad esempio, delle
opere pubbliche bloccate da interventi legali oppure ostacolate dall’opinione pubbli-
ca: chi aveva modellato il processo decisionale non aveva considerato aspetti come
la reazione dei cittadini, che puo far parte integrante dell’impatto. Da un lato,
aggiungere elementi al modello lo rende pitt complicato e costoso da costruire (biso-
gna procurarsi i dati o mettersi in grado di prevederli) e da risolvere (le dimensioni
del modello crescono). Dall’altro, per‘o, un modello scorretto pud portare a una
decisione sbagliata, e costosa.

Nel seguito, ipotizzeremo F' C RP, cioe descriveremo gli impatti quantitativa-
mente come vettori (colonna) di p numeri reali.

F=1f1,. f)" confieRperli=1,...,p

con la solita avvertenza sugli impatti a dimensione infinita (esclusi da questa defini-
zione), e sugli impatti qualitativi o enumerati (compresi in essa). In alcuni casi sara
necessario fare riferimento ad alcune delle componenti dell’impatto, ma piu d’una.
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Per rendere la notazione piu scorrevole, indicheremo con P = {1,...,p} linsieme
dei loro indici.

Ciascuna componente f; € R dell’impatto f si chiama indicatore, o anche crite-
rio, attributo, obiettivo (in questi ultimi casi, si assume di solito che rappresentino
dei benefici o dei costi, e che quindi i decisori preferiscano impatti con valori piu alti
o piu bassi). Ogni indicatore & una grandezza elementare che definisce un aspetto
dell’impatto stesso. Dovrebbe essere comprensibile a ogni decisore, univoco (cioe
non mescolare aspetti diversi), non ridondante (cioé non ripetere quanto gia espres-
so da altri indicatori). Ogni indicatore dipende in modo calcolabile dall’alternativa
scelta e dallo scenario che si realizza attraverso la funzione f; = f; (z,w).

Contrariamente a tutte le altre definizioni presentate sinora, il termine “impatto”
non ¢ di uso comune in letteratura, ma e stato coniato appositamente per questo
corso, in modo da poter distinguere i singoli indicatori f; dalla loro combinazione
f, 1a dove questo si riveli utile.

Rappresentazioni dell’impatto nel caso finito

Nel caso finito si puo rappresentare la funzione impatto f con una matrice di valuta-
zione, in cui le righe sono associate alle configurazioni (z,w) e le colonne agli indica-
tori f;. Nell’esempio della Tabella [7.1] il problema ha due soluzioni (X = {z/,2"'})
e due scenari (Q = {w’,w”}), dunque quattro configurazioni elencate sulle righe.
Ha anche un impatto composto da p = 4 indicatori, riportati sulle colonne. Ogni
cella della matrice fornisce il valore dell’indicatore di colonna nella configurazione
di riga.

Sw | i fo fs fi s fs
@,o/) |10 5 40 20 24 180
(',w") 116 10 60 16 20 190
(m”,w’ 20 6 23 8 17 230

)
(z",w”) | 24 8 50 12 10 100

Tabella 3.1: Rappresentazione della funzione impatto per un problema finito con
due alternative, due scenari e sei indicatori attraverso la matrice di valutazione

Sempre nel caso finito, la funzione impatto f si puo anche rappresentare con
una rosa dei venti, cioé un grafico bidimensionale che ha un asse per ogni indicatore
f1 e rappresenta una configurazione (x,w) con un poligono a p vertici che unisce
i punti degli assi che corrispondono ai valori degli indicatori nella configurazione
stessa (vedi Figura . Si noti come ogni indicatore abbia la propria unita di
misura, indipendente dalle altre.

3.4 Decisori

Decisori sono tutti coloro che contribuiscono alla decisione. Nel caso di soggetti che
non contribuiscono direttamente alla decisione, ma esercitano comunque un ruolo
con le loro preferenze, si parla spesso di attori.

L’insieme dei decisori si intende come un semplice insieme finito D, senza ulte-
riori caratterizzazioni. In particolare, non € necessario supporre che sia immerso in
uno spazio euclideo come gli altri insiemi introdotti sinora.
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Figura 3.1: Rappresentazione della funzione impatto per un problema finito con
due alternative, due scenari e sei indicatori attraverso una rosa dei venti

Un aspetto che non appare esplicitamente dalla Definizione (1| ¢ la relazione fra
decisori e variabili di decisione. In effetti, questa relazione cambia a seconda del
problema:

e in alcuni problemi, ogni decisore ha il completo controllo su un sottoinsieme
delle variabili di decisione disgiunto da quelli controllati dagli altri;

e in altri casi, tutti i decisori controllano tutte le variabili di decisione, e devono
coordinarsi prima di definire i valori di queste ultime.

Ovviamente, si puo pensare a casi intermedi, anche se la loro trattazione in lette-
ratura ¢ estremamente rara (se mai sono stati trattati). Dal punto di vista della
notazione descrittiva, questa distinzione non ha molta importanza:

e nel caso di variabili gestite indipendentemente, in genere l'insieme delle solu-
zioni ammissibili si ottiene combinando con un prodotto cartesiano gli insiemi
ammissibili per i singoli decisori: X = X x ... x X x . x(PD,

e nel caso di variabili gestite in comune, in genere I'insieme delle soluzioni am-
missibili si ottiene intersecando quelli dei singoli decisori: X = XM n...N
X@n.. . xUpn,

In entrambi i casi, scenari e impatti funzionano come gia descritto, e le preferenze so-
no definite indipendentemente per ogni decisore come descritto in seguito. Saranno
invece molto diversi i metodi per affrontare e risolvere questi problemi.

3.5 Relazione di preferenza

Per ogni decisore, preferire limpatto f € F all’impatto f' € F significa conside-
rare accettabile la sostituzione di f' con f, cioe del secondo impatto con il primo.
Questo corrisponde a stabilire una relazione orientata fra coppie di impatti. Infat-
ti, la funzione IT : D — 2F*F associa ad ogni decisore d un sottoinsieme II (d) di
coppie ordinate di impatti, sottoinsieme che da ora in avanti chiameremo II; per
semplificare la notazione. Il significato di questa funzione & che:
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e per ogni coppia (f, f') € I il decisore d preferisce f a f’, cioe accetta di
scambiare il secondo impatto f’ con il primo impatto f;

e lelenco di tutte le coppie di P; descrive completamente le preferenze del
decisore d.

L’insieme II; si puo interpretare come una relazione binaria sull’insieme impat-
to F':
g ={(f,f') € F x F :d preferisce f a f'}

Nel confronto fra due impatti f e f’, se il decisore d preferisce f rispetto a f’, al
posto di scrivere (f, f') € Iy, si & soliti usare la notazioneﬂ

f=af

Nel seguito, ogni volta che vi sia un solo decisore oppure che si consideri un
decisore generico, e quindi ogni volta che si consideri una sola relazione di preferenza
anziché una famiglia dipendente da D, sopprimeremo per semplicita 'indice d,
scrivendo IT e < al posto di I1; e jdEI

Inoltre, data una relazione binaria II, definiamo

e relazione complemento II la relazione che lega tutte e sole le coppie non legate
daIl: IT = (F x F) \ II e anziché (f1, f2) € II si usa scrivere fi £ fo

o relazione inversa II7! la relazione che inverte tutte e sole le coppie legate
da IL: I7t = {(f1, f2) € F x F : (fa, f1) € I}; anziché (f1, fo) € [T si usa
scrivere f1 = fo

3.5.1 Rappresentazioni della preferenza nel caso finito

Se I'insieme degli impatti F' e finito, si puo rappresentare una generica relazione di
preferenza II con una matrice di incidenza di |F| righe e colonne (una per ciascun
impatto), il cui elemento (f, f’) sia pari a 1 quando f < f’, a 0 altrimenti. La
Tabella rappresenta una relazione di preferenza definita su uno spazio F' con
cinque impatti.

’ " 1" 1111

f f f £ f
fF 11t o 1 1 1
flo 1 1 1 1
10 o 1 1 1
10 0o 0o 1 0
10 o 1 1 1

Tabella 3.2: Matrice di incidenza per una relazione di preferenza II su uno spazio
con cinque impatti

Alternativamente, una relazione di preferenza su uno spazio finito si puo rap-
presentare con un grafo orientato G = (F,II), i cui nodi corrispondono agli impatti,
mentre gli archi corrispondono alle coppie che appartengono alla relazione stessa. La

Figura|3.2|riporta il grafo associato alla stessa relazione di preferenza rappresentata
nella Tabella [3.21

11 testi di economia a volte usano f >4 f’, perché tendono a pensare un impatto come un
profitto. Stiamo adottando l’'interpretazione opposta. Ovviamente, la scelta € del tutto arbitraria.

2Indicando con II una generica relazione II; C F' X F non si faccia confusione con la funzione
II: D — 2F*F. Quale dei due significati attribuire al simbolo II dovrebbe essere chiaro dal
contesto. L’uso del medesimo simbolo ¢ giustificato dal fatto che abbiamo definito ITg = II(d).
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Figura 3.2: Grafo associato ad una relazione di preferenza IT su uno spazio con
cinque impatti
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3.5.2 Relazioni derivate

Data una relazione di preferenza II, si possono derivare altre tre relazioni con un
significato interessante:

1. Vindifferenza Indy = NI~ = {(f,f) e Fx F: f < f,f =< f} raccoglie
le coppie di impatti che il decisore accetta di scambiare in entrambi i versi;
quando (f, f') € Indy, pitt semplicemente scriveremo che f ~ f;

2. la preferenza stretta: Strp = INII~1 =11\ I~ = {(f, f/) EFxXF:f=
f/, f/ £ [} raccoglie le coppie di impatti che il decisore accetta di scambiare
solo nel verso indicato; quando (f, f') € Strpy, pitt semplicemente scriveremo
che f < f';

3. Vincomparabilita Tncy = TN = {(f,f) e FxF: f £ f,f 4
raccoglie le coppie di impatti che il decisore non accetta di scambiare in alcun
verso; quando (f, f’) € Incyy, pitt semplicemente scriveremo che f < f .

Che cosa rappresentino indifferenza e preferenza stretta ¢ abbastanza ovvio. L’in-
comparabilitd modella le situazioni in cui il decisore non ¢ indifferente fra due im-
patti, ma e incapace o non disposto a scegliere fra loro: se gli si propone uno scambio
lo rifiuta, ma rifiuta anche lo scambio opposto. Esempi tipici in letteratura sono
quelli della scelta fra uccidere un animale e distruggere un capolavoro d’arte oppure
fra uccidere una persona o un’altra.

Nel caso della relazione rappresentata nella Figura [3.2] l'indifferenza lega gli
impatti f” e f”” e ogni impatto a se stesso, la preferenza stretta lega le altre coppie
fra le quali esisteva una preferenza nella relazione originale, I'incomparabilita lega
gli impatti f e f/. Le tre relazioni derivate sono rappresentate nelle tre parti della
Figura|3.3]

Per ogni coppia di impatti (f, f'), possono quindi valere quattro casi alternativi:

1. f < f': [ & strettamente preferibile a f/;

2. f' < f: f' & strettamente preferibile a f;
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Figura 3.3: Grafi associati alle relazioni di indifferenza (a sinistra), preferenza
stretta (al centro) e incomparabilitd derivate dalla relazione di preferenza della

Figura [3.2]

3. f~ [ fe f sono indifferenti;
4. fa f': f e f’ sono incomparabili.

Quindi, la preferenza stretta, 'inverso della preferenza stretta, I'indifferenza e 1'in-
comparabilita formano una partizione di F' x F. Analogamente, preferenza stretta
e indifferenza formano una partizione della preferenza originale. Questo si puo
facilmente verificare confrontando le tre parti della Figura [3.2] con la Figura [3.3]

Merita un accenno il fatto che diversi testi adottano un’assiomatica alternativa,
ma equivalente a quella appena presentata. Invece di partire da una relazione
intepretata come preferenza e derivarne altre tre, si puo partire da una coppia di
relazioni (sottoinsiemi di F' x F) fra loro disgiunte, interpretarle come preferenza
stretta e indifferenza, e ricavarne le due relazioni mancanti: la preferenza (che in
questo caso si definisce debole) sara I'unione di preferenza stretta e indifferenza,
mentre I'incomparabilita sara 'insieme delle coppie che non appartengono né alla
preferenza né al suo inverso.

3.5.3 Proprieta della relazione di preferenza

Fino a questo punto, una relazione di preferenza ¢ una generica relazione binaria
su F, cioé una generica collezione di sottoinsiemi estratti da F' x F'. Non tutte le
relazioni binarie, pero, esprimono relazioni di preferenza sensate per un decisore.
Idealmente, si vorrebbe che la relazione di preferenza fosse:

e realistica, cioe modellasse correttamente le intenzioni del decisore;
e cfficace, cioe consentisse algoritmi che portino a una scelta soddisfacente.

Abbastanza sorprendentemente, le due esigenze di realisticita ed efficacia tendono
spesso a confliggere.

Cio non toglie che entrambe le esigenze richiedano opportune proprieta aggiun-
tive alla relazione di preferenza, oltre al fatto banale di essere binaria. Esiste una
certa liberta nella scelta di quali proprieta imporre, e molte di loro pongono pro-
blemi concettuali di grande rilevanza. In ultima analisi, la scelta del modello di
preferenza va motivata sulla base degli scopi del modello stesso. Cominciamo a
introdurre alcune possibili proprieta e poi discutiamo dei problemi concettuali o
tecnici che esse comportano.

Una relazione binaria II su un insieme F' e:
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e riflessiva quando I C II, dove I e la relazione di identita, ovvero f =< f per
ogni f € F: ogni impatto ¢ preferibile a se stesso (debolmente, cioe in realta
¢ indifferente);

o antisimmetrica quando IINII~! C I, ovvero f =< f/ e f/ < f=f= f/
per ogni f,f € F: due impatti sono indifferenti fra loro solo quando sono
esattamente identici;

e completa quando ITUII™! = F x F, ovvero f A f/ = f/ =< f per ogni
f,f € F: dati due impatti, uno dei due ¢ sicuramente preferibile all’altro (al
limite, sono indifferenti);

e transitiva quando f = f/ e f/ = f” = f = f” per ogni f, fl,f” € F: se un
impatto & preferibile a un altro e questo a un terzo, il primo & preferibile al
terzo;

o simmetrica quando f =<y f/ = f/ = f per ogni f, f, € F; in generale una
relazione di preferenza non gode di questa proprieta (anzi, la preferenza forte
& asimmetrica: f < f = f £ f per ogni f,f € F), ma la menzioniamo
perché ne godono le relazioni derivate di indifferenza e di incomparabilita ne
godono, per la loro stessa definizione.

Riflessivita In genere si considera pacifico che una relazione di preferenza debba
essere riflessiva: non avrebbe senso considerare un decisore incapace di paragonare
un impatto con se stesso. Di conseguenza, I'indifferenza & sempre riflessiva, mentre
I'incomparabilita e la preferenza stretta non lo sono mai, cioé sono irriflessive.

Antisimmetria L’antisimmetria ¢ invece una condizione piuttosto forte: impone
che si possa essere indifferenti solo nel caso di impatti perfettamente identici. Il
modello di preferenza proposto da Pareto accetta questa ipotesi (vedi Capitolo @,
mentre altri la rifiutano.

Completezza La completezza & anch’essa una condizione piuttosto forte: esclude
I'incomparabilita, cioé richiede al decisore di avere sempre una preferenza fra due
impatti (eventualmente, indifferenza). Il decisore & quindi in grado di mettere in fila
gli impatti dal migliore al peggiore, eventualmente con degli ex-aequo. Un esempio
tipico sono le classifiche dei campionati sportivi. I classici modelli di preferenza
basati sull’uso di funzioni obiettivo accettano implicitamente questa ipotesi, mentre
altri la rifiutano.

Transitivitad Se la preferenza ¢ transitiva, lo sono anche per definizione le re-
lazioni derivate di preferenza stretta e indifferenza. La transitivita & la proprieta
piu delicata e discussa in assoluto: alcuni la considerano imprescindibile, tanto da
vederla come un sinonimo di razionalita, mentre altri la contestano. Diversi autori
cercano di mostrare con esperimenti mentali la tesi che non si possano risolvere
problemi decisionali in maniera sensata senza richiedere preferenze transitive. Gli
autori critici cercano di smontare le implicazioni tratte da tali esperimenti e di mo-
strare sperimentalmente che le preferenze espresse nel mondo reale spesso non sono
transitive. Discuteremo questo punto in dettaglio nel seguito.

3.5.4 Relazioni di preferenza piu comuni

Le relazioni di preferenza usate pitt comunemente sono:
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e relazioni di preordine: godono delle proprieta riflessiva e transitiva;

e relazioni di ordine parziale: godono delle proprieta riflessiva, transitiva e
antisimmetrica;

e relazioni di ordine debole: godono delle proprieta riflessiva, transitiva e di
completezza;

e relazioni di ordine totale: godono delle proprieta riflessiva, transitiva, anti-
simmetrica e di completezza.

Gli ordini totali combinano le proprieta di quelli parziali e deboli, e quindi in
essi il decisore ¢ in grado di mettere in fila gli impatti dal migliore al peggiore senza
ex-aequo. Un esempio tipico sono i numeri reali.

Per quanto rigurda le relazioni derivate, qualora la preferenza sia riflessiva e
transitiva, l'indifferenza risulta riflessiva, transitiva e simmetrica, ed & quindi una
relazione di equivalenza, cioe partiziona l'insieme degli impatti F' in classi, ognuna
delle quali contiene impatti tutti fra loro indifferenti.

3.5.5 Problemi critici sull’ipotesi di transitivita

Merita una discussione approfondita l'ipotesi di transitivita. La transitivita e la
condizione richiesta pill spesso a una relazione di preferenza, spesso interpretata
come un sinonimo di razionalita. Secondo i sostenitori di questa tesi, negare la
transitivita produce effetti paradossali.

Per prima cosa, mostriamo con un esempio che cosa voglia dire negare la transiti-
vita. Supponiamo che un decisore, posto di fronte alla scelta fra A e B (un’albicocca
e una banana, ad esempio), affermi di preferire A e, posto di fronte alla scelta fra
B e C (una banana e una noce di cocco, ad esempio), affermi di preferire B. Un
decisore transitivo dovrebbe necessariamente preferire A a C'. Un ipotetico decisore
non transitivo, invece, potrebbe affermare di non saper scegliere tra A e C' (I’al-
bicocca e la noce di cocco), se non addirittura di preferire strettamente C' ad A.
Consideriamo i due casi e le loro conseguenze paradossali.

1) Incomparabilita contraddetta da catene di scambi Se il decisore afferma
di preferire A a B e B a C, ma di non saper scegliere tra A e C, si puo facilmen-
te indurlo a cedere C' (la noce di cocco) in cambio di A (l'albicocca) attraverso
una catena di due scambi che usa come passaggio intermedio proprio B (la ba-
nana). Questo suggerisce che, in realtd, il decisore sia in grado di scegliere fra le
due opzioni, nonostante abbia affermato di non esserlo. Secondo i proponenti, que-
sto esperimento mentale dimostrerebbe che questo genere di intransitivita € poco
convincente.

2) Money pump Se invece il decisore afferma di preferire A a B e B a C, e di
preferire strettamente C' ad A, si potrebbe portarlo ad accettare una catena ciclica
di scambi spillandogli anche del denaro. Gli si darebbe B al posto di C, poi A
al posto di B e infine, sfruttando la preferenza stretta, C al posto di A piu una
somma di denaro sufficientemente piccola da non ribaltare la preferenza. A questo
punto, il decisore sarebbe tornato al punto di partenza (la noce di cocco C) avendo
perso denaro per niente. Questa ¢ quella che gli economisti chiamano money pump.
Questo esperimento mentale presenta diversi punti da analizzare a fondo. Infatti,
introduce il concetto di denaro, cioe complica I'impatto a comprendere un elemento,
o indicatore, aggiuntivo. Inoltre, assume che il denaro sia frazionabile in quantita
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abbastanza piccole da garantire che ’aggiunta di una tale quantita di denaro a uno
degli impatti confrontati non modifichi il segno della preferenza stretta fra loro.
Sono tutte ipotesi da valutare attentamente.

I sostenitori della possibilita di usare preferenze non transitive propongono da
un lato esperimenti mentali alternativi per dar loro un’interpretazione ragionevole,
dall’altro esperimenti pratici che mostrano come gli esseri umani si comportino in
modo non transitivo.

1) L’influenza del tempo Le diverse scelte che costituiscono la relazione di pre-
ferenza vengono sempre intese come atemporali, ovvero fissate una volta per tutte.
In realta, una decisione spesso consiste di piu scelte elementari eseguite in istanti
diversi; e possibile che la preferenza cambi nel tempo, dando luogo a violazioni del-
la transitivita. Ad esempio, magari oggi il decisore preferisce A a B, domani B a
C e dopodomani preferisce C ad A. Questo rende il ciclo della money pump non
solo possibile, ma verosimile, tanto da stare alla base di attivita finanziarie, come
il mercato valutario. Queste violazioni della transitivita si potrebbero sistemare in
un modello transitivo assegnando agli impatti anche un indice temporale, e definen-
do la relazione di preferenza sugli impatti estesi, cioe sulle coppie impatto-tempo.
Questo pero complica moltissimo il modello della preferenza. Siccome lo scopo del
modello e aiutare a prendere decisioni, usare un modello molto complesso non ¢ in
genere desiderabile.

2) Capacita discriminatoria limitata Il decisore non ¢ effettivamente in grado
di distinguere perfettamente tra loro gli impatti. Esistono impatti estremamente
simili fra i quali il decisore e indifferente perché incapace di distinguerli. Tuttavia,
una catena di tali impatti puo legare fra loro impatti molto diversi. Ad esempio,
ammettiamo che il decisore preferisca il caffé amaro. Posto di fronte a una tazzina
con n granelli di zucchero e ad una con n+1 granelli di zucchero, il decisore potrebbe
pero essere incapace di distinguerle, e quindi considerarle indifferenti. Attraverso
una catena di tazzine con un numero lentamente crescente di granelli di zucchero,
si puo arrivare a dimostrare per transitivita che egli ¢ indifferente fra un caffé
molto amaro e uno molto dolce. In breve, o si assume una capacita infinita di
discriminazione (che & illusoria) oppure si rinuncia alla transitivita della preferenza.

3.5.6 Gli effetti di contesto, o framingf]|

Quel che e peggio, il modo in cui gli impatti sono presentati puo influire pesan-
temente sulle preferenze espresse dai decisori, anche nel caso di impatti del tutto
identici.

In un celebre esperimento di psicologia, si chiese a un campione di persone di
immedesimarsi nel ministro della sanita di un paese in cui ¢ scoppiata un’epidemia
e valutare gli impatti di tre possibili alternative:

1. non fare nulla, lasciando morire 600 persone (impatto f);

2. realizzare il programma A, salvando tutti con probabilitd 1/3 e nessuno con
probabilita 2/3 (impatto f);

3. realizzare il programma B, salvando 200 persone (impatto f”).

*Questa sezione € un approfondimento con argomenti avanzati che non fanno parte del
programma.
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La maggioranza del campione scelse il programma B, mostrando di preferire il rela-
tivo impatto. E vero che statisticamente I'impatto atteso ¢ lo stesso del programma
A, ma affidarsi al gioco delle probabilita non ¢ la stessa cosa che puntare su una cer-
tezza, per cui e ragionevole che alcuni decisori possano avere una preferenza stretta
del tipo f// =< f/ Si chiese quindi a un altro campione di decisori, considerato
equivalente al primo, di valutare gli impatti delle tre seguenti alternative:

1. non fare nulla, lasciando morire 600 persone (impatto f);

2. realizzare il programma A, salvando tutti con probabilitd 1/3 e nessuno con
probabilitd 2/3 (impatto f);

3. realizzare il programma B, lasciando morire 400 persone (impatto f ).

Non e chi non veda che le tre alternative proposte ai due campioni sono identiche,
’ . "o .

ma che f e f sono descritte con le stesse parole, mentre f & descritta con parole

diverse (“lasciar morire” invece che “salvare”). La maggioranza del secondo cam-
. . N ’ " N

pione scelse il programma A, cioe espresse la preferenza f < f . Il contesto, cioe

I'idea di “salvare”, piuttosto che di “lasciar morire”, persone con certezza cambia

la percezione degli impatti.

3.5.7 Modelli della preferenza: fedeli o efficaci?

A questo punto, possiamo tirare qualche somma sul problema di scegliere un mo-
dello per la preferenza dei decisori. La scelta della relazione di preferenza dipende
in larga misura dallo scopo del modello stesso. L’esigenza di avere una descrizione
realistica delle preferenze del decisore spinge verso I'idea di un modello fedele, men-
tre l'esigenza di avere una descrizione efficace per arrivare a una scelta utile spinge
verso l'idea di un modello efficace, che vincola la liberta del decisore per “insegnar-
gli” a prendere una decisione buona. Secondo i casi, sara preferibile privilegiare uno
o l'altro approccio, ma in generale i due estremi sono entrambi pericolosi.

3 Anche la preferenza opposta & ragionevole, solo & meno comune. Ne riparleremo affrontando
le decisioni in condizioni di rischio. Ora 'aspetto probabilistico & irrilevante per 1’esperimento e
serve solo a occultarne ’aspetto fondamentale
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3.6 Esercizi

Esercizio 1

Dato un problema decisionale con insieme di impatti F' = {a,b,c,d,e, f} e re-
lazione di preferenza II = {(a,a), (a,b), (a,c), (a,d), (b,b), (b,c), (b,d), (c,b), (c,c),
(c;d), (d,d), (e, b), (e;c), (e, d), (e,e), (f,b), (f,¢), (f,d), (f, )}

a) si elenchino le proprieta di cui II gode;

b) si riconosca se IT & una relazione d’ordine di qualche tipo;

c) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indp, di preferenza stretta
Stryp e di incomparabilita Incyy.

Soluzione

La Figura riporta il grafo che representa la relazione II.

Figura 3.4: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta dall’Esercizio 1

Dal grafo & evidente che II ¢ riflessiva (tutti gli impatti hanno un autoanello).
Non ¢ antisimmetrica, perché gli impatti b e ¢ sono indifferenti, ma non identici. Non
& completa, perché gli impatti a, e e f sono incomparabili. E transitiva, perché ogni
terna di impatti con una coppia di preferenze deboli corresponde a una preferenza
debole fra i due impatti estremi. Di conseguenza, IT &€ un preordine.

Le relazioni derivate sono:

e Indp = {(a, a), (bv b)a (Cv C)» (d’ d)v (67 6)’ (fv f)a (bv C)v (Ca b)}
o Strpp = {(a; b)7 (a, C), (a7d)7 (bv d)v (Ca d)a (6, b)v (6, C)? (evd)v (fv b)a (fa C)a (fa d)}
o Incn = {(a,¢), (a, f), (e, a), (e, f), (f,a), (f,e)}

Esercizio 2

Dato un problema decisionale con insieme di impatti F' = {a, b, ¢, d, e} e relazione di
preferenza Il = {(a, a), (a,b), (a,d), (a,e), (b,b), (¢,a), (c,b), (¢, ), (¢,d), (¢, e),(d,b), (d,d), (e, a),
(e,0), (e, d), (e, )}

a) si elenchino le proprieta di cui II gode;

b) si riconosca se II & una relazione d’ordine di qualche tipo e che cosa questo
consenta di assumere riguardo il problema decisionale;
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c) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indp, di preferenza stretta
Strrr e di incomparabilita Incyy.

Soluzione

La Figura [3.5| riporta il grafo che representa la relazione II.

Figura 3.5: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta dall’Esercizio 2

Dal grafo & evidente che II ¢ riflessiva (tutti gli impatti hanno un autoanello).
Non & antisimmetrica, perché gli impatti a ed e sono indifferenti, ma non identici.
E completa, perché non ci sono impatti incomparabili. E transitiva, perché ogni
terna di impatti con una coppia di preferenze deboli corresponde a una preferenza
debole fra i due impatti estremi. Di conseguenza, IT &€ un ordine debole.

Le relazioni derivate sono:

e Indy = {(a,a), (a,e), (b,b),(c,c),(d,d),(e,a), (e, e)}
° StrH = {(a’ b)7 (a" d)’ (67 a)’ (C’ b)’ (C’ d)’ (07 6)7 (d7 b)? (e’ b)7 (e’ d)}

o Incp =0

Esercizio 3

Dato un problema decisionale con insieme di impatti F' = {a, b, ¢, d, e} e relazione di
preferenza II = {(a,a), (a,b), (a,c¢), (a,d), (a,e), (b,b), (b, c), (b,d), (b, €), (c,b), (¢, c),
(c;d), (c.e), (d,d), (e, e)}

a) si elenchino le proprieta di cui II gode;

b) si riconosca se II & una relazione d’ordine di qualche tipo e che cosa questo
consenta di assumere riguardo il problema decisionale;

¢) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indp, di preferenza stretta
Stryp e di incomparabilita Incr.

Soluzione

La Figura[3.6] riporta il grafo che representa la relazione II.

Dal grafo & evidente che II ¢ riflessiva (tutti gli impatti hanno un autoanello).
Non ¢ antisimmetrica, perché gli impatti b e ¢ sono indifferenti, ma non identici. E
completa, perché non ci sono impatti incomparabili. E transitiva, perché ogni terna
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Figura 3.6: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta dall’Esercizio 3

di impatti con una coppia di preferenze deboli corresponde a una preferenza debole
fra i due impatti estremi. Di conseguenza, I &€ un preordine.

Le relazioni derivate sono:

e Ind = {(a,a), (b,b), (c,c),(d,d), (e,e), (b,c), (c,b)}
[ Stl"H = {(aa b)v (a’ C)v (av d)’ (aa 6)7 (b’ d)7 (b’ e)’ (C’ d)7 (C’ e)}
o Incp = {(d, 6)7 (6, d)}

Esercizio 4

Dato un problema decisionale con insieme di impatti F' = {a, b, ¢, d, e} e relazione di
preferenza Il = {(a, a), (a,b), (a,c), (b,b), (b, ¢), (d,d), (e, a), (e,b), (e, ), (e,d), (e, e)}:

a) si elenchino le proprieta di cui II gode;

b) si riconosca se II & una relazione d’ordine di qualche tipo e che cosa questo
consenta di assumere riguardo il problema decisionale;

¢) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indy, di preferenza stretta
Stryp e di incomparabilita Incr.

Soluzione

La Figura riporta il grafo che representa la relazione II.

Dal grafo e evidente che II non e riflessiva, perché I'impatto ¢ non ha autoanel-
lo. E antisimmetrica, perché ogni impatto e indifferente solo a s’e stesso. Non &
completa, perché non gli impatti a, d ed e sono incomparabili e gli impatti b e ¢
sono incomparabili. E transitiva, perché ogni terna di impatti con una coppia di
preferenze deboli corresponde a una preferenza debole fra i due impatti estremi. Di
conseguenza, I non e un ordine di alcun genere, anche se sarebbe un ordine parziale
qualora si aggiungesse l'autoanello sull’impatto c.

Le relazioni derivate sono:

e Indy = {(a,a), (b,b),(d,d), (e, e)}

e Stryp = {(a,b), (a,c), (b,¢), (e,a), (e, b), (e, c), (e,d)}
e Inc = {(a,d), (b,d), (¢, ), (¢,d), (d,a),(d,b),(d,c)}
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©

Figura 3.7: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta dall’Esercizio 4

Esercizio 5

Dato un problema decisionale con la relazione di preferenza II descritta dalla se-
guente tabella:

o 0 oo|H
OO O = —Q
co o~ ol
= O = O 0
O~ K~ = Ol
_= O = = OO0

a) si elenchino le proprieta di cui II gode;

b) si riconosca se II & una relazione d’ordine di qualche tipo e che cosa questo
consenta di assumere riguardo il problema decisionale;

c) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indp, di preferenza stretta
Stryp e di incomparabilita Incyy.

Soluzione

La Figura[3.8| riporta il grafo che representa la relazione II.

G

o

Figura 3.8: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta dall’Esercizio 5

Dal grafo & evidente che II ¢ riflessiva (tutti gli impatti hanno un autoanello).
Non & antisimmetrica, perché gli impatti ¢ ed e sono indifferenti, ma non identici.
Non & completa, perché gli impatti a, d ed e sono incomparabili. Non & transitiva,
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perché (fra altre triplette) le preferenze deboli (b,a) e (a,c) valgono, mentre (b, c)
non vale. Di conseguenza, IT non € un ordine di alcun genere.

Le relazioni derivate sono:

e Indpg = {(a, a), (b, b), (C, C), (d, d)v (67 6)7 (Ca 6), (6, C)}
o Str = {(a,c), (a,d), (a,e), (b,a), (b,d), (b,e), (c,d)}
e Incy = {(b,¢),(c,b),(d,e),(e,d)}

Esercizio 6

Dato un problema decisionale con insieme di impatti F' = {a,b, ¢, d, e} e relazione di
preferenza Il = {(a, a), (a,b), (a,c), (a,e), (b,b), (b,d), (b, ), (c,b), (¢, c), (c,d), (¢, e), (d,a), (d,d),
(d,e), (e, e)}:

a) si elenchino le proprieta di cui IT gode;

b) si riconosca se II & una relazione d’ordine di qualche tipo e che cosa questo
consenta di assumere riguardo il problema decisionale;

c) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indp, di preferenza stretta
Strrr e di incomparabilita Incr.
Soluzione

La Figura[3.9| riporta il grafo che representa la relazione II.

Figura 3.9: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta dall’Esercizio 6

Dal grafo e evidente che II ¢ riflessiva (tutti gli impatti hanno un autoanello).
E antisimmetrica, perché ogni impatto ¢ indifferente solo a sé stesso. E completa,
perché non ci sono impatti incomparabili. Non & transitiva, perché le preferenze
(a,c), (¢,d) e (d,a) formano un circuito di preferenze strette, mentre (a,d) non
vale. Di conseguenza, II non ¢ un ordine di alcun genere.

Le relazioni derivate sono:

e Indpy = {(CL, a)7 (b, b)a (C, 6)7 (d7 d)v (6, 6)}
e Strp = {(a,b), (a,c), (a,e), (b,d), (b,e), (¢, b),(c,d), (c,e),(d,a),(d,e)}

[} IDCH :@
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Esercizio 7

Dato un problema decisionale con insieme di impatti F' = {a, b, ¢, d, e} e relazione di
preferenza IT = {(a, a), (b, a), (b, ), (b, ¢), (b,d), (¢, a), (¢, c), (¢c,d), (d,a), (d,d), (e,a), (e,b), (e, c),
(e,d), (e,e)}:

a) si elenchino le proprieta di cui II gode;

b) si riconosca se II & una relazione d’ordine di qualche tipo e che cosa questo
consenta di assumere riguardo il problema decisionale;

c) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indp, di preferenza stretta
Strp e di incomparabilita Incyy.

Soluzione

La Figura[3.10] riporta il grafo che representa la relazione II.

B

Figura 3.10: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta
dall’Esercizio 7

Dal grafo & evidente che II & riflessiva (tutti gli impatti hanno un autoanello).
E antisimmetrica, perché ogni impatto e indifferente solo a sé stesso. E completa,
perché non ci sono impatti incomparabili. E transitiva, perché ogni terna di impatti
con una coppia di preferenze deboli corresponde a una preferenza debole fra i due
impatti estremi. Di conseguenza, IT ¢ un ordine totale.

Le relazioni derivate sono:
e Indy = {(a, a), (b, b)a (Cv C)’ (d’ d)v (6, 6)}
o Str = {(b,a), (b,¢), (b, d), (c,a), (¢, d), (d,a), (e, a), (e, ]), (e, c), (e,d) }

o Incy=10

Esercizio 8

Dato un problema decisionale con insieme di impatti F' = {a, b, c,d, e} e relazione
di preferenza II = {(a, a), (b,b), (¢, a), (¢,b), (¢, ¢), (d,a), (d,b), (d,d), (d,e), (e,e)}:

a) si elenchino le proprieta di cui IT gode;

b) si riconosca se II & una relazione d’ordine di qualche tipo e che cosa questo
consenta di assumere riguardo il problema decisionale;

c) si costruiscano le relazioni derivate di indifferenza Indp, di preferenza stretta
Strpp e di incomparabilita Incyy.
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Soluzione

La Figura|3.11| riporta il grafo che representa la relazione II.

@
@
DN o
e’

©

Figura 3.11: Grafo che rappresenta la relazione di preferenza proposta
dall’Esercizio 8

Dal grafo ¢ evidente che II & riflessiva (tutti gli impatti hanno un autoanello). E
antisimmetrica, perché ogni impatto € indifferente solo a s’e stesso. Non €& completa,
perché gli impatti a, b ed e sono incomparabili, ¢ e d sono incomparabili, ¢ ed e
sono incomparabili. E transitiva? La transitivita richiede che ogni terna di impatti
con una coppia di preferenze deboli corrisponda a una preferenza debole fra gli
impatti estremi. Poiché non ci sono terne del genere, questa proprieta e verificata.
Di conseguenza, II € un ordine parziale.

Le relazioni derivate sono:

e Indy = {(a,a), (b,b),(c,c),(d,d), (e,e)}
e Strp = {(¢, a), (¢, b),(d,a), (d,b),(d,e)}
e Incy = {(a,b), (a,e), (b,a), (b, e),(c,d), (c,e),(d,c), (e,a), (e, b), (e,c)}
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Capitolo 4

Preferenze strutturate

In questo capitolo cominciamo a descrivere come i concetti introdotti nel precedente
possono essere applicati alla scelta di una soluzione per un problema di decisione.
Conideriamo il caso particolare di un problema con un solo scenario (quindi deter-
ministico) e un solo decisore: |Q2] = |D| = 1. In aggiunta, richiediamo anche che la
relazione di preferenza dell’unico decisore sia un ordine debole (riflessiva, transitiva
e completa). Per prima cosa mostreremo che le prime due condizioni consentono
di introdurre una definizione ben posta delle soluzioni che possono essere giusti-
ficatamente scelte, a che la terza migliora ulteriormente consentendo la scelta di
una sola soluzione. Poi, discuteremo la relazione fra i problemi di decisione con
tutte e tre le condizioni e i classici problemi di ottimizzazione. Tratteremo alcuni
modelli di preferenza che ricadono nell’insieme degli ordini deboli. Questi model-
li fanno ipotesi molto strette sulla preferenza del decisore. La sezione conclusiva
tratta invece il problema di ricostruire una funzione valore (ammesso che ne esista
una) dalla relazione di preferenza. La tecnica che presenta ha un notevole grado di
raffinatezza ed e la base della teoria economica classica, ma richiede anche ipotesi
piuttosto pesanti e un procedimento molto faticoso.

4.1 Dominanza fra soluzioni

Se il problema ha un solo scenario e un solo decisore (|Q| = |D| = 1), 'impatto
dipende solo dall’alternativa scelta (f : X — F) e la relazione di preferenza fra
impatti induce una relazione fra soluzioni: precisamente, una soluzione ne domina
un’altra quando I'impatto della prima e preferibile a quello della seconda.

r=1 & f(z) < f(a) x, 2’ € X

Definizione 2 Diremo soluzione dominata una soluzione x € X tale che 32’ € X :
f(z") < f (z), soluzione non dominata ogni altra soluzione. Infine, diremo X* C X
linsieme delle soluzioni non dominate.

Supponiamo ora che la preferenza IT sia una relazione di preordine, cioé riflessiva
e transitiva. Si puo dimostrare che la relazione che essa induce sulle soluzioni con-
serva queste proprieta. Osserviamo che anche la completezza si conserva passando
da IT alla relazione indotta su X, mentre la proprieta antisimmetrica (se valeva su
IT) potrebbe non conservarsi, perché lo stesso impatto puo derivare da soluzioni
diverse, e quindi due impatti indifferenti sono identici, ma due soluzioni differenti
non necessariamente sono identiche.

75
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B ragionevole pensare che, quando un impatto ammette altri impatti che gli
sono strettamente preferibili, tutte le soluzioni che lo generano si possano scartare,
limitando il problema alle soluzioni i cui impatti non ammettono impatti stretta-
mente preferibili. Nel caso di una preferenza debole, ovviamente, questo non vale,
perché non vogliamo che due soluzioni con impatti indifferenti si scartino I'un ’al-
tra (almeno una dovrebbe essere conservata). Quindi, un decisore razionale sceglie
sempre una soluzione non dominata.

Teorema 1 Se [insieme delle soluzioni ¢ finito e non vuoto (X # () e la relazione
di preferenza I1 & riflessiva e transitiva, linsieme delle soluzioni non dominate X*
€ non vuoto.

Questo e importante, perché garantisce che il problema ammetta soluzioni ragio-
nevoli. In alcuni casi X* conterra una sola soluzione oppure piu soluzioni fra loro
indifferenti, in altri casi invece conterra piu soluzioni fra loro incomparabili. In
generale, quindi, determinare I'insieme X* semplifica il problema, ma non lo risol-
ve completamente. Quando X e infinito, potrebbe avvenire che ogni soluzione ne
ammetta una che la domina strettamente, per cui quest’utile proprieta non sarebbe
piu verificata. Tuttavia, questo implicherebbe una catena infinita di soluzioni via
via sempre preferibili. Siccome in pratica, questo ¢ piuttosto improbabile, rima-
ne ragionevole restringere la ricerca alle soluzioni non dominate ogni volta che la
relazione di preferenza e riflessiva e transitiva.

Determinazione delle soluzioni non dominate

Se X e finito, si puo costruire il grafo delle preferenze strette, i cui nodi corrispondono
alle soluzioni, mentre gli archi corrispondono alle coppie di soluzioni i cui impatti
sono legati da una preferenza stretta. In questo grafo, non ci sono dunque coppie
indifferenti. Le soluzioni non dominate corrispondono ai nodi privi di archi entranti.
Per determinarle, basta scorrere gli archi, determinare il grado entrante di ciascun
nodo e individuare quelli con grado entrante nullo. Se la complessita di un confronto
fra impatti ¢ O () (non necessariamente costante, dato che gli impatti f (z) vanno
calcolati, e confrontati considerando tutte le loro componenti), la complessita totale
e O(v|X \2) Ovviamente, questa procedura non & possibile nel caso di problemi
infiniti e puo essere impraticabile nel caso di problemi combinatorici.

Esempio 5 Si supponga di dover compiere un viaggio e di dover scegliere quale
mezzo usare, avendo cinque alternative: X = {Treno, Pullman, Auto, Taxi, Aereo}
e la relazione di preferenza I1 = {(Aereo, Aereo) , (Aereo, Pullman) , (Aereo, Taxi) ,
(Auto, Auto) , (Auto, Pullman) , (Auto, Taxi) , (Auto, Treno), (Taxi, Taxi) , ( Treno, Taxi),
(Treno, Treno)}. Per definizione, la relazione di preferenza dovrebbe contenere cop-
pie di tmpatti, non di alternative, ma, se assumiamo che ogni alternativa abbia un
suo impatto diverso dagli altri, per semplicita possiamo indicare ogni impatto con
lo stesso mome dell’alternativa corrispondente. 1l grafo delle preferenze strette é
riportato in Figura[[.1}: ci sono due soluzioni non dominate, che formano l'insieme

X* = {Auto, Aereo}.

4.2 Ordini deboli e funzioni valore

Teorema 2 Se [insieme delle soluzioni é finito e non vuoto (X # () e la relazione
di preferenza I e riflessiva, transitiva e completa, linsieme delle soluzioni non
dominate X* € mon vuoto e consiste di soluzioni reciprocamente indifferenti.
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/ Taxi

Treno

Pullman

Auto

Aereo

Figura 4.1: Grafo delle preferenze strette per I’'Esempio

Questo consente di scegliere una qualsiasi di tali soluzioni come soluzione del-
I'intero problema. Questo ¢ un risultato molto confortante, dato che la principale
aspirazione di un decisore ¢ in realta di “fare la scelta giusta”. Per gli insiemi infiniti
vale la stessa osservazione fatta piu sopra.

Si e gia accennato al fatto che gli ordini deboli consentono di stabilire una clas-
sifica fra gli impatti, con possibili ex-aequo, come se ad ogni impatto fosse associato
un punteggio. Se esistesse effettivamente un punteggio per ogni impatto, la scel-
ta di un impatto buono corrisponderebbe alla scelta del punteggio piu alto o piu
basso, cioe alla massimizzazione di una funzione di utilitd oppure alla minimizza-
zione di una funzione di costo. Questo aprirebbe la strada all’uso degli algoritmi di
ottimizzazione per risolvere i problemi decisionali.

Per prima cosa verifichiamo che ’esistenza di un punteggio porta effettivamente
a godere delle proprieta degli ordini deboli. Quindi, ci chiederemo se valga anche
il contrario, cioe se qualsiasi decisore abbia come relazione di preferenza un ordine
debole si possa trattare come se attribuisse un punteggio a ogni impatto. Vedremo
che le cose sono un po’ piu complicate, ma non molto lontane da questa situazione.

Definizione 3 Una funzione valore ¢ una funzione v : F' — R che associa ad ogni
impatto un valore reale. Diciamo che v é conforme a una relazione di preferenza I1
quando

f2fevf)zo(f) perognif, f €F (4.1)

ovvero, equivalentemente
O={(f,fYeFxF:v(f)>v(f)}

Le funzioni valore vengono anche definite funzioni di utilita: la prima dizione & piu
matematica, la seconda pili economica.

E facile vedere che in questo caso le relazioni derivate di indifferenza e preferenza
stretta corrispondono all’'uguaglianza e alla differenza stretta fra i valori di v. Il
legame con i numeri reali garantito dall’esistenza di una funzione valore conforme
induce proprieta forti sulla relazione di preferenza.

Teorema 3 Se una relazione di preferenza ammette una funzione valore conforme,
allora la relazione & di ordine debole.

La dimostrazione & semplice, ed & un buon esercizio per verificare la propria com-
prensione: si tratta di mostrare che la preferenza gode della proprieta riflessiva
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(perché I contiene tutte le coppie (f, f) per ogni f € F), della proprieta transiti-
va (perché per ogni terna f, f/, f” € F tale che la relazione II contenga le coppie
(f, f/) e (f/, f”), essa contiene anche la coppia (f, f”)), e della proprieta di com-
pletezza (perché per ogni coppia (f, f,) non appartenente a II, la coppia (f', f) vi
appartiene).

Il fatto che una funzione valore induca un ordine debole ¢ interessante, ma non
particolarmente utile in pratica, dato che nei problemi decisionali complicati il deci-
sore non ha in mente fin dal principio una funzione valore. Al contrario, si intervista
il decisore per capire quali proprieta abbia la sua relazione di preferenza. E quasi
certo che sia riflessiva, probabile che sia transitiva. Se il decisore ha le idee chiare,
la preferenza potrebbe anche essere completa. In tale caso, sarebbe comodo poter-
ne dedurre che esiste una funzione valore conforme (anche se ancora sconosciuta),
perché il problema decisionale si potrebbe ricondurre alla massimizzazione della
funzione valore. Siccome questo non e sempre vero, ¢ importante capire quando lo

N

e.

4.2.1 Ordini deboli non riconducibili a una funzione valore

L’ordine lessicografico ¢ un esempio di relazione di ordine debole (anzi, totale) che
non ammette una funzione valore conforme. Consideriamo il caso piu semplice, cioe
quello bidimensionale: gli impatti sono vettori con due componenti reali (F' = R?)
e la preferenza ¢ definita come:

{fl]j{fi}@fﬁf{oppurefl:fiefﬁfé
f2 f2

cioe il decisore preferisce I'impatto con la prima componente minore, qualunque sia
il valore della seconda; in caso di parita (e solo allora), preferisce 'impatto con la
seconda componente minore. Si puo dimostrare che questa relazione non ammette
nessuna funzione v (f) che rispetti la condizione 7 cioe assegni ad ogni impatto
in F' un valore reale tale che la preferenza fra impatti corrisponda a una relazione
fra i valori della funzione.

A livello intuitivo, il motivo ¢ che l'ordine lessicografico richiede la totale in-
commensurabilita delle due componenti: nessun miglioramento della seconda puo
compensare un peggioramento anche minimo della prima. Una funzione valore che
dipenda da entrambe le componenti, invece, consentirebbe qualche forma di com-
pensazione fra loro. Vedremo che, se la prima componente non fosse continua,
ma procedesse per variazioni discrete, diventerebbe possibile costruire una funzione
valore conforme che rispetti questa incommensurabilita, dato che non esisterebbe-
ro variazioni della prima componente abbastanza piccole da essere compensate da
variazioni grandi della seconda.

4.2.2 Ordini deboli riconducibili a una funzione valord]

La maggior parte degli ordini deboli godono di condizioni tecniche aggiuntive che
consentono di costruire una funzione valore conforme. Per introdurre tali condizioni
occorre una definizione ausiliaria.

Definizione 4 Dato un insieme F' e una relazione d’ordine debole 11 su F', un
sottoinsieme F' C I' & denso in F' quando ogni coppia f, f' € F\F tale che f < f’
ammette un elemento f € F tale che f < f < f’.

IQuesta sezione & un approfondimento con argomenti avanzati che non fanno parte del
programma.
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In altre parole, un sottoinsieme e denso nell’insieme se per ogni coppia di elementi
dell’insieme contiene un elemento con preferenza intermedia.

Teorema 4 Una relazione I1 di ordine debole su F' ammette una funzione valore
conforme in F se e solo se esiste un sottoinsieme F C F numerabile e denso in F'.

L’idea intuitiva ¢ che sia possibile costruire una funzione valore a valori razionali
su F e poi estenderla su tutto F sfruttando la proprieta di densita, secondo la quale
ogni coppia di impatti in F ha un impatto intermedio che appartiene a F, e dunque
¢ valorizzabile.

Torniamo all’esempio dell’ordine lessicografico e studiamolo alla luce del concetto
di sottoinsieme denso e numerabile. Se F' = R2, nessun sottoinsieme F puod essere
contemporaneamente numerabile e denso in F'. Per assurdo, supponiamo che esista
un tale sottoinsieme F': la proiezione di F sull’asse f; @ un insieme di numeri reali
formato da tutte le prime componenti dei vettori di F. Siccome F & numerabile,
ogni suo elemento ha una proiezione e alcune di tali proiezioni possono coincidere,
I'insieme delle proiezioni & anch’esso numerabile. Cio significa che esistono infiniti
valori di f; che non appartengono all’insieme delle proiezioni. Scegliamo uno di
tali valori, fl, e scegliamo due valori reali qualsiasi, fg e fé Con questi valori
costruiamo i due impatti [f; fo]7 e [fi f3]T, che appartengono per definizione a
F\ F. Se F & denso, deve contenere un elemento intermedio fra i due impatti. Per
la definizione di ordine lessicografico, tutti gli impatti con preferenza compresa fra
questi devono avere una prima componente pari a f; e una seconda componente
compresa fra fg e fQ’ D’altra parte, per costruzione nessun impatto in F puo avere
prima componente pari a fl. La contraddizione porta a concludere che non esiste
un sottoinsieme numerabile e denso in F, e quindi non esiste su F una funzione
valore conforme.

Cambiando leggermente la definizione di F', questo diventa invece possibile. Sup-
poniamo che 'insieme degli impatti sia ' = N x R, cioe¢ che la prima componente
sia intera. In tal caso, € possibile costruire sottoinsiemi densi e numerabili di F',
e quindi trovare funzioni valore conformi all’ordine lessicografico. Un esempio ¢ la
funzione v (f1, f2) = f1 + tanh (f2) /2: il termine f; ha valori interi, mentre il ter-
mine tanh (f2) /2 traduce i valori reali di fo in valori compresi nell’intervallo aperto
(=1/2,+1/2).

Mobolteplicita delle funzioni valore conformi

L’esistenza di un modo per costruire una funzione valore conforme non significa
affatto che esista una sola funzione.

Teorema 5 Data una funzione wvalore v : F — R conforme a una relazione di
preferenza 11 su F', per qualsiasi funzione strettamente crescente ¢ : R — R la
funzione composta ¢ (v (+)) & anch’essa conforme a I1.

Quindi, se una relazione di ordine debole ammette una funzione valore confor-
me, ne ammette infinite fra loro equivalenti, che associano valori diversi agli stessi
impatti, ma ordinati allo stesso modo. La Tabella [£.3] riporta due funzioni valore
conformi alla preferenza descritta nell’Esempio [5} la prima ¢ il conto di Borda,
mentre la seconda e del tutto indipendente, ma corrisponde alla stessa relazione di
preferenza, allo stesso grafo (quello di Figura e allo stesso ordinamento delle
alternative.
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Aereo
Auto
Pullman

X v(f (&) v (f(2))
4
5
3
Taxi 1
3

Treno

Tabella 4.1: Due funzioni valore equivalenti conformi alla relazione di preferenza
dell’Esempio [5} v € il conto di Borda

4.3 1l caso finito

E sempre possibile risolvere il caso finito introducendo e massimizzando (per enu-
merazione esaustiva) una funzione valore denominata conto di Bordaﬂ

v(f)=HfeF: f2f} feF (4.2)

Il valore di un impatto ¢ pari al numero di impatti cui esso ¢ preferibile, compreso
I'impatto stesso.

Esempio 6 Consideriamo un altro esempio di viaggio con cinque mezzi alternativi,
dove X = {Aereo, Auto, Pullman, Treno, Tazi}. La relazione di preferenza & diver-

sa da quella dell’Esempio @ IT = {(Aereo, Aereo) , (Aereo, Pullman) , (Aereo, Taxi) ,
(Auto, Auto) , (Auto, Pullman) , (Auto, Taxi) , (Auto, Treno) , ( Taxi, Taxi) , (Treno, Taxi),
(Treno, Treno)}.

La relazione 11 ¢é rappresentata dal grafo in Figura[{.4 Il conto di Borda per-
mette di costruire una funzione valore conforme alla relazione: 'alternativa Taxi é
preferibile solo a sé stessa, per cui il valore v (f (Taxi)) = 1; le alternative Treno e
Pullman sono fra loro indifferenti e hanno valore 3; ’alternativa Aereo ha valore 4
e Ualternativa Auto, preferibile a tutte, ha valore 5 (vedi Tabella .

N

Treno
Pullman
Cuto / L_)
\A A

erco

Figura 4.2: Grafo delle preferenze per 'Esempio [0]

2Dal nome del matematico, fisico e ammiraglio francese che lo invento, Jean-Charles de Borda
(1733-1799).
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X v (f(2))
Aereo 4
Auto 5
Pullman 3
Taxi 1
Treno 3

Tabella 4.2: Conto di Borda per 'Esempio [f]

4.4 1l caso monodimensionale

Quando l'impatto ¢ monodimensionale (FF C R < p = 1), & spesso facile costruire
una funzione valore conforme:

e se f rappresenta un profitto, u (f) = f & una funzione valore conforme;
e se f rappresenta un costo, u (f) = —f ¢ una funzione valore conforme;

e se i valori preferibili di f sono quelli pii1 vicini a un dato valore f (ad esempio,
f € una temperatura desiderata o un livello di irrigazione ideale per un campo),

u(f)=—(f- f)2 ¢ una funzione valore conforme.

Anche nel caso monodimensionale, pero, vi possono essere situazioni complesseﬂ

Esempio 7 Si supponga di dover decidere con quale velocita x correre a prende-
re un autobus che passa a intervalli regolari. La velocita ammissibile € compresa
fra un minimo (il passo pit tranquillo che consenta di arrivare a destinazione in
un tempo ragionevole) e un massimo (che corrisponde alla corsa pit rapida con-
siderata accettabile). L’impatto f (x) potrebbe essere lora di arrivo alla fermata.
Interrogando il decisore, si puo scoprire che preferisce arrivare al pitv presto a desti-
nazione, ma detesta aspettare l'autobus. Di conseguenza, fra due valori di f molto
vicini € in generale preferibile il maggiore, perché arrivare piu tardi alla fermata
riduce l'attesa del bus, ma per alcune coppie critiche di valori di f é nettamente
preferibile il minore, dato che consente di prendere il bus precedente, praticamente
annullando Uattesa. Quindi, la funzione valore v (f) ha un andamento a dente di
sega: cresce gradualmente con f, cala bruscamente, riprende a crescere, cala brusca-
mente, ecc. .. Talvolta, un’analisi pitu approfondita consente di scomporre ’tmpatto
i componenti distinte. Ad esempio, nel caso in questione limpatto piv corretto
non & l'ora di arrivo alla fermata, ma una coppia costituita dall’ora di arrivo alla
destinazione finale e dalla durata dell’attesa. Pero tale impatto mon € piu espresso
da un solo numero.

4.5 Ordine lessicografico

Si chiede al decisore di ordinare totalmente gli indicatori. L’insieme non ordinato
P =/{1,...,p} diventa quindi una sequenza, che per semplicita indicheremo con lo
stesso simbolo:

P=(m,...,mp)

e che rappresentera una gerarchia fra indicatori. Cio fatto, si procede come segue:

3I\IO] sono soddisfatto di questo eser io erché non ¢ veramente monodimensionale, ma lo
) )
tengo finché non ne trovo uno pl U convincente.
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e si determinano tutte le soluzioni in cui il primo indicatore assume valore
ottimo:
o .
X7r1 - arg?g}g fﬂ'l (I)

Se rimane una sola soluzione (}Xf,’ 1‘ = 1), viene scelta e si termina.

e Se rimangono piu soluzioni (|XT°rl| > 1), si determinano fra loro quelle ottime
rispetto al secondo indicatore:

Xiim, = arg min fr, (z)
1

Se rimane una sola soluzione (}Xfr’m| = 1), viene scelta e si termina.

e Se anche al p-esimo passo rimangono pilt soluzioni (| X7 . | > 1), sisceglie
. . . o Tp 1]
fra loro una qualunque soluzione ottima rispetto all’ultimo indicatore:

1%, o, Carg _min  fr (2)
-1

T T

Si noti che, pero, il metodo richiede nei primi p — 1 passi di trovare tutte le
soluzioni ottime, e non una sola, come di solito avviene nei classici problemi di
ottimizzazione. Violare tale requisito puo portare a una soluzione errata. Questo
rende il metodo potenzialmente impegnativo dal punto di vista computazionale,
ma in pratica basta considerare i primi due o tre indicatori per isolare una singola
soluzione.

L’ipotesi che il decisore sia in grado di fornire un ordine totale fra gli indica-
tori cioe che consideri ciascuno assolutamente dominante rispetto ai successivi
in generale una forzatura, ma consente di arrivare comunque a una decisione di
qualche ragionevolezza. Ovviamente, la soluzione risultante dipende in maniera
fondamentale dall’ordinamento scelto.

Esempio 8 Un navigatore avanzato offre la possibilita di scegliere non solo il per-
corso pit veloce o quello pit economico, ma di applicare un metodo lessicografico di
ordinamento fra i due indicatori (tempo e costo). Se lutente indica l’ordine (costo,
tempo), il navigatore enumera tutti ¢ percorsi di costo minimo (ad es., tre percorsi
da 10 euro, uno da 24 ore, uno da 36 ore e uno da 28 ore). Quindi, fra questi
percorsi sceglie uno di quelli che richiedono il tempo minimo (in questo caso, il per-
corso ottimo ¢ unico e richiede 24 ore). Percorsi poco piu costosi (ad es., 15 o 20
euro) vengono ignorati anche se molto pit brevi (ad es., 2 ore).

4.6 Ordine lessicografico con livelli di aspirazione

L’idea che un indicatore sia assolutamente dominante rispetto agli altri & spesso
troppo forzata, nel senso che porta a soluzioni molto sbilanciate: ottime rispetto al
primo indicatore, ma pessime rispetto agli indicatori successivi. Il decisore umano
spesso non cerca l'ottimalita, ma un livello soddisfacente di prestazione (Herbert
Simon chiamava tali soluzioni “satisficing” da “satisfy” e “sufficing”). Questa linea
di pensiero porta a modificare il metodo dell’ordinamento lessicografico chiedendo
al decisore di ordinare totalmente gli indicatori, ma anche di indicare un livello di
aspirazione €., per ognuno tranne il primo (¢ € {1,...,p}\{m}). Si determina cosi
una regione ammissibile ristretta

Xe={zeX: fn,(x)<er, perl=2,...,p}
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Per il primo indicatore non & necessario fissare un livello di aspirazione, dato che esso
verra ancora semplicemente minimizzato. Qualora la regione ammissibile ristretta
X, fosse vuota, si dovra chiedere al decisore di rilassare uno o piu dei suoi livelli di
aspirazione.

Cio fatto, si applica il procedimento descritto per il metodo dell’ordine lessico-
grafico, ma operando sempre nella regione ammissibile ristretta:

e si determinano tutte le soluzioni in cui il primo indicatore assume valore ot-
timo e i successivi assumono valori non peggiori dei corrispondenti livelli di
aspirazione:

Xeo,Trl = arg wnel})? fﬂ'l ($)

o

Se rimane una sola soluzione (|X¢ . | = 1), viene scelta e si termina.

o

¢ Se rimangono pil soluzioni (|X€ 7r1

rispetto al secondo indicatore:

| > 1), si determinano fra loro quelle ottime

Xomm, = o1g_min fr, ()
- €71

= 1), viene scelta e si termina.

. ., . : o
Se rimane una sola soluzione (‘Xe,mm’

[e]

e Se anche al p-esimo passo rimangono pitt soluzioni (| X¢ -, . _,| > 1), sisceglie
fra loro una qualunque soluzione ottima rispetto al p-esimo indicatore:

Tomymy € min  fr (2)
-1

€T T

L’idea alla base di questo metodo & che ogni indicatore sia dominante rispetto ai
successivi solo finché i loro livelli di aspirazione sono tutti rispettati. Nel momento
in cui uno di loro tocca il livello di aspirazione, diviene piu importante ed & vietato
peggiorarlo ulteriormente.

Ovviamente, la soluzione risultante dipende dall’ordinamento scelto, ma anche
dai p — 1 livelli di aspirazione €,, (per I = 2,...,p). Siccome sono tutte scelte
potenzialmente arbitrarie, si tratta ancora di una forzatura, che consente di arrivare
a una decisione di qualche ragionevolezza in modo semplice. I livelli di aspirazione,
pero, consentono di rendere la soluzione finale meno sbilanciata a favore del primo
indicatore.

Esempio 9 Un navigatore avanzato offre la possibilita di applicare un metodo les-
sicografico di ordinamento con livelli di aspirazione. L’utente indica l'ordine (tem-
po,costo), e una soglia pari a € = 20 euro sul costo (il metodo richiede p — 1 soglie,
in questo caso una sola, perché il primo indicatore viene ottimizzato). Il navigatore
esclude quindi tutti i percorsi di costo superiore a 20 euro (ad es., rimangono i tre
percorsi da 10 euro visti nell’Esempio[8, cioé quelli da 24, 36 € 28 ore, e i percorsi
da 15 e 20 euro visti prima). Quindi, fra i percorsi residwi il navigatore enumera
quelli che richiedono il tempo minimo: due percorsi richiedono 2 ore (e, rispetti-
vamente, 15 e 20 euro). A questo punto, il navigatore minimizza il costo e sceglie
il percorso da 2 ore e 15 euro. La soglia di 20 euro é ovviamente arbitraria e fa
tgnorare percorsi anche di poco piu costosi che potrebbero essere molto pit brevi.



84 4 Preferenze strutturate

4.7 Punto utopia

Ciascuno degli indicatori ha un valore ottimo, ottenuto ignorando completamente
gli altri indicatori

fr=minfi(z) I=1,....p

La determinazione di questo valore & un classico problema di ottimizzazione, a volte
computazionalmente difficile, ma in generale possibile.

Il vettore costituito dai valori ottimi di tutti i p indicatori costituisce un impatto

fY=1[r... f;]T. Se fU € F, esso & necessariamente la soluzione da scegliere
(si veda 'Esempio ). In generale, pero tale impatto non sta in F, cio¢ non &
realizzabile scegliendo una soluzione ammissibile. Esso viene detto punto utopia,
perché costituisce un ideale irraggiungibile.

Un’idea euristica per scegliere una soluzione e di determinare una di quelle che
hanno I'impatto piu vicino al punto utopia. Questa definizione ¢ apparentemente
innocua e ragionevole. Tuttavia, si basa su una nozione di distanza nello spazio
degli indicatori che non & affatto ovvia. Le distanze piu frequentemente usate sono:

e la distanza di Manhattan (Lq):

d(f, f")=>_Ifi—1il

lepP

e la distanza euclidea (Ls):

d(f.f)= [> (= 1f)

lep
e la massima delle distanze relative ai singoli attributi (Lo ):

A(f.") = max|f - |

ma se ne possono definire infinite.

y
A
:
1
I
A
L
U Yy
ope
{ !
.f?___+ —'—--:r-r———
I . -:
B »
A 7,

Figura 4.3: Punto utopia e soluzione ammissibile piti vicina secondo la metrica Loy
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Esempio 10 Si applichi il metodo del punto utopia al problema di decisione con
insieme degli impatti F = {(f1, f2) € R?: f1 >0, f2 > 0, f1 + 2f2 > 3}, rappresen-
tato nella Figura nel quale entrambi gli indicatori sono costi da minimizzare.
Per semplicita operiamo direttamente nello spazio degli indicatori, senza conside-
rare l'insieme delle soluzioni ammissibili, cioé determiniamo ['impatto desiderato,
dal quale in teoria si potra poi dedurre la soluzione che lo genera.

1l punto utopia si ottiene considerando il valore minimo di ciascun indicatore,
indipendentemente dall’altro. In entrambi i casi, tale valore é nullo, per cui f° =
(0,0). Se consideriamo la distanza di Manhattan Ly, il problema si riduce a

il — 0 _ 0l = mi = 1 =(0,3/2
?lell{“”fl |+ | f2 \ ?Ilel%lf1+f2 Ii, =(0,3/2)

Se invece consideriamo la distanza euclidea Lo, il problema si riduce a

i —0)? —0)? = mi 24 2= f* =(5/6,4/3
min/(f1 = 0"+ (o = 0)° = min /77 + 3 = 17, = (5/6,4/3)
Infine, se consideriamo la distanza Lo, il problema si riduce a

minma (| — 0], |f2 = 0) = minmax (f1. f2) = .. = (1,1)

DA AGGIUNGERE

Figura 4.4: Secondo la definizione di distanza adottata, I’Esempio ha soluzioni
diverse a distanza minima dallo stesso punto utopia

Inoltre, la maggior parte delle definizioni di distanza combina in una sola gran-
dezza valori associati a diversi indicatori, espressi in unita di misura disomogenee.
Prima di poterli combinare, occorre standardizzarli moltiplicandoli per opportuni
coeflicienti. La scelta dei coefficienti &€ complessa, e almeno in parte arbitraria, come
vedremo nella Sezione £.8.9

4.8 Teoria dell’utilitd a molti attributi

La teoria dell’utilita a molti attributﬂ assume che la relazione di preferenza del
decisore sia effettivamente un ordine debole, dotato di una funzione valore conforme,
ma che il decisore non sia in grado di esplicitare la funzione valore senza aiuto. Si
pone quindi il problema di ricavare dalla relazione di preferenza II la funzione valore
conforme v : F' — R. Nel seguito, adotteremo il gergo economico, chiamando w (f)
funzione di utilita.

In un primo tempo, affronteremo il problema nella sua forma piu generale, pre-
sentando uno strumento grafico e una procedura che in teoria dovrebbero consentire
di risolverlo, ma questa procedura si rivelera molto complessa, costosa e soggetta
a errori. Ci concentreremo quindi su una famiglia specifica di funzioni di utilita,
le cui caratteristiche rendono pitt semplice (anche se comunque non elementare) ri-
costruirle a partire dalle preferenze espresse dal decisore. Discuteremo quindi delle
condizioni necessarie e sufficienti per poter affermare che la relazione di preferenza
sia esprimibile attraverso una di tali funzioni e infine descriveremo una procedura
per ricostruire la funzione stessa.

4In inglese, Multi Attribute Utility Theory, ovvero MAUT.
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4.8.1 Curve di indifferenza

Definizione 5 Dato un insieme di impatti F' nello spazio degli indicatori RP e una
relazione di preferenza 11, si definisce curva di indifferenza ogni sottoinsieme di
impatti fra loro indifferenti.

Sotto opportune ipotesi di continuita e regolarita, impatti vicini sono simili anche
dal punto di vista della preferenzaﬂ Ogni sottoinsieme di impatti fra loro indifferenti
costituisce un’ipersuperficie regolare in RP. Siccome le curve di indifferenza sono
infinite, una per ogni valore reale u (f), in generale ogni curva & un’ipersuperficie
a p — 1 dimensioni. Le varie curve sono legate da una relazione di ordine totale;
infatti, non ci sono impatti incomparabili e gli impatti indifferenti giacciono tutti
sulla stessa curva, per cui impatti su curve diverse sono legati da una preferenza
stretta, e tutti gli impatti di una delle due curve sono strettamente preferibili a tutti
quelli dell’altra. Infine, la completezza della relazione garantisce che la famiglia delle
curve di indifferenza nel complesso copre l'intero insieme F' (vedi Figura .

£,

5

4+ F

31

51

Ll

O | 2 3 4 5 6 7 8 f

Figura 4.5: Curve di indifferenza: vi sono oo curve totalmente ordinate che coprono
complessivamente tutto I'insieme F; ogni curva contiene ooP~! impatti indifferenti
fra loro.

Se € nota una funzione valore, la famiglia delle curve di indifferenza ammette
una rappresentazione analitica nello spazio degli indicatori F' attraverso I’equazione
u(f) = ¢, dove ¢ & un parametro costante che identifica ogni curva. Questa cor-
risponde a una rappresentazione analitica nello spazio delle soluzioni X attraverso
Pequazione parametrica u (f (x)) = c.

Curve di indifferenza e funzione di utilita

Dal Teorema [5| della Sezione sappiamo che, se una relazione di preferenza
ammette una funzione valore conforme, ne ammette infinite. Le curve di indifferenza
di queste funzioni sono perdo sempre le stesse. La corrispondenza fra relazioni di
preferenza e famiglie di curve di indifferenza € uno a uno, quella fra relazioni di
preferenza e funzioni valore ¢ uno a molti.

5Non approfondiremo queste ipotesi, salvo far notare che esse richiedono un insieme di impatti
F continuo. Molti dei concetti che seguono, infatti, non hanno senso per problemi discreti. In questi
problemi, occorre estendere gli impatti, prolungando gli indicatori che assume solo valori discreti
a valori reali con una qualche forma di interpolazione (per esempio, passando da un numero intero
di “caramelle” a un numero reale che misura “porzioni di caramella”). Le curve di indifferenza
vengono definite su questo insieme di impatti esteso, e poi limitate all’insieme discreto originale.
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Osservazione 1 Tutte le funzioni valore u conformi a una relazione di preferenza
IT hanno le stesse curve di indifferenza u (f) = ¢, dove ¢ € R é un parametro reale
che identifica ciascuna curva. Ogni funzione valore u associa valori diversi di ¢ a
ogni curva, ma tali valori sono ordinati allo stesso modo.

Esempio 11 Consideriamo le funzioni di utilita u (f1, f2) = f2fs e ' (f1, f2) =
2log f1 + 3log fo. Gli indicatori fi1 e fo usati in questo esempio esprimono un
beneficio, ma il concetto vale per qualsiasi tipo di indicatore. Le due funzioni sono
equivalenti, perché legate dalla trasformazione invertibile v’ = logu. La Figum@
riporta le relative curve di indifferenza: esse coincidono perfettamente, ma la stessa
curva net due casi € associata a valori diversi di utilita.

f2 \ fzn

51 51

4 L

3 L

2 L

1+

0 °f,

Figura 4.6: Due funzioni utilita diverse, ma equivalenti: w(f1,f2) = fifs

e u' (f1,f2) = 2logfi + 3log fa. Le curve di indifferenza coincidono, pur
corrispondendo a valori diversi.

4.8.2 Determinare la funzione di utilita

Le curve di indifferenza aiutano a stimare una funzione valore conforme alla rela-
zione di preferenza attraverso il seguente procedimento:

1. si propone al decisore un campione F C F di impatti, chiedendogli di con-
frontarli a coppie;

2. in base ai confronti, si classificano gli impatti:

e gli impatti fra loro indifferenti si raccolgono in classi di equivalenza;

e le classi di equivalenza si ordinano in base alla preferenza;

3. basandosi sulla forma delle curve di indifferenza nello spazio degli indicatori,
si ipotizza una famiglia di funzioni di utilitd ue (f1,..., fp), definita a meno
di un vettore di parametri numerici «;

4. si determinano i valori dei parametri a- (r = 1,...,s) imponendo agli impatti
indifferenti fra loro di assumere lo stesso valore di utilita;

5. si compiono verifiche di coerenza, generando nuovi impatti, ricavando con la
funzione di utilita stimata le preferenze fra tali impatti e chiedendone conferma
al decisore;

6. in caso di errori, si modifica la famiglia di funzioni di utilita e si ripete il
procedimento.
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Il procedimento & chiaramente molto delicato. Se si considera un campione
piccolo, € molto probabile che le curve stimate siano errate; se il campione e grande,
il carico di lavoro richiesto al decisore diventa rapidamente enorme (se si valutano
k valori diversi per ogni indicatore, il campione contiene kP impatti diversi, un
numero che diventa rapidamente intrattabile). Inoltre, I'arbitrarieta nella scelta
della famiglia di funzioni di utilita apre la strada a lunghi cicli di tentativi ed errori.

L’unica possibilita ¢ che la relazione di preferenza del decisore sia molto sem-
plice, e quindi le curve di indifferenza abbiano una forma analitica molto semplice,
dipendente da pochi parametri, facili da stimare. Siamo quindi interessati a valu-
tare casi particolari che consentono una stima piu facile, nella speranza che siano
abbastanza vicini al caso concreto da poter essere usati come approssimazioni della
realta. I corsi di economia discutono parecchie famiglie di funzioni di utilita, che
corrispondono a diverse ipotesi sulla relazione di preferenza del decisore. Proprieta
che vengono spesso postulate sono:

1. invertibilita: per ogni valore fissato di p — 1 indicatori, esiste un solo valore
dell’indicatore residuo che produce una data utilita; sotto questa ipotesi, una
curva di indifferenza u (f) = ¢ si puo scrivere anche in forma esplicita come

fl :fl (Cvfh-"vfp);

2. monotonia: per compensare variazioni di un indicatore, gli altri devono variare
in un senso ben determinato; per esempio, quando tutti gli indicatori sono
costi, per compensare la crescita di uno occorre il calo di un altro, e quindi le
curve sono decrescenti (lo stesso avviene se tutti gli indicatori sono benefici).

3. convessita (o concavita): le curve di indifferenza compensano la crescita di
un indicatore di una data quantita con variazioni degli altri che crescono (o
calano) col valore del primo indicatore; 'idea alla base di questa ipotesi &
che gli indicatori rappresentino risorse: se una risorsa e scarsa, aumentarla
porta una grande utilita, compensata da un calo forte di altre risorse; se
invece ¢ abbondante, aumentarla della stessa quantita porta un’utilita piccola,
compensata da un debole calo di altre risorse; in questo caso, le curve sono
convesse (nel caso di indicatori che esprimono costi, sarebbero invece concave).

Esempio 12 Si vuole decidere in quale citta andare a vivere sulla base (molto sem-
plificata) di due indicatori: il livello di inquinamento della zona e il livello della tas-
sazione locale. Due citta con livelli di inquinamento diversi saranno indifferenti solo
se la pit inquinata ha un livello di tasse inferiore. Quindi le curve di indifferenza
sono monotone decrescenti e invertibili. Inoltre, se il livello di inquinamento in una
citta € basso, un aumento di valore fissato é compensabile con una piccola riduzione
delle tasse, mentre se é alto, lo stesso aumento richiedera un forte incentivo fiscale.

Esempio 13 Una famiglia di funzioni di utilita molto usate in economia sono le
funzioni di Cobb-Douglas, definite come:

p

o (1o o) = [T £

=1

Queste funzioni considerano gli indicatori f; come benefici (sono infatti state propo-
ste da economisti), richiedono un parametro per ogni indicatore e hanno la proprietd
di dar luogo a curve di indifferenza che somigliano a degli iperboloidi. La funzione
di utilita u (f1, f2) = f2f3, le cui curve di indifferenza sono riportate nella Figu-
m@ appartiene a questa famiglia: i suoi parametri sono infatti vy =2 e ay = 3.
Queste funzioni sono invertibili (fi = \/c/f3 e fa = /c/f? per f1 >0 e fa >0),
monotone decrescenti in senso stretto (si calcoli la derivata prima) e convesse (si
caleoli la derivata seconda).
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Si noti che la molteplicita infinita delle funzioni valore che equivalgono a una data
relazione di preferenza implica che i parametri che definiscono una data famiglia di
funzioni valore non possono essere completamente fissati in base all’analisi empirica
degli impatti indifferenti, ma devono mantenere un grado di liberta. Questo grado
puo essere eliminato solo con una condizione arbitraria di normalizzazione.

Esempio 14 L’analisi preliminare della preferenza di un decisore suggerisce che
essa corrisponda a una funzione di Cobb-Douglas. Inoltre, il decisore afferma che
gli impatti f = (8,1) e f' = (1,4) sono indifferenti. Di consequenza:

(8,1) ~ (1,4) = g (8,1) = g (1,4) = 84112 =114 = 8 =4 = 3a; = 20y

Siccome la funzione di utilita rimane equivalente elevandola a una potenza positiva,
(ua (£))? equivale a ug (f) per ogni B > 0. Ma questo corrisponde a moltiplicare
tutti © parametri o per B, e quindi per normalizzare le funzioni di Cobb-Douglas
basta imporre la condizione aggiuntiva che > _, ay = 1. Concludendo, 3a1 = 205 e
a1 +ag = 1 implicano oy = 2/5 e ag = 3/5. Ovviamente, in pratica non basta certo
una singola coppia di impatti indifferenti per determinare con ragionevole certezza
la funzione valore da usare.

4.8.3 Funzioni di utilita additive

Esistono funzioni di utilita che si prestano piu facilmente ad essere stimate a partire
da un campionamento della relazione di preferenza sugli impatti.

Definizione 6 Definiamo una funzione di utilita additiva quando é esprimibile
come somma di funzioni dei singoli indicatori:

w(fioo fp) =D u (f)
=1

Il fatto che per ogni funzione di utilitd ne esistono infinite equivalenti rende
complicato valutare se esista o no una funzione additiva nella situazione corrente.
Un classico esempio sono le funzioni di Cobb-Douglas che di per sé non sono additive,
ma, come gia osservato nell’esempio di Figura ammettono funzioni equivalenti
che sono additive:

p p p
u' (f) =logu(f) =log [[ f,* =D eulog fi = w (fi)
=1 =1 =1

dove u; (f;) = aqlog f; per ogni l € P.

Se la funzione di utilita e additiva, il problema di stimarla viene ricondotto alla
stima di p funzioni di una sola variabile. Se si richiamano alla mente i casi di studio
del Capitolo ci si rende conto che il numero degli indicatori puo essere enorme,
e che la loro natura puo essere estremamente eterogenea, tanto da rendere ridicola
la pretesa di confrontare impatti estratti da punti molto lontani dell’insieme F'. Se
si potesse trattare con funzioni di una sola variabile, il compito di stimare 1'utilita
sarebbe molto piu facile; in particolare, si potrebbe affidare la stima di ciascuna
funzione a un diverso esperto di settore. Ovviamente, esistono situazioni interme-
die, in cui la funzione di utilita non ¢ completamente additiva, ma quanto meno
scomponibile in una somma di funzioni che interessano blocchi di pochi indicatori
fra loro indipendenti. Sarebbe comunque un passo avanti.

Siccome a priori non conosciamo la funzione di utilita, ma la relazione di prefe-
renza, dobbiamo indagare quali proprieta della relazione di preferenza consentano
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di garantire l'esistenza di una funzione di utilita additiva. La prossima sezione
presenta la proprieta che permette di superare il problema, mentre la seguente ne
descrive la relazione con I'additivita.

4.8.4 Indipendenza preferenziale

Dato l'insieme degli attributi P = {1,...,p}, I'indipendenza preferenziale ¢ una

proprieta di un sottoinsieme di attributi L C P rispetto al proprio complemento

L = P\ L. Se per semplicita riordiniamo gli attributi raccogliendo nelle prime
AR

Iz

sono i sottovettori dell’impatto f corrispondenti, rispettivamente, agli indicatori di

LedilL.

posizioni quelli del sottoinsieme L, possiamo scrivere che f =

Definizione 7 Un sottoinsieme proprio di indicatori L. C P ¢ preferenzialmente
indipendente dal sottoinsieme complementare L quando, dati due impatti qualsiasi
con walori identici per gli indicatori in L, la relazione di preferenza fra loro non

dipende da tali valori:
)] 5 (5[5
o B ) (CI B
per ogni fr, 1,6, tale che
RIGIE
R I T I 2 I

Esempio 15 Si supponga di dover scegliere il menu di un pranzo veloce, abbinan-
do una portata e un vino. Le portate disponibili sono: brasato, arrosto, polpette,
salmone, pesce spada; i vini disponibili sono: Barolo, Nebbiolo, Erbaluce, Arneis.
Abbiamo quindi un insieme X fatto di 20 soluzioni ammissibili, cioé le combinazio-
ni di 5 portate e 4 vini (vedi Figum a sinistra). Il decisore é abbastanza Tozzo
da percepire solo la distinzione fra carne e pesce e quella fra vino rosso e bianco.
Quindi Uinsieme degli impatti si compone di 4 elementi: F = (carne, rosso), (car-
ne, bianco), (pesce, rosso), (pesce, bianco), come si vede in F'igum dove la
funzione impatto f (x) associa due sottoinsiemi da 6 soluzioni e due sottoinsiemi
da 4 soluzioni sulla sinistra a quattro singoli impatti sulla destra. Supponendo che
il decisore sequa l'uso tradizionale di abbinare piatti di carne con il vino rosso e
piatti di pesce con il vino bianco, si ottengono le preferenze indicate da frecce nere
nel diagramma di destra. Le doppie frecce grigie rappresentano il fatto che i piatti
di carne col vino rosso siano indifferenti rispetto ai piatti di pesce col vino bianco
e che i piatti di carne col vino bianco siano indifferenti rispetto ai piatti di pesce
col vino rosso. In realté queste preferenze potrebbero essere diverse, senza messuna
consequenza sulla proprieta di indipendenza che stiamo discutendo: le riportiamo
solo per sottolineare che la relazione nel suo complesso é completa. Lo stesso vale
per gli autoanelli sui singoli impatti. E facile mostrare che gli indicatori “tipo di
portata” (fportata) € “tipo di vino” (fyino) non sono preferenzialmente indipendentsi.
Infatti, fissato il vino rosso, le portate di carne sono preferibili a quelle di pesce;
fissato il vino bianco, le portate di pesce sono preferibili a quelle di carne. Lo stesso

vale nel caso inverso: fissata la carne, & preferibile il vino rosso; fissato il pesce, lo
e il vino bianco.

Esempio 16 Sisupponga di dover definire un processo industriale per la produzione
di pentole e coperchi, valutandolo rispetto agli attributi “costo”, “numero di pentole”
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Figura 4.7: Una relazione di preferenza che non gode dell’indipendenza preferenziale
fra i due indicatori: se il vino & rosso, la carne & preferibile al pesce; se il vino &
bianco, il pesce & preferibile alla carne; lo stesso vale per le portate rispetto al vino

e “numero di coperchi”. I processi preferibili hanno costo inferiore e numero di
pentole e coperchi il pit possibile vicini fra loro. La coppia (“costo”, “numero di
pentole”) non é indipendente dall’attributo “numero di coperchi”, dato che per ogni
fissato numero di coperchi e preferibile che il numero di pentole uguagli quello dei

” i,

coperchi. Cosi pure, la coppia (“costo”, “numero di coperchi”) non é indipendente

» 4,

dall’attributo “numero di pentole”. Invece, la coppia (“numero di pentole”, “numero
di coperchi”) ¢ indipendente dall’attributo “costo”, perché ad ogni costo fissato la
relazione di preferenza fra diverse combinazioni di pentole e coperchi risulta sempre

la stessa.

Si potrebbe pensare che l'indipendenza sia una proprieta simmetrica, cioe che
quando L é indipendente da L, anche L sia indipendente da L. L’esempio seguente
mostra che non & cosi.

Esempio 17 Dato l'insieme degli impatti F = {f ER%2: f1>0,f,> 1} e la fun-
zione di utilita w (f) = (f1 — 5) f2, Uindicatore fy ¢ preferenzialmente indipendente
dall’indicatore fo perché, fissato fo = fo > 1, e sempre

(fl,fz) = (f{,ﬁ) per f1 > f1

Al contrario, fo dipende preferenzialmente da f1 perché, fissato fi = f1 > 1:

quando 0 < fi < 5 (f1, f2) = (F1, f5) per fa < f3
quando f, =5, (Jihfz) ~ (f_l,fé) per ogni fa, f3
quando f1 > 5, (f1, f2) = (f1. f}) per fa > f4

Si potrebbe anche pensare che quando ciascun indicatore ¢ indipendente dagli
altri, tutti i sottoinsiemi di indicatori siano fra loro indipendenti. Anche questo non
& vero, come mostra ’esempio seguente.

Esempio 18 Dato linsieme degli impatti F' = {f ER3: f1>0,f>0,f3> 1} e
la funzione di utilita u (f) =1/ [(f1 + f3) (f2 + f3)], ciascun attributo ¢ indipenden-
te dagli altri: sono tutti costi. D’altra parte, la coppia di attributi (f1, f2) dipende
preferenzialmente dall’attributo fs. Infatti, risulta che

1 4
3| >=11/2 | poichéu(1,3,1)=
1 1

< = =u(4,1/2,1)

2
15

co| —
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1 4 1 9
31 <1 1/2 | poichéu(1,3,3) == >— =u(4,1/2,3)
3 3 24~ 49

A questo punto, & opportuno porsi due domande:

1. la mutua indipendenza preferenziale ¢ anche sufficiente per 'additivita?

2. per verificare la mutua indipendenza preferenziale e strettamente necessario
verificare l'indipendenza di ogni sottoinsieme L7

Un aspetto preoccupante di questa proprieta e il tempo necessario a verificarla.
Quando il sottoinsieme L contiene un solo indicatore, spesso & facile dimostrarne
l'indipendenza da L. Per esempio, quando I'indicatore rappresenta un costo o un
beneficio, esso e preferenzialmente indipendente dagli altri, dato che la preferenza
andra sempre all’impatto con costo minore (o beneficio maggiore), se tutti gli altri
indicatori rimangono invariati, qualunque sia il loro valore. Purtroppo, anche quan-
do tutti gli indicatori presi singolarmente sono indipendenti, non ¢ detto che ogni
loro sottoinsieme L sia indipendente dal complemento. Allora occorre dimostrare
I'indipendenza preferenziale per ciascuno dei 2P — 2 sottoinsiemi propri (escluden-
do solo il sottoinsieme vuoto () e I'intero insieme degli indicatori P), e questo va
fatto empiricamente campionando impatti e ponendo molte fastidiose domande al
decisore. Fortunatamente, non € necessario considerare tutti i sottoinsiemi.

Teorema 6 Un problema decisionale con p > 3 indicatori gode della mutua indi-
pendenza preferenziale se e solo se esiste un indice l € P tale che ogni coppia {l,l}
con | # [ sia preferenzialmente indipendente dal proprio complemento P\ {Z, l}.

Quindi, per verificare la mutua indipendenza preferenziale non occorre consi-
derare tutti i 2P — 2 sottoinsiemi propri di indicatori, ma solo le p — 1 coppie che
un indicatore qualsiasi forma con gli altri: alla prima coppia non indipendente, la
verifica si arresta con un risultato negativo; se tutte sono indipendenti, la verifica
termina con un risultato positivo.

4.8.5 Indipendenza preferenziale e additivita

Indipendenza preferenziale della relazione II e additivita della funzione w (f) sono
strettamente legate, anche se non rigorosamente equivalenti.

Definizione 8 Si dice che un problema decisionale gode della mutua indipendenza
preferenziale quando ogni sottoinsieme di indicatori L C P ¢é preferenzialmente
indipendente dal proprio complemento L.

La mutua indipendenza preferenziale ¢ condizione necessaria per 'additivita.

Teorema 7 Se una relazione di preferenza ammette una funzione utilita additiva,
allora gode della mutua indipendenza preferenziale.

Dimostrazione. E sufficiente applicare la definizione. Per qualsiasi quaterna di
vettori fr, f1.,®, v che producano impatti validi:

{ 5 ] - [ fi ] = u(fr,0) > u(f],0)
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da cui per additivita

Sw(f)+ > w(d) =D w )+ )

leL leL leL leL

dove si possono sostituire le due sommatorie identiche nei due membri con altre due
sommatorie identiche

Yo () + Y () =Y w (f) + ) w () =

leL lel leL lel
fr Iz
;‘{ v ]* { 0 }

Ci occorre pero una condizione sufficiente, perché in pratica possiamo verificare
la mutua indipendenza preferenziale, e non I'additivita, essendo la funzione utilita
incognita. In questo senso, 'implicazione vale quasi sempre, ma non sempre.

Teorema 8 Un problema decisionale con p > 3 indicatori che gode della mutua
indipendenza preferenziale ammette una funzione utilita u (f) additiva.

Quindi, per problemi con almeno tre indicatori, la mutua indipendenza prefe-
renziale € condizione necessaria e sufficiente per I’additivita. Purtroppo, nel caso di
due soli indicatori, questo non vale.

Esempio 19 La Figura [{.§ riporta le curve di indifferenza di un problema deci-
sionale con p = 2 indicatori che rappresentano dei benefici. Vale quindi la mutua
indipendenza preferenziale, dato che per qualsiasi valore fissato di fo € preferibile
che f1 cresca, e per qualsiasi valore fissato di fi e preferibile che fo cresca. Tutta-
via, non esistono funzioni di utilita additive capaci di determinare quelle curve di
indifferenza.

Osserviamo infatti che:
(2,0) ~(1,1) ~ (0,2) e (1,0) ~ (0,1)

Per assurdo, supponiamo che esista una funzione di utilita additiva. Siccome
(2,0) e (0,2) sono impatti indifferenti, la loro utilita é la stessa; lo stesso avviene
per (1,0) e (0,1):

{u (0,2) = u(2,0) = uy (0) + uz (2) = uy (2) + us (0)
w(0,1) =u(1,0) = u1 (0) + u2 (1) = w1 (1) + u2 (0)
Sottraendo membro a membro, si ottiene
ug (2) —ug (1) = up (2) —ug (1)
e quindi
uz (2) +ur (1) =u1 (2) +uz (1) = u(1,2) =u(2,1) = (1,2) ~ (2,1)
ma i due impatti (1,2) e (2,1) non sono indifferenti.

L’Esempio [19] e la Figura [£:§ non suggeriscono solo che la mutua indipendenza
preferenziale sia insufficiente a garantire I’additivita nel caso p = 2, ma anche che il
difetto riguardi le curve di indifferenza: la presenza di due curve rettilinee, seguite
da altre curve non rettilinee (cosa perfettamente possibile, finché le curve non si
intersecano) rende impossibile la costruzione di una funzione di utilita additiva.
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Figura 4.8: Un problema decisionale con p = 2 indicatori che sono preferenzialmente
indipendenti, ma senza funzioni utilita additive

4.8.6 Tasso di sostituzione

La condizione mancante per garantire ’additivita riguarda la pendenza delle curve
di indifferenza. Abbiamo quindi bisogno di una misura di pendenza.

Definizione 9 Si dice tasso marginale di sostituzione di f1 con fo in un impatto

f dato il limite
o 0fa(f61)
Mo () = im =5

dove 6 fa (f,0f1) ¢ tale che: f+ [ 5 fa ?J{ltsfl) ] ~ ¥

Il tasso marginale di sostituzione, cioe, € il limite, per variazioni infinitesime di
f1, del rapporto fra le variazioni di fs e di f; che producono impatti indifferenti a
f; il limite viene cambiato di segno perché molto spesso ¢ negativo (per esempio,
quando i due indicatori sono entrambi costi o entrambi benefici). In parole povere,
la definizione ipotizza di partire da un impatto f, modificare leggermente il valore
dell’indicatore f; e determinare la corrispondente variazione dell’indicatore fs che
permette di rimanere sulla curva di indifferenza inizialdﬂ

Si possono dare tre espressioni diverse, ma equivalenti, del tasso marginale di
sostituzione. La prima non & particolarmente significativa, ma & utile per ricavare
le altre due. Supponiamo che le curve di indifferenza siano degli archi regolari e
rappresentiamole in modo parametrico:

fi=fi(a)
Jo= f2 ()

Le variazioni df; e dfs usate nella definizione di Ai5 (f) corrispondono a una
variazione da del parametro; in questo modo, infatti, & garantito che 'impatto

6Per problemi con pilt di due indicatori, si definisce un tasso di sostituzione \;s (f) per ogni
coppia di indicatori (,1), che viene calcolato ipotizzando che tutti gli altri indicatori rimangano
costanti mentre si fanno variare f; e fjr.
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rimanga sulla curva di indifferenza.

dfo
— oy 2 (F0f) o felatda) = fole)  da

A (f) = lim e T et ea) = i) dﬁ (43)
do

Osservazione 2 Dall’Equazione (4.3 deriva immediatamente che i tassi di so-
stituzione marginali di f1 rispetto a fo e di fo rispetto a f1 sono reciproci ['uno
dell’altro:

df ah
A2 (f)=-— gﬁ e o1 (f) = — gg = Ao (f) = )\211(f) per ogni f € F
da do

Vediamo ora altre due possibili espressioni del tasso marginale di sostituzione.

Tasso di sostituzione e funzione di utilitd Lungo una curva di indifferenza,
la funzione di utilita & costante: u (f («)) = ¢ per ogni «. Quindi, ha derivata nulla
rispetto ad a:

d 0w
ulhlefale) o, Dudh Dy do O
da df2
Dall’Equazione 7 risulta quindi che:
du
A2 (f) = g{; (4.4)
f

cioe il tasso marginale di sostituzione di f; con f € il rapporto delle derivate parziali
dell’utilita rispetto a f1 e fo. Se l'utilita dipende molto da f; e poco da fo, il tasso
di sostituzione € alto, cioé occorre una forte variazione di fo per compensarne una

piccola di flm

Tasso di sostituzione e curve di indifferenza Se le curve di indifferenza sono
invertibili, allora ad ogni valore del parametro « corrisponde un diverso valore di f;
e di f3 e si puo definire la funzione a = « (f1), da cui deriva un’espressione esplicita
f2 = fa(a(f1)) per la curva di indifferenza. La derivata di tale espressione &

df2
dfs _dprdo_ da
df1 N da dfl N @
da
da cui
_df
dfx
cioe il tasso marginale di sostituzione ¢ la pendenza delle curve di indifferenza
cambiata di segno.

A12 (f) = (4'5)

7L’Equazione (4.4) vale anche quando ci sono p > 3 indicatori, dato che si definisce il tasso di
sostituzione mantenendo tutti gli indicatori costanti tranne due.
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4.8.7 Additivita e tasso di sostituzione

Torniamo al problema di quali relazioni di preferenza con p = 2 indicatori siano
additive. Combinando due valori distinti per I'indicatore f; (rispettivamente, f e

") e due valori distinti per I'indicatore fo (f5 e f4), si possono costruire quattro
impatti diversi. In generale, i tassi marginali di sostituzione A1 in questi quattro

impatti sono del tutto generici. Tuttavia, puo avvenire che siano legati fra loro.

Definizione 10 Si dice regolarita degli incrementi la proprieta per cui:
Ma(f1s f) Mz (1 15) = Mz (f1s f3) M2 (f1, f5)

per ogni quaterna di impatti (f1, f2), (f1, f2), (f{'s f2), (f1, f5) € F.

Per qualsiasi rettangolo in F', la regolarita degli incrementi richiede che i tassi
marginali nei vertici opposti abbiano lo stesso prodotto. Il nome di questa proprieta
risulta ovvio se si esprime la relazione nei seguenti modi, del tutto equivalenti:

AL L) _ ALY AL L) _ AU f2)

XU NI S NULE) T AUT )

cioe, quando si passa da f] a f{, il tasso di sostituzione varia dello stesso fattore
moltiplicativo qualunque sia il valore di fo; analogamente, quando si passa da f4 a
4, il tasso di sostituzione varia dello stesso fattore moltiplicativo qualunque sia f.

La Figura[f.9]illustra la relazione: nei quattro punti P, Q, R e S i tassi marginali
di sostituzione sono, rispettivamente, —a/c, —b/c, —a/d e —b/d. 1l prodotto dei tassi
in PeS ¢ab/cd, e coincide col prodotto dei tassi nei punti @ e R. Infatti, passando
da P a @ il tasso di sostituzione cambia di un fattore moltiplicativo pari a b/a;
passando da R a S i due tassi di sostituzione sono ancora diversi, ma legati dallo
stesso fattore moltiplicativo b/a. Lo stesso succede muovendosi lungo I'asse fa, cioe
daPaRedaQal.

Figura 4.9: Vale la regolarita degli incrementi: il rapporto fra le variazioni di f; e
f1 va crescendo al crescere di f; in modo regolare (indipendente da f1) e va calando
al crescere di f2 in modo regolare (indipendente da f5)
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Esempio 20 Riprendiamo la relazione di preferenza della Figura[{.8:
(2,2) < (2,1) < (1,2) < (2,0) ~ (1,1) ~ (0,2) < (1,0) ~ (0,1) < (0,0)

che gode della mutua indipendenza preferenziale, ma non dell’additivita. Conside-
riamo i quattro punti (1,0), (2,0), (1,1) e (2,1): nei primi tre il tasso di sostituzione
¢ unitario (per bilanciare un calo unitario di f1 occorre una crescita unitaria di fo;
in (2,1), invece, il tasso di sostituzione é strettamente maggiore di 1 (per bilanciare
un calo unitario di fi non basta una crescita unitaria di f2). Quindi non vale la
regolarita degli incrementi.

Esempio 21 Consideriamo invece la relazione di preferenza le cui curve di in-
differenza sono descritte in Figura [[.6 con la funzione di utilita di Cobb-Douglas
u(fr, f2) = f2f3. Il tasso di sostituzione é:

ou

af;, 2ff3 2
S s M

of

per cui vale la condizione di regolarita degli incrementi:

2f'l 2f// Qf/ 2]0//
A ! / A 1"eopny 2 2 _ 2 2
12(f17f2) 12( 19 2) 3f{3f{/ 3f{/ 3]0{

Infatti, tale relazione é esprimibile anche con una funzione di utilita additiva, come
si € visto.

= A12 (f{»fé/) A12 ( {/’fé)

Ora esploriamo la relazione fra regolarita degli incrementi e additivita.

Teorema 9 Se una relazione di preferenza ammette una funzione di utilita additi-
va, essa gode della regolarita degli incrementi rispetto a ogni coppia di indicatorsi.

Dimostrazione. Si tratta ancora una volta di applicare la definizione:

ou Ou
a / 6 12
A2(f1, fo) Mz (f1 f2) = 8{; 8{11
ofy 0fy

Siccome u (f1, f2) = u1 (f1) +u2 (f2):

8u1 6U1 6’&1 8U1

of, of _ of  off
Y "oy 1. 1 _ 1. 1
A2(f1, fo) M2 (1, f3) = Ous Ous ~ Ous Oug

ofy off  off  of;
e passando nuovamente alla funzione u (f1, f2) si ottiene:

ou Ou

af! W
Mol e (1 13) = 900 0T (1 15)ha (11 15)

afy 0f;

Quindi la regolarita degli incrementi ¢ necessaria all’additivita. Ci si puo ora
chiedere se non sia anche sufficiente, almeno sotto opportune condizioni. La risposta
& positiva, proprio nel caso che ci mancava.
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Teorema 10 Se p = 2 e se vale la regolarita degli incrementi fra i due indicatori,
esiste una funzione di utilita additiva.

Esempio 22 Le funzioni di Cobb-Douglas godono della regolarita degli incrementi
nonostante non siano funzioni di utilita additive. Tuttavia, esse sono equivalenti alle
funzioni additive v’ (f) = Y., aylog fi, ottenute con la semplice trasformazione

u' (f) = logu (f).

Tasso marginale di sostituzione uniforme

Un caso particolare notevole che gode della regolarita degli incrementi & quello in
cui il tasso marginale di sostituzione non dipende da f, ma & uniforme (A12 (f) = \),
cioé in cui il decisore & sempre disposto a sostituire un’unita di f; con X\ unita di
f2. In tal caso, esiste la funzione di utilita additiva:

u(f1, f2) = wifi +wafo

e il tasso marginale di sostituzione ¢ A\js = —. In questo caso, le curve di
w2

indifferenza sono dei fasci di rette parallele.

4.8.8 Costruzione di una funzione di utilita additiva

Supponiamo che la teoria garantisca l’esistenza di una funzione di utilita additiva
w(f) =>71_, w (f1). Tuttavia, essa non fornisce i termini u,; (f;) e non basta trovare
generiche funzioni di utilita valide per ciascun attributo; bisogna anche combinarle
correttamente. Il procedimento per farlo si puo scomporre in due fasi:

1. costruire funzioni 4; (f;) che rispettino la regolarita degli incrementi, ma non
specifichino la scala assoluta dei valori di utilita;

2. valutare i tassi di sostituzione, in modo da riscalare le funzioni #; prima di
sommarle.

In altre parole, prima si determinano delle funzioni @, (f;) che assumono valori
relativi a ciascun indicatore; poi si determinano dei coefficienti w; per riscalarle
prima di sommarle:

w(f) =Y wid (fi)
=1

dove i coefficienti w; danno luogo a una combinazione convessa: w; > 0 per ogni
le Pe) ) ,w =1. In genere, le funzioni @ (f;) sono normalizzate, cioé assumono
valori che:

1. sono numeri puri, adimensionali;
2. cadono nell’intervallo [0, 1].

Il vantaggio principale di tali funzioni ¢ che rimuovono la scala, cioe il valore di
origine (offset) e l'unita della misura.

Metodo della frazione media

Costruire una funzione utilita per un impatto monodimensionale (F' C R) ¢ molto
piu semplice che farlo per un impatto multidimensionale. Si tratta infatti solo
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di confrontare coppie di numeri e chiedersi quale dei due sia migliore: puo essere
noioso, ma non e impossibile rispondere in maniera coerente a tutte le domande
necessarie.

Tuttavia la funzione che vogliamo costruire deve rispettare una condizione piu
forte della semplice richiesta di ordinare gli impatti. Vogliamo che la differenza
fra le utilita di impatti diversi misuri la forza della relativa preferenza: impatti
quasi indifferenti devono avere valori di utilita molto simili anche se il valore degli
indicatori € molto diverso; viceversa, impatti preferenzialmente ben distinti devono
avere valori di utilita molto diversi anche se il valore degli indicatori € simile.

Il metodo della frazione media costruisce una simile funzione in modo dicotomi-
co, per dimezzamenti successivi. Supponiamo di dover regolare il condizionamento
di una stanza, e concentriamoci in particolare sulla temperatura. Essa non e né
un costo né un beneficio, dato che si preferisce un valore né troppo alto né trop-
po basso. Anzi tutto, occorre determinare la proiezione sull’asse f1 (temperatura)
dell’insieme degli impatti F' fissando i valori estremi (per esempio, fra f = 16 e
f = 30 gradi). A questo punto, chiedere a un decisore di assegnare direttamente
valori di utilita a tutti gli impatti in F' richiederebbe un ottimismo eccessivo nelle
capacita umane: otterremmo i numeri del lotto. D’altra parte, se la preferenza € un
ordine debole e gli impatti non formano sequenze infinite via via preferibili (molto
rare in pratica), il decisore & certamente in grado di indicare gli impatti ottimi e
pessimi, cioe le temperature corrispondenti all’utilitd massima e minima. Alle tem-
perature pessime (che possono essere pitt d’una) si associa convenzionalmente un
valore di utilita pari a 0, mentre a quelle ottime un valore pari a 1. Per esempio,
sia 4 (30) = 0 e u(22) = 1. Per poter procedere, supponiamo che il decisore sia
in grado di indicare impatti esattamente intermedi fra fra quelli estremi. Questo
& piu forte che chiedergli di ordinare gli impatti, ma piu debole che chiedergli di
assegnare valori assoluti di utilita. Agli impatti intermedi fra pessimi e ottimi as-
segniamo valore 0.5. Supponiamo che egli indichi u (27) = « (18) = 0.5. Il processo
puo ora continuare chiedendo di indicare impatti intermedi fra 'ottimo e gli impatti
intermedi e assegnando loro valore 0.75. Agli impatti a meta strada fra i pessimi e
quelli intermedi assegniamo valore 0.25, e cosi via, dimezzando progressivamente gli
intervalli di utilita (0.125, 0.375, 0.625, 0.875...) Quando si ¢ ottenuto un numero
di punti sufficiente, si tenta I'interpolazione con un’espressione analitica @ (f) tratta
da un’opportuna famiglia di funzioni.

Utilita proporzionale all’indicatore

Nel caso di indicatori che rappresentino benefici, a volte si puo ipotizzare che 1'uti-
lita cresca uniformemente con il valore dell’indicatore stesso. Un modo comune di
generare una funzione di utilita normalizzata @ : F' — R allora ¢ il seguente:

f—min f (z)

a(f) =

max f (x) — min f (x
max f (z) — min f (z)

Per indicatori che rappresentano costi, si puo fare lo stesso, tenendo conto
dell’andamento inverso:

max f («) — f

~ o zeX
D)= i £ (@)~ min £ @)

Esempio 23 Consideriamo il problema del viaggio con due indicatori (tempo e
costo) discusso nell’Esempio 77 del Capitolo @ Ipotizziamo che lutilita sia additiva
e abbia una dipendenza lineare sia dal tempo sia dal costo.
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f1 (ore)  fo (Euro) | @ Us
Treno 5.5 100 0.00 1.00
Auto 4.0 150 0.33 0.83
Aereo 1.0 300 1.00 0.33
Pullman 5.0 180 0.11 0.73
Taxi 4.0 400 0.33 0.00

Tabella 4.3: Tempi e costi associati a diversi mezzi di trasporto per compiere un
viaggio e loro utilita normalizzate sotto l'ipotesi di utilita additiva e lineare

La Tabella[].3 riporta i valori originali degli indicatori e le corrispondenti utilita
normalizzate per le cinque alternative del problema. Per costruire la funzione di
utilita complessiva del problema restano da determinare i coefficienti w; con i quali
combinare le utilita normalizzate.

Problemi legati alla normalizzazione

Se I'insieme delle soluzioni ¢ infinito o combinatorico, spesso non & banale conoscere
I'impatto pessimo e quello ottimo, dato che si tratta di risolvere dei problemi di
ottimizzazione. Per gestire questa difficolta si possono sostituire i valori estremi
con una stima per difetto del minimo e una stima per eccesso del massimo. Questo
produce ancora una funzione di utilita normalizzata, diversa da quella sopra ripor-
tata in quanto non copre l'intero intervallo [0;1]. Se le stime sono deboli, i valori
di questa utilita normalizzata risultano “compressi” in un intervallo ristretto, il che
puo creare problemi nel momento in cui si volesse combinare la funzione con quelle
relative ad altri indicatori.

A rigore, potrebbero anche non esistere un valore pessimo e un valore ottimo:
la situazione potrebbe degradarsi o migliorare indefinitamente (che non vuol dire
illimitatamente: potrebbe convergere a un valore limite senza mai raggiungerlo). In
questi casi, si possono fissare dei limiti convenzionali, oltre i quali qualsiasi succes-
sivo peggioramento o miglioramento viene trascurato. Per esempio, nel caso delle
concentrazioni di agenti inquinanti, esistera un valore minimo sotto il quale si sup-
pone (in base a indagini storiche, probabilmente) che la concentrazione sia innocua
e un valore massimo sopra il quale la concentrazione ¢ dichiarata del tutto inam-
missibile. La scelta di questi valori, come vedremo, puo influire sul risultato del
processo decisionale.

Si noti anche che 1'utilita normalizzata dipende intrinsecamente dalla definizione
dell’insieme degli impatti F'. Questa puo sembrare un’ovvieta innocua, dato che F'
¢ un dato. Tuttavia, sappiamo che nei problemi decisionali complessi spesso le
alternative non sono tutte note a priori. Nuove alternative, e quindi nuovi impatti,
possono presentarsi in fasi successive del processo di decisione. Se i valori degli
indicatori eccedono il massimo o il minimo su F', I'utilita normalizzata va ricalcolata
e questo puo influire sulle elaborazioni successive. Tuttavia, si possono stabilire
molte altre proprieta su questo punto.

4.8.9 Determinazione dei pesi

Determinate le singole componenti di una funzione di utilita additiva, restano da
determinare i pesi w; con cui combinarle. A tale scopo, occorre conoscere un nu-
mero sufficiente di coppie di impatti indifferenti. Uguagliando le utilita dei due
impatti, si impongono vincoli sui pesi w;. Quando il sistema di vincoli ammette
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una sola soluzione, essa fornisce il valore dei pesi. Questo procedimento ¢ identico
a quello descritto nella Sezione [£.8:2) per le funzioni di utilitd generiche, ma ¢’¢ una
grossa differenza: il sistema di equazioni da risolvere ¢ lineare, anziché generico e
dipendente dalla famiglia di funzioni di utilita scelta. Inoltre, i coefficienti w; hanno
un significato molto piu intuitivo dei parametri «,. richiesti dal metodo generale.

La matrice dei confronti a coppie

Se le funzioni di utilita @; ( f;) sono state stimate correttamente, la funzione comples-
siva u (f) ha una caratteristica particolarmente utile. Le curve di indifferenza nello
spazio degli indicatori f sono curve generiche, ma le loro immagini nello spazio delle
funzioni di utilita 4; sono linee rette. Questo perché le trasformazioni 4; = @ (f;)
distorcono opportunamente la scala sugli assi in modo da racchiudere in sé ogni non
linearita e farla sparire.

In base a quest’idea, si possono definire dei tassi marginali di sostituzione Nom
fra le componenti u; della funzione di utilita, anziché fra gli indicatori f;. Questi
tassi di sostituzione sono uniformi e ciascuno coincide col rapporto fra i pesi delle
due componenti:

9u.
5 O _ Wi
N = Ga- =
i

Definizione 11 Definiamo matrice dei confronti a coppie A = {S\lm} la matrice
che contiene tutti i tassi di sostituzione fra le utilita normalizzate.

Un modo molto semplice di determinare ciascun tasso Aim © trovare una coppia
di impatti fra loro indifferenti che abbiano valori diversi per f; e f,, e uguali per tutti
gli altri indicatori. L’equazione che ne uguaglia le utilita lega w; e wy, e permette
di determinare univocamente Ajy, = w;/W,.

In p—1 passi si possono determinare tutti i pesi a meno di un fattore moltiplica-
tivo, che verra determinato dalla condizione di normalizzazione ), w; = 1. Questo
richiede di evitare coppie (I,m) per le quali il tasso marginale di sostituzione sia im-
plicitamente determinato da altri rapporti. Per esempio, una volta che A1 = wy /ws
e Aoz = wy /w3 sono noti, non & pilt necessario determinare A13 = wi /w3, dato che
A3 = wy /wsg = (wy/ws) - (wa/wsz) = A2 )o3. Per evitare tali coppie, ¢ sufficiente
costruire un grafo ausiliario, i cui vertici rappresentano gli attributi e i cui lati rap-
presentano i tassi marginali di sostituzione. Poiché ogni ciclo nel grafo corrisponde
a un sottoinsieme di tassi marginali di sostituzione il cui prodotto & uguale a 1, e
in cui ogni tasso coincide col reciproco del prodotto degli altri, i cicli vanno evitati:
il sottoinsieme di p — 1 tassi da calcolare deve formare un albero ricoprente. Il
seguente esempio applica questo procedimento.

Esempio 24 Si supponga che interviste con il decisore abbiano stabilito la vali-
dita dell’ipotesi di mutua indipendenza preferenziale per un problema con quattro
attributi e che si siano determinate con il metodo della frazione media le sequenti
funzioni di utilita normalizzate per i singoli attributi:

1 1) . logy fo — 2
g = —22 =

-1 S , con fa € (4;1024)

~ 1
u1:2f1+§, conf1€<

- 20— fs

. R
T N

, con f3 € (5;20) 1y 5 con fa € (0;36)
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Infine, si supponga che si siano individuate le sequenti p — 1 = 3 coppie di impatti
indifferenti:

1
A=(0,8,10,9) ~ B = (4,8, 1074)

C- <—i,256,10,0> ~D= (—i,256,20,16>

1
E=(0,4,5,25) ~ F = (—476475725)

Si noti che si sono scelte coppie di impatti che differiscono solo per due dei quattro
indicatori: A e B differiscono per il primo e quarto indicatore, C' e D per il terzo e

quarto, E e F per i primi due. Questo non & rigorosamente necessario, ma facilita
1 calcolr.

Anzi tutto, dobbiamo convertire gli impatti nelle corrispondenti funzioni di uti-

lita.
io (L 121y . (121
upg = 278’372 up = ’8)373
- 3 2 N 3 2
uc = (0747370) Up = (0747073)

1 5 1 )
U = —_ O 1 77 — 0 — 1 —
Ug (27 ) a6> up ( 727 76)

L’additivita consente di esprimere l'utilita complessiva come combinazione con-
vessa delle singole componenti:

U = Wil + Wally + w3tz + Wally

da cui le tre uguaglianze

1 1 2 1 1 ) 1
’LL(A) = U(B) = 5’&11 + é’LUQ + §w3 —+ 5’[1}4 = lwl —+ ng + gw?, + §W4

3 2 3 2
u(C’):u(D)é0w1+1w2+§w3+0w4:Ow1+1w2+0w3+§w4 =

1 5 1 5
u(E)=u(F)= §w1 +Ow2+1w3—|—6w4:0w1+§w2+1w3+6w4

1 1

6T 2™

9 wy = 311)1
= 3Ws = g = W3 = Wy

1 1 wi = W

PRSI

Avendo scelto gli impatti in modo che solo due indicatori differissero, le uguaglianze
legano due pesi alla volta. In questo modo, ne determinano i tassi di sostituzione
S\Zm = wi/wm. Per esempio, 5\41 = 3. Si noti come il peso wy sia superiore al
peso w1, suggerendo che lutilita iy sia piu rilevante dell’utilita w,. Infatti, pas-
sando dall’impatto A all’impatto B, l'utilita G4 varia poco rispetto all’utilita @,. Se
considerassimo direttamente gli indicatori fy e f1, vedremmo esattamente I’opposto
(f1 cambia molto rispetto a f1), ma gli indicatori dipendono dalle unita di misura
e influenzano 'utilita in modo diverso in impatti diversi.
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Le uguaglianze determinate dalle coppie di impatti indifferenti permettono di
calcolare i pesi, aggiungendo la condizione di normalizzazione:

1
wl+U/2+U)3+U)4:1:>'LU2+1U2+3U)2+3U12:1éw2:§

da cui

La matrice dei confronti a coppie ¢ formata dai rapporti w;/w,, dei pesi delle
utilita normalizzate, e quindi gode necessariamente delle seguenti proprieta:

1. positivita: i tassi di sostituzione fra utilita normalizzate sono sempre positivi
Nim > 0 per ogni [, m € P

2. reciprocita: il tasso di sostituzione di una utilita normalizzata rispetto a
un’altra e il reciproco del tasso della seconda rispetto alla prima

5\lm =

per ogni [, m € P

>
—

ml

3. coerenza: due tassi di sostituzione con indici “in sequenza” determinano il
terzo
Ain = NimAmn  Per ogni l,m,n € P

La definizione costruisce gli elementi della matrice A a partire dai pesi. Nella
pratica avviene il contrario: gli elementi della matrice si misurano empiricamente
come descritto nell’esempio, mentre i pesi sono incogniti e vanno ricostruiti a partire
dai primi. Le seguenti proprieta consentono di farlo senza risolvere un sistema di
equazioni lineari.

Proposizione 1 La matrice A ha:

e rango 1 e p— 1 autovalori nulli;

e una diagonale principale di elementi unitari e un autovalore dominante p™** =
Dy

max

e un autovettore dominante x proporzionale al vettore dei pesi.

Dimostrazione. Il rapporto fra elementi corrispondenti delle colonne m e n e S\mn,
uguale per tutti gli elementi. Infatti, la coerenza implica:

— = an per ogni [l € P

>\lm
Siccome le colonne sono tutte proporzionali, il rango della matrice & 1. Inoltre,
esso coincide con il numero di autovalori non nulli, per cui quelli nulli sono p — 1.
L’autovalore dominante p™?* coincide quindi con la somma di tutti gli autovalori,
che a sua volta coincide con la traccia della matrice, ovvero la somma dei p elementi
della diagonale principale. Questi sono tutti unitari, perché la reciprocita impone
A? =1 e la positivita vieta la soluzione negativa. Infine, I'autovettore dominante
™2 risolve 'equazione:

Axmax: max, .max _ Wi max

T = px;"™ per ogni l € P =
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pmax 1 p max
l—:fz ™ — per ogni [ € P
Wi pm:l Wm

max 2

per cui z"* /w; non dipende da I: il vettore z € proporzionale a w. ®

Osservazione 3 Per trovare il vettore dei pesi w, mon é mecessario determinare
Uautovettore dominante: basta normalizzare qualsiasi colonna di A.

Dimostrazione.
wy
Alm Wn, wy
= = = wj

P P w; )

> Am D w;

=1 i=1 Wm i=1
n

Il procedimento che ricava i pesi normalizzando gli elementi della colonna [
corrisponde a usare un albero ricoprente costituito da una stella centrata nel vertice
corrispondente all’indicatore fj.

Esempio 25 A un decisore € stato chiesto di indicare i tassi di sostituzione fra tre
funzioni di utilita normalizzata @1, ue e U3. Le sue risposte portano alla sequente
matrice.

Uy U

U3

w [ 1 2 6

A= ay|1/2 1 3
is | 1/6 1/3 1

Si puo verificare che la matrice é positiva, reciproca e coerente. Quindi, € pos-
sibile costruire a partire da essa una funzione di utilita additiva u = Zle wyug. 11

vettore dei pesi ¢ w = [0.6 0.3 0.1]Ti e coincide, a meno di una costante moltiplica-
tiva, con ciascuna delle colonne di A (la costante é6/10 per la prima colonna, 3/10
per la seconda e 1/10 per la terza).

Studiando il polinomio caratteristico di A

uw—1 =2 —6
% 3
‘MI—A‘: -1/2 p-1 =3 |=@-1)"-1-1-(p-)=(p-1)—-(p—-1) =
~1/6 —1/3 pu—1
=P =3t +3u—1—-1—-1-3pu+3=p>—3u%=p%(u—3)

st verifica che due autovalori sono nulli e quello dominante é pari a p = 3. L’auto-
vettore corrispondente risolve il sistema di equazioni:

5 3—-1 —2 —6 T 2£E1 — 2582 — 6563
(3I—A)x:O:> “1/2 3-1 -3 v | = | —1/201+ 220 — 323 | =0
—1/6 —1/3 3—1 T3 —1/6%1—1/31’2+2$3

ed é proporzionale al vettore dei pesi w.

4.8.10 Il procedimento in sintesi

Per riassumere, il procedimento di determinazione della funzione di utilita si articola
nei seguenti passi:
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1. si intervista il decisore per capire se vale la mutua indipendenza preferenziale
(chiedendogli di confrontare diverse coppie di indicatori con il sottoinsieme
complementare);

2. in caso positivo, ci si concentra su ciascun attributo, fissando gli altri a un va-
lore qualsiasi, e si costruisce una componente monodimensionale della funzione
utilitd con un metodo che rispetti ’entita dei divari di preferenza;

3. si determinano i pesi con i quali combinare tali funzioni, campionando gli
impatti fino a trovare un numero sufficiente di coppie di impatti indifferenti;

4. si verifica a posteriori che la funzione utilita ottenuta sia valida testandola su
impatti non utilizzati in precedenza.

In qualsiasi momento, puo essere necessario tornare indietro a correggere le singole
funzioni componenti, oppure addirittura falsificare 'ipotesi di additivita, nel qual
caso l'intero procedimento viene invalidato.
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4.9 Esercizi

Esercizio 1

Un centro sociale cerca una nuova sede: esistono quattro alternative (A, B, C e
D) oltre all’alternativa 0 (restare nella sede attuale). Si & stabilito che la scelta tra
le cinque alternative debba essere definitiva e che sara fatta in base a tre fattori:
spazi, accessibilita e prestigio. La tabella seguente fornisce i valori degli indicatori
associati a ciascuna alternativa, che vanno considerati come benefici.

Indicatori ‘ A B (C D 0
Spazi 90 90 90 0 100
Accessibilita, | 12 13 100 100 37
Prestigio 30 O 5 100 10

Si ordinino le alternative con:

il metodo lessicografico rispetto alla sequenza P = (2,3,1);

il metodo lessicografico con livelli di aspirazione rispetto alla sequenza P =
(2,3,1) con livelli ¢ =5 e €5 = 10;

il metodo del punto utopia con la distanza di Manhattan;

la funzione di utilitd u (f) = w1 f1 +wa fo +ws f3 con pesi ottenuti supponendo
che (50, 100,0) ~ (50,20,40) e (40, 60, 20) ~ (60, 40, 20).

Per ciascuno dei casi precedenti, si costruisca anche il conto di Borda associato.

Soluzione

Il metodo lessicografico ordina tutte le alternative rispetto al primo indicatore nella
sequenza data. I casi di parita si risolvono considerando il secondo indicatore, poi
il terzo, e cosi via. Contrariamente all’ipotesi fatta nella Sezione gli indicatori
qui vanno considerati come benefici, anziché costi. Nel caso specifico, I'indicatore
2 produce l'ordinamento non totale C ~ D < 0 < B < A. Con lindicatore
3 si possono ordinare le alternative equivalenti, ottenendo l'ordinamento totale:
D < C <0< B < A. 1l corrispondente conto di Borda &: B(A) = 1 (perché A
¢ debolmente preferita solo a sé stessa), B(B) = 2 (B ¢ debolmente preferita a sé
stessa e ad A), B(C) =4, B(D) =5e B(0) = 3.

Trattandosi di benefici, i livelli di aspirazione indicati richiedono che sia f (z) >
€1 € f3(x) > e3. Questo elimina le alternative B e C' perché insoddisfacenti rispetto
a €3 e alternativa D perché insoddisfacente rispetto a €;. L’ordinamento lessico-
grafico delle alternative rimanenti & determinato dal solo secondo indicatore ed é:
0 < A. 1 corrispondente conto di Borda &: B(A4) =1 e B(0) = 2.

Il punto utopia per il problema dato ¢ f° = (100,100,100). Le distanze di
Manhattan per le alternative sono riportate nella seguente tabella.

A B C D 0
Distanza | 168 197 105 100 153

Per esempio, la distanza di A da f° e d(A, f°) = |90 — 100|+|12 — 100|+|30 — 100| =
10 + 88 + 70 = 168. Di conseguenza, I'ordinamento delle alternative ¢ D < C' <
0 < A < B, dato che le alternative migliori sono quelle a distanza minore dal punto
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utopia. Il corrispondente conto di Borda ¢&: B(A) = 2, B(B) = 1, B(C) = 4,
B(D)=5¢ B(0) =3.

In teoria, le componenti della funzione di utilita dovrebbero essere normalizzate
prima di combinarle, ma il testo non lo richiede, probabilmente perché i valori ripor-
tati nella tabella sono gia normalizzati. Che siano normalizzati fra 0 e 100 anziché
fra 0 e 1 ovviamente non cambia nulla. Le due coppie di impatti indifferenti sono
sufficienti (e strettamente necessarie) a determinare i pesi, insieme alla condizione
di normalizzazione dei pesi stessi:

u (50,100,0) = u (50, 20, 40) 50wy 4+ 100wy 4+ Owsz = 50w, + 20w, + 40ws
u (40, 60,20) = u (60,40,20) = ¢ 40w, + 60wz + 20ws = 60w + 40wq + 20ws
wy, +wy +wg =1 wy +we +wg =1
da cui
100ws = 20wy + 40ws 2wy = w3
40wy + 60wy = 60w; + 40wy = { Wy = Wy
U)1+U}2+ZU3:1 ’(1)1+’U)2+’IU3:1

che implica w3 = 2wy, wy = wy e wy + wy + 2wy = 1, cloe w; = wy = 1/4 e
wsg = 1/2. La tabella seguente riporta i valori della funzione di utilita per tutte le
alternative.

| A B C D 0
w | 405 2575 50 75 39.25

Per esempio, u (f(A)) =1/4-90+1/4-12+2/4-30 = 162/4. Di conseguenza,
l'ordinamento delle alternative ¢ D < C < A < 0 < B. 1l corrispondente conto di
Borda &: B(A) =3, B(B) =1, B(C) =4, B(D) =5 e B(0) = 2. Sinoti che il
conto di Borda e la funzione di utilita u sono equivalenti, anche se la trasformazione
che le lega non ha una semplice espressione analitica.

Esercizio 2

Dato il problema

min f;(z) = 2% — 4a

min fo(z) = —2?

0<xr<3

si determini e rappresenti il punto utopia U nello spazio degli obiettivi e si dica quale
fra le soluzioni ' = 0 e "/ = 1 & preferibile in base alle distanze L; (Manhattan),
Lo (euclidea) e Lo, da U.

Soluzione

Per determinare il punto utopia, bisogna risolvere separatamente i problemi min f;(z) =
22 —4z con 0 < x < 3 e min falz) = —22 con 0 < z < 3. Siccome sono problemi in
una sola variabile, si assume che lo studente li sappia risolvere, ottenendo fy = —4
(per z =2) e f§ = =9 (per = 3). Quindi, il punto utopia & f° = (—4,—9).

Gli impatti corrispondenti a 2’ e '’ sono f (z') = (0,0) e f (z") = (=3,-1). Le
distanze indicate nel testo sono riportate nella tabella seguente.
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Distanza da f° | f(z/) f(s")

L 13 9
Ly VT V65
Lo 9 8

Per tutte e tre le distanze, la soluzione preferibile & z”.

Esercizio 3
Si consideri il problema:

min fi(z) = 23 + 235 — 22,
min fa(z) = —x2

o3+ 4a3 <8

x1 — 219 >0

si indichi la soluzione preferita da un decisore con preferenza lessicografica determi-
nata dalla sequenza di indici P = (2,1).

Si riapplichi il metodo assumendo un livello di aspirazione pari a ¢; = 1/4.

Si determini il punto utopia U e la soluzione preferita in base alle distanze di
Manhattan (L1), euclidea (Lz2) e L1 non nell’intera regione ammissibile, ma solo
fra le seguenti tre alternative: A = (0,0), B=(2,1/2) e C = (1/2,1).

Soluzione

Il problema va risolto graficamente oppure applicando le tecniche descritte nel
Capitolo 5} La Figura mostra la regione ammissibile X.

FIGURA DA AGGIUNGERE: ELLISSE CENTRATA NELL’ORIGINE CON
SEMIASSI 2v2 E /2, RETTA PASSANTE PER L’ORIGINE CON PENDENZA
2, fi PUNTA VERSO (1,0), f» VERSO L’ALTO

Figura 4.10: Regione ammissibile per il problema dell’Esercizio 3

Il metodo lessicografico ordina totalmente gli indicatori e determina tutte le
soluzioni ottime rispetto al primo indicatore. In questo caso, min fo(z) = —a9
corrisponde a massimizzare xs. Graficamente, si ottiene un solo punto di ottimo
globale: 2° = C = (1/2,1), quindi non occorre procedere a ottimizzare f;(z)
nell’insieme X35.

Il metodo con livelli di aspirazione aggiunge al problema vincoli che garantiscono
valori accettabili per gli indicatori secondari. Siccome f; va minimizzata, il vincolo
relativo & f1(z) = 22 + 22 — 221 < €; = 1/4, che si pud riscrivere come (21 — 1)% +
23 < 1/4, e quindi impone alle soluzioni di avere distanza non superiore a 1/2 dal
punto (1,0).

Il punto utopia si ottiene ottimizzando separatamente gli indicatori. I due valori
ottimi sono f{ = 1, ottenuto in (1/2,1), e f§ = —1, ottenuto in (1,0). In realta,
non e necessario calcolare il punto di ottimo: basta il valore ottimo, perché il punto
utopia ¢ nello spazio degli indicatori. Quindi il punto utopia ¢ U = (—1,—1). Le
tre soluzioni indicate nel testo generano i seguenti impatti: f (4) = (0,0), f (B) =
(1/4,-1/2) e f(C) = (1/2,1). Le loro distanze dal punto utopia sono riportate
nella tabella seguente.
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Distanza da f° | f(4) f(B) [f(C)

L 2 7/4 2
Ly V2 V29/4 2
Loo 1 5/4 2

La soluzione preferita ¢ B per Ly e Lo, A per L.

Esercizio 4

La tabella seguente rappresenta le prestazioni di cinque alternative rispetto a quat-
tro criteri decisionali (tutti da massimizzare), in una scala di valori tra 0 e 100.

‘ ai az as aq as
fi | 100 100 100 40 20
fo| 60 45 40 100 80
fz | 60 25 20 80 100
fa | 20 100 100 50 40

Si risolva il problema rispetto alla preferenza lessicografica con ordinamento degli
indicatori dato dalla sequenza P = (1,4, 3,2)

Si risolva nuovamente il problema applicando i seguenti livelli di aspirazione:
('f4:307 63:30662:30.

Date curve di indifferenza che ammettono l'espressione fy = ¢ — f1 — fo —
f3, determinare una funzione di utilita additiva normalizzata e, in base ad essa,
determinare la soluzione preferita.

Soluzione

L’indicatore f; e inteso come beneficio, contrariamente all’ipotesi fatta nella Se-
zione Rispetto ad esso, le alternative seguono l'ordinamento: a; ~ as ~
a3 < ag < as. Questo ordinamento si puo raffinare considerando prima l'indica-
tore fq (ag ~ asz < ay) e poi lindicatore f3 (az < as), ottenendo l'ordinamento
lessicografico: as < az < a1 < a4 < as.

I livelli di aspirazione impongono i seguenti vincoli: fy > €4 = 30, f3 > €3 =30
e fa > eg = 30, cancellando le soluzioni ay, as e az. Questo genera I'ordinamento:
aq4 < as.

Le curve (ipersuperfici) di indifferenza date implicano che f1 + fo + f3+ f4 = c.
Siccome per definizione una curva di indifferenza e 'insieme di impatti dove la
funzione di utilitd assume un valore costante, si puo scrivere u (f) = f1+ fo+ fs+ f4,
che ¢ gia additiva. Per normalizzare questa espressione, basta normalizzare i pesi
delle singole componenti, che inizialmente sono tutti uguali: u (f) = >-7_, w; f; con
7wy = 1. Siccome w; = w per ogni | € P, si ha w; = 1/4, dunque

1 1 1 1
u(f)= Zfl + zfz + 1f3+ Zf4
Questa funzione determina i seguenti valori di utilita per le alternative:

a1 ay  ag  ay  as
u(f(a)) | 60 6125 65 675 60

per cui 'ordinamento € a4 < a3z < az < a1 ~ as.
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Esercizio 5
Dato il seguente problema di decisione:

max f1(x) = x1 — 329
max fo(z) = —4x1 + 29
—2x1+ 229 <7
2r1 + 229 < 11
1 <4
x1,w2 20

si determini la soluzione ottima supponendo che il decisore dichiari un tasso margi-
nale di sostituzione uniforme di 4 unita di f; per 1 unita di fs.

Soluzione

1l tasso marginale di sostituzione fra due indicatori € il rapporto fra la variazione del
secondo indicatore e quella corrispondente del primo lungo una curva di indifferenza
(tenendo costanti gli eventuali altri indicatori presenti). Nel caso specifico, quindi,
¢ 12 = 1/4. Un tasso uniforme corrisponde a una funzione di utilita lineare u (f) =

a a PN
w1 f1 + wa fo con ,ulngul 8—;{2,(:106
ou
i o w1
125 B0 T oo T 1
o, 2

da cui wy = 4w;. La condizione di normalizzazione wy +ws = 1 implica wy; = 1/5 e
we = 4/5, cioe u (f) = f1 + 4f2. Graficamente, si pud ottenere la soluzione ottima
z* = (0,7/2).

Esercizio 6

Dato il problema:

si determini il punto utopia, considerando indipendenti i due indicatori.

Si determini la soluzione ottima rispetto a una funzione di utilita additiva, la
cui componente associata a fi(x) é:

1()7;% per 0 < f1 <200

0 per f1 > 200

U (fl) =

(cioe decresce linearmente fino ad annullarsi per f; = 200 e poi rimane costante),
mentre quella associata a fs coincide con il valore stesso di fs. Le due componenti
hanno lo stesso peso.

Soluzione

Considerando i due indicatori come indipendenti, il punto utopia corrisponde al
valore ammissibile minimo per f; e massimo per fs, dunque f° = (0, 10).
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Per trattare la funzione di utilita indicata, conviene risolvere separatamente il
problema nelle due parti in cui la sua definizione divide la regione ammissibile:

e per fi(z) = 22 + 22 > 200, la funzione di utilita vale:

1 1 1 1
u(z) = Fu (x) + SU2 (x) = §-O+ 522
che ha valore massimo in x2 = 10 (e z; qualsiasi in [—10, 10]) pari a u (z') = 5;

e per fi(x) = 23 + 23 < 200, la funzione di utilita vale:

1 1 1 2 1
u(x):§u1 (x)+§u2(x):§ <1 _Z;) +§x2

Siccome 1 non & vincolata in alcun modo, possiamo massimizzare 'utilita
ponendo x1 = 0, ottenendo

2 2 2
L T P2 _ % ( _:vz)
u(x) = 5 <1 >+ 2x2710—|—10x2 10 =10(1—-—

che ha valore massimo in x5 = 2, pari a u (z') = 0.

I punti di ottimo globale sono quindi z; € [—10,10] e 2o = 10.

Esercizio 7
E dato il seguente problema decisionale con tre alternative e quattro indicatori:

Indicatori ‘ ai as as

fi 100 0 20
f 10 10 100
fs 30 80 0

1 60 0 80

Si determini l’alternativa migliore con il metodo lessicografico rispetto alla sequenza
di indicatori P = (2,1, 3,4), considerandoli come costi.

Si riapplichi il metodo introducendo i livelli di aspirazione ¢; = 90, e3 = 85 e
€4 = 70.

Si determini 'alternativa migliore rispetto alla funzione di utilita additiva che
combina componenti pari all’opposto degli indicatori stessi (u; = — f;) oppure dei
loro quadrati (u; = —f7?) con i pesi seguenti: w; = 0.25, we = 0.30, w3 = 0.40 e
wy = 0.05. Per semplicita usiamo utilita non normalizzate.

Soluzione

Il metodo lessicografico usa per prima cosa I’indicatore fo per ordinare le alternative:
a1 ~ as < as. Essendoci alternative equivalenti, usiamo f; per distinguerle: as <
a1. Complessivamente, I'ordinamento finale € as < a1 < as.

Siccome gli indicatori rappresentano costi, i livelli di aspirazione si traducono
nei vincoli: f; < € = 90 (che vieta 'alternativa ay), f3 < e3 =85e fq < €4 = 70
(che vieta Palternativa as). Rimane solo I’alternativa ag: in questo caso, i livelli di
aspirazione non modificano la scelta.

La seguente tabella riporta i valori di utilita per le tre alternative in base alle
due funzioni indicate.
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Utilita ‘ ai a9 as

u(f) =2 cpwifi -43 -35 -39
u(f) =S epwif? | -3070  -2590  -3420

Quindi, la prima funzione determina ’ordinamento as < a3 < a1, mentre la seconda
determina 'ordinamento as < a1 < as.
Esercizio 8
Data la seguente matrice di valutazione:
Indicatori ‘ ai as as

fi 80 20 60
fs 10 90 50

si determini I'ordinamento delle alternative con il metodo del punto utopia usando
le distanze Ly, Ly e Ly e considerando i valori degli indicatori come costi.

Si consideri una funzione di utilita additiva in cui le componenti relative ai due
indicatori sono gli indicatori stessi cambiati di segno. Si determini l'ordinamento
delle alternative normalizzando le due componenti rispetto ai valori estremi assunti
dagli indicatori nella regione ammissibile e combinandole con pesi w1 = 0.7 € wy =
0.3.

Soluzione

11 punto utopia & f° = (20, 10) e le sue distanze dalle alternative sono indicate nella
tabella seguente.

Distanze | a1 as as
Ly 60 80 80
Lo 60 80 56.6
Lo 60 80 40

L’ordinamento delle alternative ¢ quindi:

® a1 < as ~ ag per Lq;

® a3 < ay < ag per Lo e L.

Le componenti normalizzate della funzione di utilita:

glgifl(f) - fi(z)

- max fy(x) — min fi(x)

sono riportate nella tabella seguente:

‘ aq as as
a(x) | 0 1 1/3
dp(x) | 1 0 1/2

per cui le alternative hanno utilita @(a;) = 0.3, @(az) = 0.7 e @(az) = 23/60 = 0.383,
e il loro ordinamento € as < a3z < a.



Capitolo 5

Programmazione Matematica

Questo capitolo tratta la categoria piu semplice dei problemi decisionali:
e il sistema ¢ deterministico, cio¢ ¢’¢ un solo scenario:
Q=A{w}

e, siccome le variabili esogene sono costanti (wy = @g), I'impatto f dipende
solo dall’alternativa x e si puo indicare semplicemente con f (z);

e c’¢ un solo decisore:
D=1

e la relazione di preferenza II ammette una funzione valore conforme nota:

Ju:F—=R:I={(f,fYeFxF:v(f)>v(f)}

Questo tipo di problemi viene trattato soprattutto nella letteratura matematica,
dove prevale 'uso di esprimere la preferenza con una funzione di costo, anziché con
una funzione valore. La differenza & che tale funzione associa agli impatti preferiti
valori inferiori anziché superiori, e va quindi minimizzata, anziché massimizzata.
Siccome si pud definire il costo come l'opposto del valore (¢ = —v), potremmo
formulare il problema come la minimizzazione di ¢(x) = —v (f (z,@)) rispetto a
x € X. Per brevita, indicheremo direttamente con f il costo (che non & in generale
identico all’impatto f: questo € un abuso di notazione), and write:

min f (z)

reX

Faremo anche un’ipotesi aggiuntiva sulla struttura dell’insieme delle soluzioni X,
cioe che esso sia descrivibile attraverso un insieme finito di disuguaglianze:

X={zeR":gj(z)<0perj=1,...,m}

incuig; : X > Reg; € C'(X) per j = 1,...,m, ciot le funzioni g; sono
funzioni a valori reali continue con la loro derivata prima nell’insieme delle soluzioni
ammissibili del problema. Infine, assumeremo che anche la funzione di costo sia
continua con la sua derivata prima nello stesso insieme: f € C1 (X).

Questo insieme di problemi (a volte con ipotesi pitt 0 meno strette sulla con-
tinuitd delle funzioni e delle derivate) vanno sotto I’ampio nome di problemi di
Programmazione Matematica. Il motivo ¢ che descrivere sia la preferenza sia la
regione ammissibile attraverso funzioni a valori reali consente di applicare a questi
problemi decisionali tutto ’armamentario dell’analisi matematica.

113
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5.1 Concetti di base

Definizione 12 Dato un insieme X C R™ e una funzione f : X — R, definiamo
punto di ottimo globale un punto x° € X tale che

f®) < f(x) perognizeX

1)

-

-
|

S
=
o]
=

Figura 5.1: Grafico di una funzione f (z) con la regione ammissibile X e un punto
di ottimo globale z°

La Figura mostra un esempio di funzione definita in un intervallo e dota-
ta di un punto di ottimo globale. Dalle considerazioni della Sezione appare
chiaramente che le soluzioni di un problema decisionale che ricade nel campo della
programmazione matematica sono i punti di ottimo globale. Siccome determinare
tali punti non e facile, consideriamo un secondo insieme di punti, pit ampio, per il
quale & invece possibile sviluppare metodi di calcolo.

Definizione 13 Dato un insieme X C R™ e una funzione f : X — R definiamo
punto di ottimo locale un punto x* € X tale che

Je>0:f(z") < f(z) perognize X NUy .
dove Uy e = {x € R™ : ||l — 2*|| < €} é un intorno di z* di ampiezza e.

Osservazione 4 Un punto di ottimo globale & per definizione anche un punto di
ottimo locale:
X°CX*

La Figura mostra un esempio di funzione definita in un intervallo e dotata di
vari punti di ottimo locale, uno dei quali & anche punto di ottimo globale.

Siccome non esistono metodi generali per trovare X* né X°, cercheremo invece
delle condizioni necessarie per l'ottimalita locale. Queste condizioni individuano
punti candidati a essere punti di ottimo locale, e quindi di ottimo globale. In
questo modo, indeboliamo la richiesta due volte:

Ottimo globale = Ottimo locale = Condizioni di KKT
X° C X* g XKKT

Le condizioni che tratteremo sono dette condizioni di Karush-Kuhn-Tucker (in
breve, condizioni di KKT), dai nomi dei loro scopritoriﬂ

IWilliam Karush (1917-1997) scopri le condizioni nel 1939 nella sua tesi di laurea, senza pub-
blicarle; Harold William Kuhn (1925-2014) e Albert William Tucker (1905-1995) le riscoprirono
nel 1951, quando nessuno ancora conosceva il lavoro di Karush.
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Figura 5.2: Grafico di una funzione f () con la regione ammissibile X e un punto
di ottimo locale z* (gli altri due sono z° e il massimo dell’insieme X)

Procederemo in questo modo:

1. imposteremo le condizioni come sistema di uguaglianze e disuguaglianze;
2. risolveremo il sistema, per ottenere I'insieme X¥XT dei punti candidati;

3. valuteremo uno per uno i punti di X*X7T per conservare solo i migliori.

I punti migliori di X¥K7T forniranno X°. Il metodo richied che X ¥KT sia un insieme

finito o almeno se & descrivibile analiticamente, in modo da poter determinare X°.

Le condizioni di KKT si basano sull’approssimare sia la funzione obiettivo sia
le funzioni che descrivono i vincoli con funzioni lineari delle variabili di decisione, e
dedurne delle condizioni necessarie che tali funzioni approssimanti devono rispettare
in un punto Z dato affinché Z sia un punto di ottimo locale. L’Appendice A richiama
i concetti fondamentali di analisi matematic necessari per seguire la derivazione delle
condizioni di KKT.

5.1.1 Sviluppo in serie di Taylor

Ogni funzione sufficientemente regolare (cioe continua con tutte le sue derivate fino
a un ordine k) si pud approssimare localmente con un polinomio di grado k.

Teorema 11 Sia f € C* (Uz ) una funzione di una variabile © € R. Per ogni
x € Uz, vale lo sviluppo in serie di Taylor:

ke (= .
f (@) = ; : a(x) (x =)' + Ry (x — )
L Ry (v — 7
con fO = f, ) = f per ogni i € NT, e lim Li) =0
dxt T—T ||;L' — j”

La condizione sul limite di Ry significa che errore di approssimazione commesso
considerando solo i primi k£ 4 1 termini, cioe il polinomio di grado k, & piccolo per
T & I, e soprattutto tende a zero piu velocemente di quanto = tenda a Z. Questa
proprieta permettera di ignorare tale errore in molti procedimenti di passaggio al
limite. Noi useremo solo lo sviluppo fino a k = 1; qualsiasi funzione regolare fino al
primo ordine ammette un’approssimazione lineare:

f@)=f@)+f (@)@ —)+ R (lz - 1)
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che si puo generalizzare da funzioni di una sola variabile a funzioni di piu variabili
(z € R™) scrivendo:

f@)=f@) + (V@) (=) + R (o — &) (5.1)

5.1.2 Direzioni

Dato un punto £ € R™, un vettore d € R" si dice direzione se ¢ pensato come un
termine da aggiungere a T per spostarsi in altri punti, modulandone la lunghezza
con un opportuno coefficiente @ in modo da decidere di quanto spostarsi.

Definizione 14 Una direzione ammissibile in & € X & un vettore d € R™ tale che
Ja>0:4+ade X Vace|0;a)

In altre parole, spostandosi da & abbastanza poco (meno di &) in direzione d,
la soluzione raggiunta e sempre ammissibile. La Figura mostra che la stessa
direzione d = [—12]" & ammissibile nel punto (0,2) e inammissibile nel punto
(2,0).

Definizione 15 Una direzione migliorante in & € X per f () é un vettore d € R™
tale che

Ja>0:f(Z+ad) < f(Z) VYae(0;a)

In altre parole, spostandosi da & abbastanza poco (meno di @) in direzione d, la
soluzione raggiunta € sempre strettamente migliore di quella iniziale. Rigerendosi
ancora alla Figura se la funzione obiettivo e f (ac% + :1:%), cioe la distanza (al
quadrato) dall’origine, la direzione d & migliorante nel punto (2,0) e non migliorante
nel punto (0, 2).

Xy

Figura 5.3: Data la funzione obiettivo f (z) = (:c% + x%) e la regione ammissibile
X = {z € R? : 22 + 2% > 4}, la direzione d = [—12]" & ammissibile e non
migliorante nel punto (0, 2), inammissibile e migliorante nel punto (2, 0)
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5.2 Condizioni necessarie di ottimalita locale

Questa sezione introduce una condizione necessaria per I'ottimalita locale, ne deriva
un’intuizione algoritmica su come trovare punti candidati e riformula la condizione
in modo da rendere I'intuizione algoritmica praticamente realizzabile.

Teorema 12 Se T ¢ un punto di ottimo locale e d é una direzione ammissibile in
Z, d non € una direzione migliorante in T.

Dimostrazione. Se Z ¢ un punto di ottimo locale, allora f (z) > f (&) per ogni x €
Uz c N X. Per assurdo, supponiamo che esista una direzione d insieme ammissibile
e migliorante. Allora, esistono @ e as > 0 tali che:

e T+ ade X perogniac [0;a;)
o [(Z+ ad) < f (%) per ogni a € (0; &2)
1

Ora poniamo o = 5 min (¢/ ||d||,@1,a2) > 0 e * = & + ad. Dai tre termini
dell’operatore di minimo deriva che:

o |z—il =|ld]| =a|ld| < Je<e=z €U,
e rxcX
o flx) <f(Z)

ma poiché z € X NU;z . deve essere anche f (z) > f (&), che & un assurdo. m

5.2.1 Un approccio algoritmico
Il Teorema |12 suggerisce un approccio algoritmico (si veda anche la Figura ?77?):

1. considerare tutti i punti ammissibili come candidati: C := X
2. scorrere l'insieme dei punti candidati C;
3. per ogni punto candidato I, scorrere tutte le direzioni ammissibili;

4. per ogni direzione d ammissibile in Z, valutare se la direzione ¢ migliorante
per f(-): se lo &, cancellare Z dall’insieme dei candidati;

5. al termine, scorrere i punti candidati, conservando solo i migliori.

Questo ¢ un finto algoritmo, dato che I'insieme dei punti ammissibili e quello delle
direzioni ammissibili in generale sono infiniti; inoltre, per valutare se una direzione
¢ migliorante, bisogna analizzare la funzione f (Z + ad) su un intero intervallo di
valori di @. E un metodo persino peggiore di quello esaustivo che scorre tutti i
punti ammissibili e conserva i migliori (anch’esso un procedimento infinito). Per
rendere praticabile questo procedimento, bisogna sostituire le varie condizioni che
lo compongono con condizioni calcolabili in un tempo finito. Queste condizioni
dovrebbero essere equivalenti, ma siccome cio non ¢ sempre possibile, bisognera
fare una serie di precisazioni. Le condizioni calcolabili verranno ottenute sfruttando
l’approssimazione lineare della funzione obiettivo f e dei vincoli g; fornita dallo
sviluppo in serie di Taylor.

Prima di far cio, pero, bisogna affrontare un’ulteriore difficolta: ’approccio de-
scritto fallisce completamente in un caso particolare molto importante, cioé quando
il problema ha vincoli di uguaglianza non lineari.
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Algorithm TrovaCandidati(f, X)
XKKT ._ ¥,
For each # € XKKT do
{ Scarta i punti che violano le condizioni necessarie }
For each direzione d € R" ammissibile in Z do
If d ¢ migliorante in & then XXKT .= XKKT\ /71
{ Restituisce i punti candidati rimanenti }
Return X KKT,

Figura 5.4: Pseudocodice del procedimento per ridurre 'insieme ammissibile X al
sottoinsieme dei punti candidati X¥XT.

Esempio 26 Supponiamo che la regione ammissibile sia la circonferenza di raggio
2 centrata nell’origine (vedi Figura :

X={zeR®:a}+a3 =4}
e concentriamoci sul punto ammissibile T = (0,2).

Xz

d
(0.2

Xr

Figura 5.5: Data la regione ammissibile X = {z € R? : 23 + 23 = 4}, in tutti i punti
ammissibili nessuna direzione d ¢ ammissibile

Nessuna direzione é ammissibile in questo punto (né in alcun altro punto am-
missibile). Supponiamo per assurdo che d sia una direzione ammissibile:

i+tad=[0+ad 2+ad)" € X per ogni o € [0;@)

Questo richiede (0 + ady)® + (2 + adz)® = 4 = 4ady + o2 (d} +d3) = 0, da cui
o =0 oppure @ = —4dy/ (d3 + d3), cioé due valori fissati. Ma la condizione do-
vrebbe valere per ogni a in un opportuno intervallo. Siccome questo non é possibile,
nessuna direzione d ¢ ammissibile e T non si puo scartare. Lo stesso vale per ogni
altro punto di X : il procedimento termina quindi con X¥KT = X .

La conseguenza sull’approccio algoritmico e che al passo 3 non ci sono direzioni
ammissibili da scorrere, e quindi nessun punto candidato viene cancellato al passo
4: al termine, tutti i punti ammissibili rimangono da esplorare. Fortunatamente, &



5.2 Condizioni necessarie di ottimalita locale 119

possibile generalizzare il concetto di direzione ammissibile in modo da cancellare la
grande maggioranza dei punti ammissibili anche nel caso di vincoli di uguaglianza
non lineari.

Archi ammissibili

Fortunatamente, ¢ possibile estendere il Teorema [12| considerando non solo sposta-
menti rettilinei da Z in una direzione fissa, ma anche spostamenti curvilinei (per
esempio, lungo un arco di circonferenza).

Definizione 16 Si dice arco ammissibile in un punto £ € X una linea parametrica
¢ ]Rg — R™ che parte da T e appartiene a X :

£0) =z
E(a) € X perogniac [0;a)

Definizione 17 Si dice direzione tangente all’arco & (o) ammissibile in Z il vettore
costituito dalle derivate prime delle componenti &; rispetto al parametro «, valutate
nel punto iniziale dell’arco:
T
o]

Esempio 27 Dato X = {z € R? : 2} 4+ 23 = 4}, nel punto & = (0,2) & ammissibile
Uarco

dén

_ | %
DPe 0...da

do

o) = { 2cos
dato che £(0) =7 e £ (a) € X per ogni o € [0; +00).

La direzione tangente di tale arco é
| 2cosO | | 2
Pe=1 _2sin0 |~ | 0
Definizione 18 Si dice arco migliorante in un punto & € X per una funzione f (-)

una linea parametrica £ : Rg‘ — R™ che parte da T e per la quale esista un a > 0
tale che

2sin« }

f(&(a)) < f(£(0)) = f(2) forall e (0,a)

Gli archi non sono altro che una generalizzazione delle direzioni. Infatti, a ogni
direzione d in & si pud associare un arco & (o) = & + ad, che ¢ una semiretta. La
tangente a tale arco ¢ la direzione stessa: ps = d. Quindi, le direzioni (in particolare,
quelle ammissibili, miglioranti, ecc...) sono un sottoinsieme (molto piccolo) degli
archi o, pit1 precisamente, un sottoinsieme dei vettori tangenti a tali archi.

Now, algorithmic approach can be reformulated by replacing the exploration of
all feasible directions in each feasible point, at step 3, with the exploration of all
feasible arcs.

Ora si puo riformulare ’approccio algoritmico sostituendo I’esplorazione di tutte
le direzioni ammissibili in ciascun punto ammissibile, al passo 3, con l'esplorazione
di tutti gli archi ammissibili. Questo rende il compito ancora piu impossibile da
eseguire direttamente. Nelle prossime sezioni procederemo come segue:

1. sostituiremo la condizione di non miglioramento dell’obiettivo con una condi-
zione sul gradiente della funzione obiettivo;
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2. sostituiremo la condizione di ammissibilita con una condizione sui gradienti
dei vincoli (a questo punto, daremo una prima interpretazione geometrica
delle condizioni rimaneggiate);

3. ribalteremo queste condizioni, applicando un opportuno lemma per ottenere
le condizioni di KKT, che legano il gradiente dell’obiettivo e quelli dei vincoli
(anche di queste condizioni daremo un’interpretazione geometrica).

5.2.2 Condizione di non miglioramento

Il primo passaggio riguarda la funzione obiettivo: siccome e difficile verificare che
una data direzione d sia non migliorante in Z, scriviamo una condizione molto piu
semplice da verificare. Tale condizione non & equivalente, ma solo necessaria, dato
che & una conseguenza della prima. Quindi, i punti in cui essa vale non sono punti
di ottimo locale, ma semplicemente punti candidati.

Teorema 13 Sia f € C' (X), # € X un punto ammissibile e £ : R — R"™ un arco
ammissibile e non migliorante in &. Allora

(VF(@) pe>0

Dimostrazione. Se £ («) € un arco ammissibile, 3@ tale che & (o) € X per ogni
acl0;a)e

Fe@) 2 f@) =
= FEO)+ G| et R @)~ 2 /@) =

(V@) pe + 2 <“f(a2y— Ol

dove si sono usate le proprieta delle derivate di funzioni composte a piu variabili
(vedi Appendice .

Se facciamo tendere o a 0, per continuita la disuguaglianza si conserva:

Ry (€(a) = £(0)) [I€() = €0
1€ () = £ (0)]] a

lim, <(Vf(:%))Tpg + ) > 0= (Vf(#) pe>0

La condizione (V f (Z))" d > 0 ha un semplice significato geometrico: la direzione
d forma un angolo < 90° con il gradiente della funzione obiettivo, che ¢ la direzione
di pit rapido peggioramento (cioé aumento). Vale a dire che d ¢ non migliorante.

Si noti che, per verificare questa condizione basta calcolare Vf (Z), che & un
vettore costante, e farne il prodotto scalare con d, che ¢ un dato. Al contrario,
applicare la definizione per verificare che d € non migliorante ¢ in pratica impossibile,
dato che comporta di verificare una disuguaglianza per infiniti valori di a. D’altra
parte, la condizione sul gradiente ¢ vera anche per direzioni che in realta sono
miglioranti. Questo succede quando (V f (j))Td = 0 e il miglioramento ¢ dovuto
al resto R;. Questo significa che in alcuni casi limite risultano candidati punti che
non sono punti di ottimo locale.

Esempio 28 Riprendiamo [’Esempio sui problemi con vincoli non lineari. Sia
X = {z € R?: 2} + 23 = 4} la regione ammissibile e f (x) = —x1 + x2 la funzione

obiettivo, con gradiente pari a (Vf (%)) = [=11]" ovunque. Se si considera il
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punto @ = (0,2) e Uarco ammissibile & (o) = [2sina 2cosa]”, con vettore tangente
pe =2 O]T, st puod verificare che:

(Vf@) pe=[-11" [ g } =-2<0

e quindi si puo scartare il punto stesso. Invece nel punto x° = (\/_, —\/5) si hanno
due archi ammg:s’sibili: £(a) = [2cos (a— ) 2sin(a—T)]
pe = [\/§ \/ﬂ , e&(a) = [2cos(a—Z) 2sin (o — %)]T, con vettore tangente
pe = [—V2 — \/Q]T e si puo verificare che:

L B I L B

, con vettore tangente

Questo € un punto candidato di X ed & in effetti il punto di ottimo globale.

Esempio 29 Consideriamo il seqguente problema:

min f () = (21 — 1)* + 23
g1(x) = -2 —23+4<0
g2 (x) =21 —3/2<0

la cui regione ammissibile é riportata in Figura[5.6

Figura 5.6: Regione ammissibile del problema riportato nell’Esempio [29]

Il gradiente della funzione obiettivo & V f (z) = [2 (z1 — 1) 2x5]" e in ogni pun-
to & diretto ad allontanarsi dal punto (1,0). Per esempz'cﬂ, nel punto & = (0,2)
il gradiente ¢ Vf(0,2) = [=24]", mentre nel punto @ = (—2,0) il gradiente ¢
Vi(-2,0)=[-6 O]T. Condizione necessaria perché una direzione sia migliorante
¢ che sia confinata nel semispazio indicato dalla semicirconferenza a puntini. Se ci
si muove da & = (0,2) verso destra nella direzione p = [10]", la funzione obiettivo
maigliora. Infatti

(V102 =24 § | =-2<0

2Per semplicita, la figura li rappresenta i gradienti con la stessa lunghezza, perché ai fini della
ricerca dei punti candidati conta solo la direzione in cui puntano.
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Invece, muoversi verso lalto nella direzione p = [0 1]T, la funzione obiettivo non
magliora. Infatti

s 0.2 =24 | | =120

Un caso limite si puo osservare nel punto & = (—2,0): se ci si muove verso il basso
T . .
con vettore tangente p = [0 — 1]° la condizione diventa:

(V/(~2.0)"p=[-60] { o ] _

In effetti, questa direzione é peggiorante, ma esistono funzioni obiettivo con lo stesso
gradiente per le quali essa diventerebbe migliorante (per esempio, f(z) = —6x1 +

Ed esistono archi curvilinei che hanno lo stesso vettore tangente e che sono
miglioranti per la stessa funzione obiettivo: basta considerare ’arco che scorre verso
il basso lungo la circonferenza di raggio 2 segnata in grigio. Lungo tale arco la
distanza dal punto (1,0) diminuisce strettamente, e quindi l’arco é migliorante, ma
la direzione tangente ¢ la stessa, e quindi la condizione di non miglioramento viene
soddisfatta all’uguaglianza.

La conclusione € che le condizioni sono solo necessarie e che le direzioni limite

non possono essere usate per scartare punti candidati, dato che in esse le condizioni
possono valere sia per punti che sono ottimi locali sia per punti che non lo sono.

L’ “algoritmo” che ne risulta (fra virgolette perché contiene ancora due cicli
infiniti annidati) & riportato in Figura

Algorithm TrovaCandidati(f, X)
XKKT =X

b

For each # € XKKT do
{ Scarta i punti che violano le condizioni necessarie }
For each d € R" ammissibile in T do
If (Vf ()" d <0 then X¥KT .— XKKT\ (31
{ Restituisce il miglior punto candidato }
Return X KKT,

Figura 5.7: Pseudocodice del procedimento per ridurre I'insieme ammissibile X al
sottoinsieme dei punti candidati X ¥XT.

5.2.3 Condizione di ammissibilita

Si puo sostituire anche la condizione che d sia una direzione ammissibile con una
condizione algebrica, ma la cosa e piti complicata, perché la condizione di ammissi-
bilita ¢ un’ipotesi del Teorema mentre quella di non miglioramento era la tesi.
Non si puo quindi semplicemente sostituire con condizioni piti deboli come abbiamo
fatto con I'altra, ma solo con condizioni equivalenti o piu forti.

Per prima cosa, dobbiamo distinguere i vincoli soddisfatti all'uguaglianza in un
dato punto da quelli soddisfatti strettamente. Il motivo ¢ che, essendo le condizioni
basate su approssimazioni locali, & come se i vincoli strettamente soddisfatti non
esistessero; infatti, non impediscono alcuno spostamento sufficientemente piccolo.



5.2 Condizioni necessarie di ottimalita locale 123

Definizione 19 Si dice vincolo attivo in un punto & € X qualsiasi vincolo g; (z) <
0 tale che g; (Z) = 0. Indicheremo con J,(x) = {je€{l,...,m}:g,(z) =0}
Uinsieme degli indici dei vincoli attivi.

Esempio 30 Consideriamo l’esempio di Figura . Nel punto (—2,2) nessun vin-
colo & attivo (J, (—2,2) = 0); infatti, g1 (—2,2) = —4 e g2 (—2,2) = —7/2. Nel
punto (0,2) & attivo solo il primo vincolo (J, (0,2) = {1}), dato che g1 (0,2) =0 e
92(0,2) = —3/2. Nel punto (3/2,2) é attivo solo il secondo vincolo (J, (3/2,2) =
{1}), dato che g1 (3/2,2) = —9/4 e g2(3/2,2) = 0. Nel punto (3/2,v/7/2) sono
attivi entrambi i vincoli (J, (3/2,V7/2) = {1,2}), dato che g1 (3/2,V/7/2) =0 e
92 (3/2,V7/2) = 0.

Teorema 14 Sia & (o) un arco ammissibile in & € X con vettore tangente pe.

Allora
(Vg; (i))TpE <0 forallj € J, (%)

Dimostrazione. Se £ («) & un arco ammissibile in Z, esiste @ > 0 tale che
gj (€(a)) <0 perogniae[0;a) ej=1,...,m

ovvero

9 (€ (@) = g; (£(0)) + % K + Ry ([I€ () = €(0)[) =

= 9; (&) + a(Vg; ()" pe + R (||€ (@) = £(0)[]) <0

Per i vincoli non attivi in Z, la disuguaglianza & ovvia perché g; () < 0 e gli
altri due termini hanno limite nullo per &« — 0. Dunque, per continuita, quando
« e sufficientemente piccolo non riescono a ribaltare il segno della disuglianza. Per
i vincoli attivi in Z, invece, la disuguaglianza dice qualcosa di molto utile. Infatti,
per tali vincoli € g; () = 0, per cui

9i (€ () = a(Vg; (£)" pe + R (|€ (@) = £(0)[}) <0

Dividendo ambo i membri per « e passando al limite, per continuita si ottiene
la tesi:
Ry ([[€ (@) = €(0)]]) [[€ (a) — £ (0)]]

. (i T _ (x T
(V@O e Te el a (Y, (@) pe <0

Questa proprieta ¢ interessante, ma non puo rimpiazzare la condizione che pe
sia il vettore tangente ad un arco ammissibile nell’ipotesi del Teorema dato
che non ¢ una condizione equivalente o sufficiente per tale requisito, ma solo una
condizione necessaria. Per fortuna, si puo dimostrare che, in situazioni opportune,
la condizione € davvero equivalente.

Punti regolari

Definizione 20 Si dice punto regolare per un dato sistema di vincoli g; (x) < 0
un punto in cui © vincoli attivi hanno gradienti linearmente indipendenti tra loro
(condizione di constraint qualification).

In un punto regolare, le condizioni sui gradienti dei vincoli attivi sono non solo
necessarie, ma anche sufficienti a garantire che esista un arco ammissibile con un
dato vettore tangente.
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Teorema 15 Sia & un punto regolare. Esiste un arco & () ammissibile in T con
direzione tangente p¢ = p se e solo se

(Vg; (@) p<0 per ognij € Jo (%)

Ne deriva che nei punti regolari possiamo riscrivere il Teorema [13] sostituendo
le condizioni sui gradienti dei vincoli attivi all’ipotesi di avere un arco ammissibile,
cioe possiamo usare le condizioni analitiche sui gradienti per identificare le direzioni
utili a filtrare i punti candidati. I punti non regolari vanno trattati a parte. For-
tunatamente, in genere sono un’esigua minoranza dei punti ammissibili, e quindi li
includeremo d’ufficio nell’insieme dei punti candidati senza ulteriori analisi.

Corollario 1 Sia f € C'(X), # € X un punto regolare di ottimo locale e p un
vettore tale che
(Vg; (@) <0 per ogni j € J, ()

Allora:
(Vf(@) p>0

Esempio 31 Si consideri il problema:

la cui regione ammissibile é rappresentata in Figura[5.8

Figura 5.8: Regione ammissibile con un punto non regolare: i gradienti dei due
vincoli attivi in A puntano in direzioni opposte
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Nel punto A = (1,2) sono attivi i primi due vincoli, g1 (z) = (z1 —1)* +
(29 —2) <0 egs(x) = (11 —1)° = (2 —2) <0, i cui gradienti sono Vgy (A) =
[01]" e Vga (A) = [0 —1]". La direzione p = [10]" ¢ ortogonale a entrambe,
e quindi soddisfa le condizioni di ammissibilita. Nonostante cio, nessun arco am-
missibile ammette p come vettore tangente. Questo & possibile perché il punto A
non ¢ regolare. Infatti, i due gradienti Vgi (A) e Vgo (A) sono opposti, e quindi
linearmente dipendenti. In termini intuitivi, descrivere i vincoli con i loro gra-
dienti equivale a linearizzarli, cioé trattarli come rette, il che rende apparentemente
possibile strisciare verso destra restando nella regione ammissibile.

Il caso dei vincoli di uguaglianza

C’¢ un’ulteriore complicazione, introdotta dai vincoli di uguaglianza, ma che si
risolve facilmente introducendo un’eccezione. In generale, un vincolo di uguaglianza
si puo sostituire con due vincoli di disuguaglianza espressi da funzioni uguali e
opposte:
h(x)O@{ h(z) <0
—h(z) <0
La complicazione nasce dal fatto che, ovviamente, i gradienti di questi due vin-
coli sono anch’essi uguali e opposti (VA (£)), e quindi linearmente dipendenti fra
loro. Si potrebbe quindi concludere che nei problemi dotati di vincoli di uguaglianza
tutti i punti sono non regolari, e quindi candidati, il che renderebbe ’apprccio algo-
ritmico inutile. Fortunatamente, pero, ogni singolo vincolo di uguaglianza, essendo
h(x) € C'(X), consente lesistenza di archi ammissibili che partono da ogni punto
ammissibile. Tali archi “strisciano” lungo il vincolo stesso, seguendolo rigorosamen-
te. Solo la compresenza di altri vincoli puo rendere inammissibili tali archi. Quindi,
tutta la trattazione precedente rimane valida, con due precisazioni:

1. nella definizione di punto regolare, per ogni vincolo di uguaglianza si considera
solo un gradiente;

2. la condizione sul vettore tangente pe, per ogni vincolo di uguaglianza fonde
le condizioni sulle due disuguaglianze associate in in una sola condizione piu
semplice:

= e (Vi (@) pe=0

(Vhi ()" pe <0
—(Vhi (@) pe <0

cioe il vettore p¢ tangente a un arco ammissibile é ortogonale ai gradienti dei
vincoli di uguaglianza.
L’approccio algoritmico in forma algebrica

Ora possiamo riassumere le conclusioni raggiunte finora, prima di fare I'ultimo pas-
saggio. Il procedimento che stiamo definendo e riportato in Figura (si confronti
con quello descritto in Figura|5.7) e consiste nei seguenti passaggi:

1. find the set X, of nonregular points and save them aside;
2. consider all regular points as candidates: C := X \ X,,;;;
3. trovare l'insieme X, dei i punti non regolari e salvarlo da parte;

4. considerare tutti i punti regolari come candidati: C := X \ X,,;;
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5. scorrere l'insieme dei punti candidati C;
6. per ogni punto Z € C

7. per ogni vettore p che soddisfa le condizioni di ammissibilita sui gradienti dei
vincoli attivi, se la condizione sul gradiente della funzione obiettivo ¢ violata,
si scarta T dall’insieme dei candidati;

8. si aggiungono i punti non regolari all’insieme dei candidati;

9. si scorrono i punti candidati per trovare i migliori.

Algorithm TrovaCandidati(f, g1, ..., gm)
Xy := NonRegolari(g);
C =X\ Xu;
For each x € C do
{ Scarta i punti che violano le condizioni }
For each p € R™ : (Vg ()T p <0 forall j € J, (%) do
If (Vf(z))" p<0then C:=C\ {z};
{ Restituisce I'insieme dei punti candidati }
XKKT . oy X,

Return XKKT,

Figura 5.9: Pseudocodice del procedimento per ridurre 'insieme ammissibile X al
sottoinsieme dei punti candidati X g k.

Rimane solo da risolvere il problema che i due cicli su z e su p sono infini-
ti. Lo risolveremo sostituendo le relative condizioni con un sistema di equazioni e
disequazioni, le cui soluzioni sono i punti candidati.

5.2.4 Una prima interpretazione geometrica

La proprieta del Corollario [1| ha un’interpretazione geometrica che la rende abba-
stanza intuitiva. Per ogni punto x preso in considerazione sono chiamati in causa
due insiemi di vettori:

1. il cono ammissibile Capmm (2) € 'insieme dei vettori che formano angoli > 90°
con i gradienti di tutti i vincoli attivi:

(Vg; (z))" p <0 per ogni j € J, (z)

E un cono perché ogni vincolo attivo identifica un semispazio di direzioni che
puntano “dalla parte opposta” al gradiente, e intersecarli genera un cono. Nei
punti regolari, queste sono le direzioni tangenti agli archi ammissibili.

2. il semispazio migliorante Crigl (Z) € I'insieme dei vettori che formano angoli
> 90° col gradiente della funzione obiettivo:

(Vf (@) p<0

Il Corollario [1] dice che il cono ammissibile non deve intersecare il semispazio
migliorante. Si noti che il primo & chiuso, mentre il secondo & aperto, cosicché
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i due insiemi si possono toccare, ma non possono avere punti interni comuni. Il
motivo & che le direzioni in cui i due coni si toccano hanno prodotto scalare nullo
col gradiente dell’obiettivo e nullo col gradiente di qualche vincolo attivo; in tal caso,
le informazioni del primo ordine non sono sufficienti a determinare se la direzione
sia migliorante o no, e se sia ammissibile o no. Quindi, tali punti non si possono
scartare e devono rimanere candidati.

Esempio 32 Consideriamo il sequente modello di programmazione matematica:

minf (2) = (o1—1)+43
g (z) = —22—22+44<0
g2 () = x1—-3/2<0

la cui regione ammissibile é rappresentata in Figura ??7. Ora discutiamo linterpre-
tazione geometrica delle condiziont necessarie per l’ottimalita locale in quattro punti
significativi. Per prima cosa, calcoliamo i gradienti della funzione obiettivo e delle
due funzioni associate ai vincoli:

viw=[2G V] vew=| 30| ve@-| |

21‘2 721’2

Poi, concentriamoci sul punto (0,2). Solo il primo vincolo ¢ attivo e il cono am-

missibile Cteas consiste delle direzioni che formano angoli > 90° con Vg, (0,2) =
T o . . ;

[0 —4]", che costituiscono il semipiano che punta verso lalto, marcato con una
semicirconferenza verde in Figura |5.11} Il semispazio migliorante Cimpr consiste
delle direzioni che formano angoli > 90° con Vf(0,2) = [—24]", che formano il
semipiano Tiolto in basso a destra, marcato con una semicirconferenza blu. Chia-
ramente, si intersecano (si controllino i prodotti scalari con il vettore p = [3 1] ),
e quindi il punto (0,2) non é candidato.

Ora, si consideri il punto (3/2, —\ﬁ/Q). Entrambi i vincoli sono attivi e il cono
ammissibile Ceas consiste nelle direzioni che formano angoli > 90° con Vg, (3/2, f\ﬁ/Q) =

[-3 \ﬁ]T e con Vs (3/2,—V7/2) = [1 01", che formano il cono rivolto in basso a
sinistra, marcato con un arco verde in Figura|5.11| Il semispazio migliorante Cimpr

consiste nelle direzioni che formano angoli > 90° con Vf(0,2) = [1 — \ﬁ}T, che
formano il semipiano rivolto in alto a sinistra, marcato con una semicirconferenza
blu. Poiché non si intersecano, il punto (3/2,—+/7/2) ¢ candidato (effettivamente,
¢ uno dei due punti di ottimo globale).

Poi, consideriamo il punto (—2,—2). Nessun vincolo ¢ attivo e il cono ammis-
sibile Cteas consiste nell’intero piano (marcato da una circonferenza verde), perché
ogni vettore soddisfa qualsiasi arbitraria condizione rispetto a un insieme vuoto. Il
semispazio migliorante Cimpy consiste nelle direzioni che formano angoli > 90° con
Vf(0,2)=][-6 — 4]T, che formano il semipiano rivolto in alto a destra, marcato
con una semicirconferenza blu. I due insiemi chiaramente si intersecano, e il punto
(=2, —2) non puo essere candidato.

Infine, consideriamo il punto (—2,0). Solo il primo vincolo é attivo e il cono
ammissibile Cteas consiste nelle direzioni che formano angoli > 90° con Vg (0,2) =
[4 O]T, che formano il semipiano Tivolto a sinistra, marcato con una semicirconfe-
renza verde in Figura . 1l semispazio migliorante Cimpy consiste nelle direzioni
che formano angoli > 90° con V£ (0,2) = [—6 0]", che formano il semipiano ri-
volto a destra, marcato con una semicirconferenza blu. Essi si toccano, ma non
st intersecano (si ricordi che il semispazio migliorante é aperto), e quindi il punto
(—2,0) é candidato. Si noti che questo punto non & di ottimo globale, ma nemmeno
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di ottimo locale, perché un arco che si muova lungo la circonferenza sarebbe am-
missibile e anche strettamente migliorante. Tuttavia, le condizioni del primo ordine
approssimano la circonferenza come una retta e quindi non possono rivelare questa
possibilita. In effetti, linsieme dei punti candidati XxgT puo essere strettamente
pit ampio dell’insieme dei punti di ottimo locale X*.

5.3 Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Questa sezione ribalta le condizioni del Corollario [I] in condizioni equivalenti, ma
computazionalmente trattabili, cioe nella soluzione di un sistema di uguaglianze e
disuguaglianze. Per farlo, si serve di un risultato teorico apparentemente molto
lontano dai problemi fin qui trattati, che riguarda le proprieta di famiglie di vettori
in spazi euclidei a molte dimensioni. Si tratta solo di mappare correttamente tali
oggetti su quelli che stiamo manipolando. Per esprimere il lemma in poche parole,
¢ necessario il concetto di combinazione conica di vettori, per il quale (come per
altri concetti di algebra lineare) rimandiamo all’Appendice

5.3.1 Lemma di Farkas

Teorema 16 (Lemma di Farkas) Siano f € R™ e g; € R" con j =1,...,m un
vettore e una famiglia di vettori nello spazio euclideo a n dimensioni. Allora:

m
EI,ujZO:f:Z,ujgj e plf<o perogm'p:pngSOpeszl,...,m
j=1

In parole, il vettore f & combinazione conica dei vettori g; se e solo se ¢ vettori che
puntano dalla parte opposta di tutti i g; puntano anche dalla parte opposta di f.

Dimostrazione. L’implicazione diretta di questo teorema (la parte “solo se”)
¢ banale da dimostrare: si tratta solo di sostituire f con > . 1;g; ¢ osservare
j=1Hi9;

. . T T m _ m T .o .
che, quindi, p* f = p ijl Wig; = ijl Wi (p gj). Qualsiasi vettore p per cui
pTg; <0 garantisce gli addendi della sommatoria siano non negativi, e quindi lo sia
anche la sommatoria. Da qui la tesi.

L’implicazione inversa, invece, che ¢ quella che ci serve, ¢ pii complessa, e non
ne forniamo la dimostrazione. m

Anche questo lemma ha un aspetto geometrico, che puo renderlo piu intuitivo.
La Figura [5.10] fornisce un esempio con m = 3 vettori g; in uno spazio a n = 2
dimensioni:

e per ogni vettore g;, I'insieme dei vettori p che formano prodotti scalari ngp <0
e il semipiano opposto a g;;

e l'intersezione di tali semipiani ¢ il cono marcato in grigio in basso a sinistra;

e l'insieme dei vettori p che formano prodotti scalari f7p < 0 & il semipiano
opposto a f, che sta in basso a sinistra rispetto alla linea obliqua rossa;

e l'insieme dei vettori che sono combinazioni coniche dei vettori g; ¢ il cono
marcato in grigio in alto a destra.

Il lemma di Farkas dice che:

e se [ cade nel cono dei vettori g, il cono opposto ai vettori g; cade nel semipiano
opposto a f;
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e se il cono opposto ai vettori g; cade nel semipiano opposto a f, f cade nel
cono dei vettori g.

Figura 5.10: Esempio di applicazione del lemma di Farkas: f cade nel cono dei g;
se e solo se il cono opposto ai g; cade nel semipiano opposto a f.

5.3.2 Forma standard delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

A questo punto, applichiamo il lemma di Farkas ai vettori che stiamo utilizzando
per filtrare i punti candidati. Precisamente, sostituiremo:

e i vettori g; con i gradienti dei vincoli attivi Vg; (Z);

e il vettore f con 'antigradiente della funzione obiettivo —V f ().

Si noti il cambio di segno relativo al vettore f. Applicato a questi vettori, il lemma
di Farkas dice che

I 2 0: V@ + Y, Ve (@) =0
J:9;(2)=0

se e solo se
(Vf (i’))Tp >0 per ognip: (Vy; (i:))Tp < 0 per ogni j € J, (T)

Questo secondo membro significa che le direzioni ammissibili sono non miglioranti.
Nei punti di ottimo locale regolari vale il secondo membro del lemma di Farkas;
quindi, vale anche il primo: se x* € un punto regolare di ottimo locale, allora in
esso l'antigradiente della funzione obiettivo cade nel cono dei gradienti dei vincoli
attivi:
Ju; >0:Vf(z")+ Z w1V, (2*) =0
Jigj (x*)=0

In genere, le condizioni di KKT si presentano in una forma equivalente, con due
piccole modifiche. Per prima cosa, si puo osservare che la combinazione conica dei
gradienti si puo estendere dai soli vincoli attivi a tutti i vincoli a patto di imporre
moltiplicatori nulli ai vincoli inattivi. Questo si puo ottenere introducendo delle
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condizioni aggiuntive che legano i moltiplicatori e i vincoli, le cosi dette condizioni
di complementarieta:

> iV (@t) = p;jVg; (z*) con p;g; (x) =0, per ogni j
jeTa(e) =1

Inoltre, in genere i vincoli di uguaglianza non vengono scomposti in vincoli di di-
suguaglianza, ma si osserva che, anziché due gradienti opposti con moltiplicatori
ut > 0e p~ > 0, si pud usare un solo gradiente con moltiplicatore pari alla
differenza dei due, cioeé un moltiplicatore libero in segno:

() — gjr () =hi(z) <0
o) O@{gjy(:c):—hi(m) <0

v+ AN VR () + . con \; = pjr — v libero

Teorema 17 (Condizioni di KKT) Sia X = {x € R” : hj(z) = 0,g5(z) <
0, coni =1,...,s ej =1,...,m} e siano f,h;,g; € C1(X) peri = 1,...,s e
j=1,...,m. Sex* éun punto regolare in X e un punto di minimo locale per f in
X, allora esistono moltiplicatori A; liberi in segno e p; > 0 tali che:

V@) + > AVhi (@) + Y Vs (a) =0 (5.2a)
i=1 j=1

pigi (x*) =0 j=1,...,m (5.2b)

h; (z*) =0 i=1,...,s (5.2¢)

g; (") <0 j=1,...,m (5.2d)

p; =0 j=1...,m (5.2e)

Questo significa che l'algoritmo di filtraggio non consiste nello scorrere tutti i
punti x € X e le direzioni p € R", valutando se soddisfino opportune condizioni, ma
consiste nel risolvere un sistema di equazioni e disequazioni, determinando i punti
che lo soddisfano. Si pud osservare che il sistema lega n + s + m variabili (z, A, u)
con n+ s+ m uguaglianze , oltre a 2m disuguaglianze .
Il sistema, quindi, e bilanciato, e ci si puo aspettare che abbia in generale un numero
di solutioni finito (non una sola, perché non ¢ lineare).

Concludendo, le condizioni in forma standard sono anche a volte descritte intro-
ducendo una funzione ausiliaria, detta funzione lagrangiana generalizzata

Ol Ap) = f(2)+ > Nhi (@) + > g (x)
i=1 =

Data questa definizione, le Equazioni si possono interpretare come 1’azzera-
mento delle derivate parziali di ¢ (z, A, u) rispetto alle variabili 2, mentre le Equa-
zioni come azzeramento delle derivate parziali di ¢ (z, A, 1) rispetto alle va-
riabili lambda. Le condizioni di complementarieta , e le condizioni sul segno
dei moltiplicatori , pero, non hanno un’intepretazione legata alla lagrangiana
generalizzata.
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5.3.3 Una seconda interpretazione geometrica

Dal punto di vista geometrico, ’antigradiente della funzione obiettivo, —V f (z), ¢ la
direzione in cui l'obiettivo f cala piu rapidamente, cioe la direzione piu migliorante.
I gradienti dei vincoli attivi, Vg; (2*), sono le direzioni in cui le funzioni g; crescono
piu rapidamente, cioe le direzioni di massima violazione dei vincoli. Quando 1’anti-
gradiente dell’obiettivo cade nel cono dei gradienti dei vincoli attivi, ’obiettivo puo
migliorare solo violando almeno un vincolo.

Esempio 33 Consideriamo ancora il problema dell’Esempio 7?7 e della Figura ?7.
Nel punto (0,2), solo il primo vincolo é attivo e il cono del suo gradiente consiste
nella semiretta rivolta verso il basso (cioé, la freccia verde). L’antigradiente della
funzione obiettivo é rivolto verso il basso e a destra, essendo opposto al gradiente
(freccia blu). Non appartiene al cono, e quindi il punto non é candidato.

Nel punto (3/2, —\ﬁ/Q), entrambi @ vincoli sono attivi, e il cono dei due gra-
dienti punta verso l’alto, verso destra e in parte verso sinistra (fra le due frecce
verdi). L’antigradiente della funzione obiettivo punta verso l'alto e a sinistra (in
direzione opposta alla freccia blu). Quindi, cade nel cono e il punto é candidato.

Nel punto (—2,—2), nessun vincolo é attivo e il cono dei gradienti é vuoto. L’an-
tigradiente della funzione obiettivo punta verso l'alto e a destra, essendo opposto al
gradiente (freccia blu). Naturalmente, non appartiene al cono vuoto, e quindi il
punto non é candidato.

Infine, nel punto (—2,0), solo il primo vincolo ¢ attivo e il cono del suo gradiente
consiste nella semiretta che va verso destra (cioé, la freccia verde). L’antigradien-
te della funzione obiettivo punta anch’esso verso destra (in direzione opposta alla
freccia blu). Quindi, appartiene al cono, e il punto é candidato.

5.4 Casi particolari interessanti

Vi sono diversi casi particolari che risultano interessanti per vari motivi.

Problemi non vincolati Se il problema non ha vincoli, le condizioni di KKT si
riducono a richiedere I’annullamento del gradiente dell’obiettivo:

Vfi(x*)=0

Questa condizione non & altro che la generalizzazione della condizione di annulla-
mento della derivata prima per calcolare i minimi di funzioni a una sola variabile.
I punti candidati cosi determinati possono essere minimi globali, semplicemente
locali, ma anche punti di flesso e persino punti di massimo locale.

Problemi lineari Se il problema ¢ lineare (f (z) = >, ¢z e gj () = >0 | ajjxi—
b; <0, le condizioni di KKT diventano:

¢i + pjai; =0 i=1,...,n
wi (i aijr; —b)=0 j=1,....,m
pj =0 perj=1,...,m
Z?:1aij$i—bj§0 ji=1,....,m

La prima famiglia di vincoli sono parte delle condizioni di ammissibilita del
problema duale, a patto che i moltiplicatori p; siano interpretati come le variabili

*This section presents advanced concepts, that are not part of the course syllabus.
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duali cambiate di segno (i vincoli sono di uguaglianza perché il problema primale
ha variabili libere). La seconda famiglia di vincoli sono le condizioni di scarto com-
plementare. La terza famiglia di vincoli sono la parte mancante delle condizioni di
ammissibilita del problema duale: essendo i vincoli del primale di tipo < per un
problema di minimizzazione, le variabili duali dovrebbero essere non positive, ma
qui risultano non negative perché abbiamo invertito il loro segno. Infine, la quarta
famiglia di vincoli sono le condizioni di ammissibilita del problema primale. Un teo-
rema fondamentale della Programmazione Lineare garantisce che queste condizioni
determinano la soluzione ottima del problema, sia primale sia duale.

Problemi discreti

Quando la regione ammissibile ¢ composta da punti isolati (per esempio a coordina-
te intere: X C Z™), & possibile comunque esprimerla attraverso disuguaglianze. Per
esempio, un vincolo di interezza su una variabile di decisione x; si puo formulare co-
me h; (x) = sin (7z;) = 0, uno di binarietad come constraint as h; (x) = a; (1 — ;) =
0. Siccome tali formulazioni sono regolari, consentono di applicare le condizioni di
KKT, che pero risultano praticamente inutili. Infatti, i vincoli h; (z) = 0 introdu-
cono in ogni equazione del sistema un termine aggiuntivo \; g’f, che compare solo
in tale equazione. Questo significa che, qualunque punto x si éonsideri, ¢ possibile
assegnare a ogni moltiplicatore A; un valore tale da soddisfare I’equazione corrispon-
dente: mei problemi discreti, tutti i punti sono candidati. Questo ¢ intuitivamente
ovvio, dato che in un problema discreto ogni punto e isolato, e quindi ammette un
intorno abbastanza piccolo da essere 'unico punto ammissibile in esso contenuto.
Quindi, in un problema discreto ogni punto & di ottimo locale.
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5.5 Applicazioni delle condizioni di KKT[]

5.5.1 Pianificazione per sistemi Big-Data

I sistemi di gestione Big-Data come Hadoop/YARN gestiscono computazioni con
caratteristiche e livelli di servizio richiesti molto eterogenei. Questo complica il
compito di decidere a quante e a quali risorse assegnare le richieste di calcolo e
come distribuire nel tempo le operazioni, ottenendo insieme un alto livello di utilizzo
delle risorse e una buona soddisfazione delle richieste di calcolo. Nel seguito viene
descritto un piccolo sottoproblema di gestione nel quale si possono direttamente
applicare le condizioni di KKTEI

E dato un insieme J di n = |J| operazioni da eseguire (job). Ogni job j € J
¢ associato a un carico di lavoro complessivo w;, che puo essere suddiviso tra pil
risorse in modo che il lavoro proceda in parallelo. Assumeremo i job perfettamen-
te malleabili, cioe divisibili del tutto a piacere in ogni istante di tempo, a patto di
rispettare una durata minima e una durata massima (t;“in e t;“ax), nonché una quan-
titd minima e massima di risorse utilizzabili in parallelo (ri—nin e r*%). Ovviamente,
si tratta di un’approssimazione, che puo essere giustificata per job pesantemente
parallelizzabili. I job di J vanno eseguiti in una sequenza preassegnata, quindi
formano una catena completamente ordinata. Si vuole eseguire la catena di job
minimizzando la variazione totale di utilizzo delle risorse durante 'orizzonte tem-
porale T'. La variazione di utilizzo & definita in ogni istante come il modulo della
variazione nella quantita di risorse utilizzata rispetto all’istante precedente. L’idea
¢ che, anche se trascuriamo il tempo necessario per attivare e disattivare le risorse,
queste operazioni hanno un costo che si vuole minimizzare.

Possiamo rappresentare i job come figure geometriche bidimensionali, dove ’asse
orizzontale corrisponde al tempo, mentre quello verticale corrisponde alla quantita
di risorse impiegata in ciascun istante. E abbastanza intuitivo che la soluzione
migliore dal punto di vista della variazione di risorse corrisponde a una figura ret-
tangolare, cioe il job j viene diviso fra r; risorse che lo eseguono per ¢; unita di
tempo, dopo di che il job termina. Questo perché, fissato il carico di lavoro, cioe
Iarea della figura, far crescere e calare piu volte 1'altezza, cioe le risorse impegnate,
produrrebbe solo una variazione maggiore. D’altra parte, farle crescere e calare len-
tamente produrrebbe solo una dilatazione del tempo impiegato a eseguire ’intero
job.

A questo punto, vogliamo trovare le basi e le altezze dei rettangoli in J in modo
da minimizzare la somma delle loro altezze (contate due volte, perché la variazione
della quantita di risorse impiegate avviene sia al principio sia al termine del job). I
rettangoli vanno posti in sequenza nel tempo (asse orizzontale) e ampiezza totale

*Questa & una sezione di approfondimento, che non fa parte del programma d’esame.

3Questa applicazione & tratta da R. Cordone, G. M. Fumarola, M. Mazzucchelli, M. Rabozzi,
M. Santambrogio, Preemption-aware planning on Big-Data Systems, PPoPP ’16 Proceedings of
the 21st ACM SIGPLAN Symposium on Principles and Practice of Parallel Programming, Article
No. 48.
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della catena non deve superare L. Ne deriva il seguente modello:

Irrutnf (r,t) = Z 2r;

jeJ
’f’jtj = ’U}j j eJ
ot <T
jeJ
r;nin <ry < r;mx jed

e <y <P jed

Il problema ha 2|J| variabili, 4|J| + 1 vincoli di disuguaglianza e |J| vincoli di
uguaglianza.

L’applicazione diretta delle condizioni di KK'T produce un sistema tutt’altro che
banale. E pero possibile fare qualche semplificazione:

1. dividiamo per 2 la funzione obiettivo, il che non modifica la soluzione ottima;

2. usiamo i vincoli 7t; = w; per ricavare le variabili r; in funzione delle variabili
t;; questo elimina |J| variabili e i |J| vincoli di uguaglianza,

ax

3. osserviamo che i vincoli r;?‘m <r; < 7";“ , a valle della sostituzione diventano
w;/ T <ty <wj / ;" sl possono combinare questi nuovi vincoli su ¢; con

i vecchi, scegliendo caso per caso il vincolo piu stretto.

Si ottiene quindi la formulazione semplificata:

min f (t) = Z i
jes I
D t<T
jeJ
< < jed
.Er_nin

dove = max (™" w; /rPX) e 9% = min ( ,Wj /r;-nin). Questa formulazio-

ne ha |J] variabili e 2|J| 4+ 1 vincoli di disuguaglianza.

max
t;

.Assegnato un moltiplicatore 4 > 0 al vincolo Zje st; < T e moltiplicatori
1/;7““ >0e er-nax > 0 ai vincoli che impongono i valori estremi di ¢;, si ottiene il
seguente sistema di condizioni di KKT:

—T;+u—u;11‘n+u;‘1ax:() jeJ
J
u(ztj _T) ~0
j€J
v (L — £ =0 jed
i (t; — f?“ax) =0 jeJ
Dt <T
JjeJ
t*;mn S tj § {;ﬂax ] ceJ
H7V;nin,ymax Z 0 ] cJ

che & ancora non elementare.
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Ora dovremmo considerare le condizioni di complementarieta e dividere il pro-
blema in sottoproblemi. I sottoproblemi corrispondono a regioni diverse dello spazio
delle soluzioni, nelle quali diverse famiglie di vincoli sono attive o inattive.

Faremo invece una cosa molto empirica: analizzeremo uno solo dei sottopro-
blemi, che appare il piu plausibile. La maggior parte dei vincoli di disuguaglianza
impone alle durate dei job, t;, di cadere in un dato intervallo [t;-nin;t;-“ax]. Se i
valori t;»“i“ sono sufficientemente piccoli e i valori ¢7** sono sufficientemente grandi,
cioe se i job sono sufficientemente malleabili, & plausibile che nella soluzione otti-
ma questi vincoli siano tutti inattivi. Infatti, job con durate t; brevi implicano un
uso di risorse 7; alto, che impatta sull’obiettivo pesantemente. D’altra parte, job
con durate t; lunghe consumano pesantemente il tempo T a disposizione, e quindi
impattano sul vincolo icstj < T, che viene conservato. Riassumendo, invece di
analizzare tutte le 2|J| + 1 condizioni di complementarieta, producendo (nel caso
peggiore) 2217141 sottoproblemi, analizzeremo solo una condizione. II rischio & di
perdere soluzioni candidate, eventualmente ottime.

Limitandosi quindi ai sottoproblemi in cui u}nin = ;"™ =0 per ogni j € J, il
sistema semplificato diventa:
w; .
3 Tp=0 jed
J
M(Z - T) ~0
i<
D <7
jeJ
i< < el
uw>0 j€J

. . . . 2 . . _ R T

Il primo vincolo impone p = 2w;/t; > 0, e quindi Zjeth = T: Dorizzonte
temporale viene interamente sfruttato (cosa abbastanza intuitiva, perché permette
di usare meno risorse, e quindi risparmiare sulle variazioni delle risorse impiegate).
Risolvendo rispetto ai ¢;, ricaviamo il loro valore rispetto a p:

Wy 2 wj wj
p=—=t=——=t =,/—
27y T

A questo punto, il vincolo sull’orizzonte temporale fornisce il valore di pu:

, 2 /T
Su=Y e vE-

JjeJ JjeJ

da cui

t Vi
J

= ———T perognijeJ
DORVATE
jeJ
che & una soluzione molto elegante, dato che distribuisce 'orizzonte temporale T’
fra i vari job in proporzione non al carico di lavoro (che ¢ un’“area”), ma alla sua
radice quadrata (che & una “lunghezza”).

E le risorse?
wjt; = \Jwj Y. \/w;
jed
T

rj = for allj € J
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Anch’esse sono proporzionali alla radice quadrata del carico di lavoro. In un certo
senso, il carico di lavoro di ogni job impatta in modo bilanciato 'ammontare di
risorse e quello di tempo assegnati.

Il valore corrispondente dell’obiettivo é:

f*_ZZT;_QZ:E_QTZ\/@Z\/@—ZT(Z\/tTJ)Q

jeJ jeJ J jeJ JjeJ jeJ

Questa soluzione ¢ valida se ogni ¢; rimane compreso fra t;?“i“ e 17*. Se anche
solo uno di tali valori esce dal relativo intervallo, la soluzione va scartata. Inoltre,
potrebbero esistere soluzioni, migliori o peggiori, negli altri sottoproblemi: per sa-
perlo dovremmo analizzarli tutti. In realta, si puo dimostrare con condizioni del
secondo ordine (che in queste note non trattiamo) che il problema, essendo conves-
so, ammette una sola soluzione candidata, che & globalmente ottima. Quindi, se la
soluzione trovata ¢ ammissibile, & anche globalmente ottima. Se non lo &, esistono
algoritmi efficienti (che non trattiamo qui) per estendere P'algoritmo del simplesso
dalla programmagzione lineare ai problemi con funzione obiettivo convessa e vincoli
lineari, in modo da trovare la soluzione globalmente ottima senza esplorare tutti i
sottoproblemi.
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5.6 Esercizi

Esercizio 1

Si vuole localizzare una discarica di rifiuti nucleari il piu vicino possibile alla centrale
che li produce (posizione Z = (1,0)). D’altra parte, la discarica deve stare a una
distanza pari almeno a 2 da una cittd posta in & = (0,0) e deve stare fuori da un
parco: la linea di rispetto corre lungo la retta = 3/2 e la centrale deve stare sul
versante sinistro della retta stessa.

Soluzione
Modello e rappresentazione grafica

Detta & = (x1,22) la posizione della discarica, il problema ammette il seguente
modello di programmazione matematica:

min f (z) = (21 —1)>+ 22
gi(x) = —2f—25+4<0
g2(x) = x21-3/2<0

La Figura[p.11| rappresenta la regione delle soluzioni ammissibili.

Figura 5.11: Regione ammissibile

Punti non regolari

I punti regolari sono quei punti nei quali i gradienti dei vincoli attivi sono fra loro
linearmente indipendenti. Si noti che vanno considerati solo i vincoli attivi. Quindi,
i punti interni alla regione di ammissibilita sono tutti regolari, quelli per i quali passa
un vincolo solo lo sono ovunque il gradiente & diverso da zero, e cosi via.

I gradienti dei due vincoli sono:

Vgl (x) = [ —2$1 — 21,‘2 ],
Vs (z) (107
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Il primo gradiente si annulla solo nell’origine, dove pero il vincolo non & attivo
(g1 (0,0) =4 > 0). 1l secondo gradiente non si annulla mai. Ci interessano quindi
solo 1 punti in cui sono attivi entrambi i vincoli (indicati con A e B nella figura):

gi(@)=—ai-a5+4=0 _ Jo=3/2
g2 () =21 —-3/2=0 12 =4—-22=7/4

da cui A= (3/2,V/7/2) e B= (3/2,—V7/2).

In Ae Vg (z) = [—3 — \ﬁ]/ e i gradienti dei due vincoli sono linearmente
indipendenti. Questo si puo verificare in due modi: con la definizione o accostando
i vettori per costruire una matrice di cui si valuta il rango. Il primo sistema consiste
nell’imporre

a1V91 (A) + Oégvgg (A) =0
da cui

=>a;=ay=0

—3a1 +as =0
—/Ta; =0

Poiché 1'unico modo per annullare una combinazione lineare dei due vettori e di
usare coefficienti nulli, i due vettori sono linearmente indipendenti per definizione.

D’altra parte, la matrice
-3 1
-7 0
ha rango 2, poiché il suo determinante ¢ non nullo: —3 0+ /7 1 =7 #0

Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker (anche note come condizioni necessarie del
primo ordine) affermano che se un punto ¢ regolare e di minimo locale, allora

1. sono nulle le derivate parziali della lagrangiana generalizzata rispetto alle
variabili z (9¢/0x; = 0)

2. sono nulle le derivate parziali della lagrangiana generalizzata rispetto ai mol-
tiplicatori A (0¢/0\; = h; = 0), cio¢ sono rispettati i vincoli di uguaglianza

3. sono nulli i prodotti delle funzioni che esprimono i vincoli di disuguaglianza
per i loro moltiplicatori (prgr = 0)

4. sono soddisfatti tutti i vincoli di disuguaglianza (g < 0)
5. sono non negativi i moltiplicatori dei vincoli di disuguaglianza (ug > 0)

Usiamo queste condizioni per eliminare i punti che non le soddisfano, nella spe-
ranza che rimangano solo pochi punti candidati. A tali punti dovremo aggiungere i
punti non regolari, dato che in essi le condizioni di K.K.T. non sono necessarie. In
questo caso, pero, tutti i punti sono regolari.
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La lagrangiana generalizzata & £ (z) = f (z) + p1g1 (z) + page () = (21 — 1)° +
a3+ (2 — 23 +4) + p2 (1 — 3/2), per cui

ol)ox1 = 2(x1—1)—2uxz1 +pe=0
0l)0xy = 2x9—2pas =0
pgr = g (—af—a3+4)=0
pags = p2(z1—3/2)=0
g = —x% — x% +4<0
g2 = x1—-3/2<0
w1 >0
p2 >0

Per risolvere questo sistema senza esplorare esaustivamente tutti i casi possibili,
si puo impostare un albero di ricerca, che ad ogni nodo divida la regione ammissibile
in parti. Per farlo, ci basiamo sulle condizioni piu fastidiose, che sono i prodotti
g = 0. Scelto un vincolo, possiamo distinguere tre casi:

1. up,=0egr <0
2. up=0e g =0
3. pup>0egr=0

ma in genere i calcoli risultano molto piu semplici se si include il secondo caso nel
primo invece di trattarlo a parte o di includerlo nel terzo. Si pone quindi:

Lo pe=0egr <0
2. up >0egr =0

Quanto al vincolo, conviene scegliere quello piu semplice, cioe il secondo e
spezzare il problema originario P% in P! (us > 0e go =0) e P2 (uz =0 e g2 <0).

P! (42 >0 e g2 (z) =0)
Siccome g2 () = 0= 21 = 3/2:
1=3u+p2 =
zo (1 — )
p (7/4—x3) =
7/4 —
H1

Il
o o o o o

IV IA

Poiché p; = (p2+1)/3 > 1/3 > 0, & 23 = 7/4. Ne derivano i due punti
candidati: A = (3/2,V/7/2) con pa = (1,2) e B = (3/2,—V7/2) con pp = (1,2).

P? (2 =0e g2 <0)

v (1—p) = 1
z2(1—p1) = 0
1 (—x% —z2+ 4) = 0
2z > 4

xy < 3/2
o > 0
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Il primo vincolo garantisce che 1 # 1, per cui 2 =0

1 (l—p) = 1
o = 0
1 (4 — a:f) =0
2 > 4
x < 3/2
w >0
Poiché x% >dex; <3/2,ex; < —2equindi 1 —p; =1/x7 <0, per cui pg > 1.
Quindi 4 — 2% = 0 = z; = —2. Se ne ricava il punto candidato C = (—2,0) con
pe = (3/2,0).

Abbiamo quindi in complesso tre punti candidati, fra i quali scegliere quello in
cui la funzione obiettivo assume il valore minimo.

A= (3/2,V7/2) = f(A) =2
B=(3/2,—V7/2) = f(B)=2
C=(-20=f(C)=9

da cui risulta che A e B sono entrambi punti di ottimo globale.
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Esercizio 2

Risolvere con le condizioni di KKT il seguente problema:

min f (z) 1+ X2
g () = —2i+23+1<0
g(z) = 22-4<0
93 (2) —22<0

Soluzione

La Figura[5.12] rappresenta la regione delle soluzioni ammissibili.

4

Figura 5.12: Regione ammissibile

Punti non regolari

I punti regolari sono quei punti nei quali i gradienti dei vincoli attivi sono fra loro
linearmente indipendenti. Si noti che vanno considerati solo i vincoli attivi. Quindi,
i punti interni alla regione di ammissibilita sono tutti regolari, quelli per i quali passa
un vincolo solo lo sono ovunque il gradiente ¢ diverso da zero, e cosi via.

I gradienti dei tre vincoli sono:

Vo (z) = [ -2z 2z, ]
Vgg (I) = [ 2161 0 ]/
Vos () = [0 1]

Il primo e il secondo gradiente si annullano solo nell’origine, dove i relativi vincoli
non sono attivi. Le intersezioni dei vincoli a coppie sono:

e g1(x)=g2(x)=0

gi(r) = —af+a3+1<0
ga(r) = af—-4<0
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da cui si ricavano i punti A = (2, \/3), B = (2,—\/§), C = (—2, \/§) e
D = (—2, _\/ﬁ) I gradienti Vg; e Vgs valutati in questi quattro punti sono
linearmente indipendenti. Verifichiamolo per A (il procedimento ¢ analogo
per gli altri tre punti):

Vg1 = {—42\/?:]/ V92=[40]/

che sono linearmente indipendenti perché la matrice ottenuta accostandoli e
non singolare:

4 4 4 4
[2\/3 0}:‘2\/3 0’:_8\@#0

® g1 (r)=g3(x)=0

g (x) = fx%+:c§+1§0
g3(r) = —x2<0

da cui si ricavano i punti £ = (1,0) ed F' = (—1,0). Anche i gradienti Vg; e
Vg3 valutati in questi due punti sono linearmente indipendenti.

* 92(2) = g2(x) =0

g2 () 22 —4<0
gs(r) = —x2<0

da cui si ricavano i punti G = (2,0) e H = (—2,0), in cui i gradienti Vg2 e Vg3
sono linearmente indipendenti.

Infine, non vi sono intersezioni di tutti e tre i vincoli. Quindi, tutti i punti sono
regolari.

Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

La lagrangiana generalizzata e ¢ (z, u) = x1+ o+ 11 (—x% + 23 + 1) + 2 (x% — 4) +
s (—z2). Quindi le condizioni di KKT sono:

o)0ry = 1—2ma1+2ux1 =0
0l/Oxy = 142ux0—pu3=0
pgr = p(—ai+23+1)=0
pags = p2(2f—4) =0
u3gs = pzr2 =0
g = —ai+ri+1<0
gs = x% —-4<0
g3 = —x2<0
p1 >0
po >0
ps >0

11 vincolo piu semplice & psgs (x) = 0, per cui spezziamo il problema originario
P%in P! (u3=0eg3<0)e P> (u3>0eg3=0).
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P! (us=0e g3 <0)

2(p1 —p2)ry = 1
14+2max = 0

M1 (*93? + 22 + 1) = 0
L2 (:c% - 4) 0
—ritai+l <0

r7 < 4

To > 0

p >0

2 2> 0

Poiché 1 > 0exy >0, e 1+ 2uix2 > 1 > 0. Quindi il secondo vincolo non puo
essere soddisfatto e questo sottoproblema non contiene punti candidati.

P2 (u3>0e g3 =0= 29 =0)

2 (u1 — p2) 21
L —ps

pi (—27+1)
pa (27 — 4)
—23+1
x?—4

251

M2

=pu3=1

I
o0 oo o o o~

IV IV IA A

Scomponiamo ulteriormente il sottoproblema P2, rispetto al vincolo u1g; () =
0, ottenendo P! (t11=0eg1 <0)e P12 (p1 >0eg; =0).

P (u1=0e g1 <0)

—2uox; = 1

ps = 1

s (:v% — 4) 0
1<a2? < 4

e > 0

Poiché —2usx1 = 1, s # 0, e quindi 22 = 4. D’altra parte, —2usz1 = 1€ pp > 0
significa che z; < 0. Quindi I'unico punto candidato ¢ H = (—2,0), che corrisponde
apg =(0,1/4,1).

P2 (uy>0eg=0=2f=1)

2(p1 —p2)rr = 1
l—ps = 0=>pus=1

2 =1
,ug(a:%—él) = 0=pu2=0

2 —4 0

<
e > 0
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Da 2 (p1 —p2)x1 = 1 e pug = 0 deriva 2u32; = 1, che impone z; > 0. Quindi
l'unico punto candidato & E = (1,0), con pug = (1/2,0,1).

Fra i due punti candidati, ¢ punto di ottimo globale H:

E=(1,00= f(E)=1
H=(=2,0)= f(H)=—2
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Esercizio 3

Risolvere con le condizioni di KKT il seguente problema:

min f (z) = 2+ 23
g (x) = x%+x§—4§0
g(x) = —x1—20-2<0

Soluzione

La Figura [p.13| rappresenta la regione delle soluzioni ammissibili.

Figura 5.13: Regione ammissibile

Punti non regolari

I punti interni alla regione di ammissibilita sono tutti regolari. I punti per i quali
passa un vincolo solo lo sono ovunque il gradiente e diverso da zero. I gradienti dei
due vincoli sono:

Vgl (.’E) = [2.121 21,‘2 ]/
Voo (z) = [-1 —1]

Il primo si annulla solo nell’origine, dove il vincolo non & attivo; il secondo non
si annulla mai. I due vincoli si intersecano in

g (z) = zi4+25-4=0

g2(x) = —x1—22—-2=0
ciot in A = (—2,0) e B = (0,—2). I loro gradienti sono
Voi(A) = [40] V= [-1 —1] Vo (B)=[0 —4] Vgz=[-1 —1]

linearmente indipendenti. Quindi tutti i punti sono regolari.
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Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

La lagrangiana generalizzata & £ (z, p) = a3+a3+p (21 + 23 — 4)+po (—21 — 22 — 2).
Quindi le condizioni necessarie del primo ordine sono:

0l/0xy = 2x1+2uw —p2 =0
0l)0xy = 2x9+2u1x9 — o =0
mgr = (x% + 22 — 4) =0
p2g2 = p2(—x1—22—2)=0
g = x%—l—x%—élgo
g2 = —x1—22—2<0
pu1 =0
p2 >0

Sottraendo i primi due vincoli, si ottiene
2(z1 —a2) 1+ 1) =0

Poiché 11 >0=14+pu; >21>0,e 1 =25 = z.

20 (1+p1) = p2
(x 72) = 0
pwr(x+1) = 0
z? <
r > -1
w > 0
e > 0

11 vincolo pitu semplice & ug (x + 1) = 0, per cui spezziamo il problema originario
PYin P! (ug=0)e P? (uz >0ex=-1).

Pt (u2 = 0)
z (14 )
pi (2 —2) =
z? <
r > -1
wm > 0

Poiché p3 > 0, ¢ x = 0. Questo corrisponde al punto candidato O = (0,0), con
1o = (0,0). Sinoti che nessun vincolo ¢ attivo in O, e corrispondentemente tutti i
moltiplicatori sono nulli.

P2 (i >0exy =ag=2=-1)

20 +m) = pe
pm = 0

=0 = —1
22 < 2

z > -1
w > 0
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che pero implica pg < 0, e quindi non & ammissibile. In effetti, nel punto (—1,—1) il
gradiente della funzione obiettivo Vf (=1, —1) = [ =2 — 2" & parallelo al gradiente
dell’unico vincolo attivo Vgs = [ -1 — 1], ma & diretto nello stesso verso anziché
in verso opposto. Questo corrisponde al segno errato di ps.

Si ha quindi un solo punto candidato, che & il punto di ottimo globale: O = (0, 0),
con f (O) =0.
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Esercizio 4

Risolvere con le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker il problema

min f (z) = x4+
hl (.T) = IL‘? — T9 = 0
g1(x) = 21 <0

Soluzione

La Figura La Figura[5.14] rappresenta la regione delle soluzioni ammissibili.

A= (-1/2,1/4)
0=(0,0)

Figura 5.14: Regione ammissibile

Punti non regolari
I gradienti dei vincoli sono
Vh(z) =2z, —1] Vg () =[10]

e non si annullano mai. L’unico punto potenzialmente non regolare, quindi, & I'in-
tersezione dei due vincoli, cioe I’origine, dove entrambi i vincoli sono attivi. In essa,
pero, i due vettori

Vh(O)=1[0 -1  Vg(0)=[10]

sono linearmente indipendenti. Quindi tutti i punti sono regolari.

Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

La lagrangiana generalizzata ¢ ¢ (z, A\, ) = x1 + 2 + A (m% — xQ) + pxy.

0lf0xy = 142 x1+p=0
M)0xy = 1-A=0=>A=1
MHION=h = z?—x3=0
pg = pr1=0

g = 21=<0
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dacuip=—-2x1 -1

T2 = {,C?
(2:61 + 1) X1 =
X1 S 0
da cui 1 = —1/2 e ;1 = 0. La prima soluzione & accettabile e corrisponde al punto
candidato A = (—=1/2,1/4) con A =1 e = 0. La seconda non & accettabile perché
il punto = = (0,0) corrisponde ai moltiplicatori A = 1 e 4 = —1 < 0, che non &

amimissibile.

Quindi I'unico punto candidato ¢ A = (—1/2,1/4), ed & il punto di ottimo

globale.
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Esercizio 5

Risolvere con le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker il problema

min f (z) = @9
g(z) = (21-1)°+(22-2)<0
g2(z) = (x1-1)°—(22-2)<0
(z)

= —-11<0

Soluzione

La Figura [5.15| rappresenta la regione delle soluzioni ammissibili.

Figura 5.15: Regione ammissibile

Punti non regolari

I punti regolari sono quei punti nei quali i gradienti dei vincoli attivi sono fra loro
linearmente indipendenti. Si noti che vanno considerati solo i vincoli attivi. Quindi,
i punti interni alla regione di ammissibilita sono tutti regolari, quelli per i quali passa
un vincolo solo lo sono ovunque il gradiente & diverso da zero, e coi via.

I gradienti dei tre vincoli sono:

Vo (z) = [3(:51—1)2 1]'

Vgs (z) = [3(.1:1—1)2—1}/
Vgs(z) = [-10]
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Poiché nessun gradiente si annulla mai, ci interessano solo i punti in cui sono
attivi almeno due vincoli. Vi sono tre punti di questo genere, indicati in figura con
A, BeC.

G (A)=0 = (21-1)°=—(22-2)

@2 (A)=0 = (r1-1)°=+(x2-2)
da cui — (25 — 2) = (25 —2), ciod 23 = 2 e (21 —1)® = 0, ciod z; = 1. In breve,
A=(1,2).
(w1 —1)° = = (22— 2)

1‘120

91 (B)
g3 (B)

0 =
0 =

da cui —1 = 2 — x9, cioe z2 = 3 e quindi B = (0, 3). Infine,

32 (C)=0 = (211-1)%=(2,-2)
gg(C):O = 1’1:0

da cui 1 =2 — x5, cioé 23 =1 e quindi C' = (0, 1).

InAeVg (A)=[01]eVgy(A) =[0 — 17, cio¢ i due gradienti sono opposti.
Dunque sono linearmente dipendenti: A non e regolare. Nei punti non regolari, le
condizioni di Karush-Kuhn-Tucker perdono di validita, cioé non danno informazioni.
Quindi, siamo costretti a considerare tutti i punti non regolari come punti candidati.

InBeVg (B)=[31] eVgs(B)=[-10]". Questi due vettori sono indipen-
denti. Anziché valutare il determinante della matrice composta accostando i due
vettori, si puo usare la definizione e cercare una combinazione lineare dei due vettori
che si annulli. In altre parole, si impone a1 Vg (B) + asVygs (B) = 0 e si cercano
i valori di a1 e ay che soddisfano la condizione: si ottiene [ 3a; — ag a; ]', che e
nullo solo per a; = as = 0. Quindi i due vettori sono linearmente indipendenti.

Infine, in C' & Vgo (C) = [3 —1] e Vg3(C) = [-10]". Questi due vetto-
ri sono indipendenti. Infatti imponendo a3Vgs (C) + a2Vgs (B) = 0 si ottiene
[Ban —as — ]/, che & nullo solo per a1 = as = 0.

Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

La lagrangiana generalizzata & £ (z, 1) = xo+p1 (z1 — 1) 41 (w9 — 2)4p2 (21 — 1)°—
to (2 — 2) — pszq, per cui

000z, = 3uy(z1— 1) +3pg (1 —1)> —p3 =0
Ol)Oxys = 14 pu1—pe=0
pig1 = [(Il —1)° + (22 — 2)] =0
Hog2 = 2 [(331—1)3—(332—2)]:0
p3gs = —p3r1 =0
<0 = (21-1)°+(22-2)<0
92<0 = (21-1)°—(22—-2)<0
93<0 = -1 <0
1 >0
p2 >0

pnz >0
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Prima di scegliere un vincolo di complementarieta per scomporre il problema,
osserviamo che la seconda equazione permette di dimostrare la positivita stretta
di un moltiplicatore: poiché 1 + p; —ps = 0, € o = 1 +1 > 1 > 0. Questo
implica che ps puo essere rimosso dal suo vincolo di complementarieta, e quindi
(21 —1)® — (25 — 2) = 0. 1l sistema si semplifica in:

3(2u +1)(z1 - 1) —pg =
H2

pa (22 — 2)

(w1 —1)°

H3T1

2(zg —2)

T

H1

M2

H3

+ p

I
o = o

VIV IV IVIA T
SRl
V)
I
o

Ora conviene scegliere il vincolo pit semplice, cioe il terzo e spezzare il problema
originario P% in P! (u3 =0e g3 <0)e P? (u3 >0e g3 =0).

P! (u3=0e g3 <0)

(21 +1) (w1 — 1)°
H2

pa (22 — 2)

(w1 —1)°

T2

+

1l
o = o

I
—~
8

[\v]

|
N}
~

z1
M1
H2

VvV IV IV IA
o o o W

Nel primo vincolo, il termine (2u7 + 1) & chiaramente positivo, e quindi implica
che x1 = 1, e quindi 2 = 2. I vincoli rimanenti non consentono di trovare un
solo valore per tutti i moltiplicatori: qualsiasi valore non negativo u; > 0 e il
corrispondente valore ps = p1 + 1 sono validi. La soluzione A = (1,2) soddisfa le
condizioni di Karush-Kuhn-Tucker. A rigore, pero, questo punto va escluso dalla
trattazione, dato che non e regolare, e quindi ¢ candidato per quella ragione, e non
perché soddisfa le condizioni.

Fra i due punti candidati, quello di ottimo globale ¢ C perché
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Esercizio 6

Risolvere con le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker il problema

min f (z) = —x1
g(@) = (m1-1"+(22-2)<0
g2(x) = (21—1)° = (22-2) <0
g3 (2) —21 <0

Soluzione

La Figura[5.16| rappresenta la regione delle soluzioni ammissibili.

Figura 5.16: Regione ammissibile

Punti non regolari

Il problema ha gli stessi vincoli, e quindi la stessa regione ammissibile dell’Eserci-

zio 6. Ripetiamo quindi 'analisi, e concludiamo che 'unico punto non regolare &
A=(1,2).
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Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

La lagrangiana generalizzata & £ (z, ;1) = —a1 4+ (21 — 1)°+p1 (22 — 2)+pug (21 — 1)
o (2 — 2) — psxy, per cui

ol)ox1 = —143u1(z1 — 1)2 + 3o (x1 — 1)2 —u3 =20
ol)dxy = p1—p2=0
pigr = [(m —1)° + (w3 — 2)} =0
pog2 = 2 {(951 —1)° — (22 — 2)} =0
psgs = —p3r1 =0
G0 = (@ -1+ (22-2)<0
<0 = (@-1°—(22-2) <0
93<0 = -2, <0
p1 >0
2 >0
pn3 >0

Poiché py = piz = p, il primo vincolo diventa 6y (z1 — 1)> = s +1> 1> 0, da
cui deriva che g > 0. Sommando e sottraendo il terzo e il quarto vincolo, si ottiene
che 1 = 1 e x5 = 2. Quindi, il primo vincolo richiederebbe uz = —1 e il quinto
vincolo richiederebbe us = 0, un assurdo. Ne segue che nessun punto soddisfa le
condizioni di Karush-Kuhn-Tucker.

D’altra parte, un minimo globale esiste senz’altro, perché la regione ammissibile
¢ chiusa e limitata e la funzione obiettivo continua. Il punto di ottimo globale & A,
che non essendo regolare puo essere ottimo anche senza soddisfare le condizioni del
primo ordine. Si noti come invece nell’esercizio precedente lo stesso punto, pur es-
sendo non regolare, soddisfacesse le condizioni: entrambi i casi possono presentarsi.
Per questo, occorre comunque tenere in considerazione i punti non regolari come
candidati.

3_
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Esercizio 7

Risolvere con le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker il problema

2
1
minz = (z1 4+ 1)° + (332 + 5)
2

x%_l’z

IAIA

Ty — T2

Soluzione

Questo problema ha una regione ammissibile molto particolare, che consiste nel
quadrante superiore compreso fra le bisettrici degli assi, ma anche nella semiretta
ro = x1 con 1 < 0. La Figural5.6|rappresenta la regione delle soluzioni ammissibili.

Figura 5.17: Regione ammissibile

Punti non regolari

I gradienti dei vincoli g; (v) = 23 — 23 <0 e g2 (¥) = 71 — 72 < 0 sono

2x 1
Vgl:[—%lﬂz} V92=[_1}

I punti in cui nessuno dei due vincoli e attivo sono regolari per definizione. Quelli
in cui € attivo solo g1, cioe quelli della bisettrice del secondo e quarto quadrante,
esclusa lorigine (xo = —x1, con 21 # 0) sono regolari fin tanto che il gradiente non si
annulla, ma questo richiedebbe x1 = 29 = 0, che € escluso. Quindi tutti questi punti
sono regolari. In nessun punto e attivo solo go. I punti in cui sono attivi entrambi
i vincoli, cioé quelli della bisettrice del primo e terzo quadrante (zo = 21 = £) sono
tutti non regolari, perché in essi Vg3 = [2 — 2§]T eVg =1[1 — l]T.
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Condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Le condizioni analitiche del primo ordine si ottengono a partire dalla lagrangiana
2
Cla,p) = (@1 + D)7+ (224 5)7 + i (23 — 23) + p2 (21 — 22).

% = 2(z1+ 1)+ 2z +p2 =0
% = 2(562-1—;)—2#1!102—#2:0
pigr(r) = (37% - x%) =0
pag2 () = —p2(z1—22) =0
w = 0
pe > 0
gi(z) < 0
g2(x) < 0

Dato che sono punti non regolari, e quindi automaticamente candidati, esclu-
diamo a priori dalla trattazione i punti della bisettrice del primo e terzo quadrante:
x1 — x2 < 0. Ne consegue, dal quarto vincolo, che po = 0: il moltiplicatore di un
vincolo non attivo (g2) € sempre nullo.

2 (Il + 1) + 2y = 0
1
2 (:cg + 2) —2uixe = 0
pi(z1+a2) = 0
0 = 0
w > 0
p2 = 0
xr1 + Zo 2 0
T —T9 < 0

Dividiamo il problema in due sottoproblemi in base al terzo vincolo.

Problema p; =0 Dai primi due vincoli, si ottiene il punto C = (—1,—1/2). Si
tratta di una soluzione non ammissibile per il vincolo g; < 0, per cui va scartata.
D’altra parte, si tratta di una soluzione sensata, dato che ¢ il punto di minimo della
funzione obiettivo in assenza di vincoli.

Problema p; > 0 Risulta zo = —z; e quindi
2 (.’171 + 1) + 2y = 0
1
2 (-(L’l + 2) + 2,[1,1.’171 = 0
che sottraendo i due vincoli da 1 = —1/4 e 29 = 1/4, mentre pu; = 3. Questo &

I'unico punto candidato suggerito dalle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker.

Si tratta ora di decidere fra il punto A = (—1/4,1/4) e i punti della retta
T9 = x1 = a. Determiniamo il punto di minimo fra questi e lo confrontiamo con A.
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1\2
min f (o) = (a +1)° + <a+ 2)
La soluzione si ottiene annullando la derivata rispetto al parametro a: f’(a) =
2(@+1)+2(a+3) =0, dacui @ = —3/4 e quindi B = (—3/4,-3/4), dove
la funzione obiettivo vale f(B) = 1/8. In A, invece, la funzione obiettivo vale
f(A) =9/8. Quindi l'ottimo globale sta nel punto non regolare B = (—3/4,—3/4).
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Parte 111

Modelli con preferenze
complesse

159






Capitolo 6

La preferenza paretiana

Questo capitolo tratta una situazione decisionale piu complessa: continuiamo ad
assumere che vi sia un solo decisore e un solo scenario, ma la relazione di preferenza
non sara pitt un ordine debole descritto da una funzione valore (o costo) conforme.

Per poter dire qualcosa di utile, dobbiamo fare ipotesi sulla struttura della rela-
zione di preferenza, e ovviamente ipotesi diverse produrranno modelli diversi. Sto-
ricamente, il primo modello, che ¢ ancora uno dei pit importanti, fu quello proposto
nella seconda meta dell’Ottocento da Paretcﬂ Ricordiamo che abbiamo supposto
che I'impatto abbia valori vettoriali a p dimensioni (F' C RP).

Definizione 21 Si dice preferenza paretiana la relazione:

O={(f,f): fi<f] perognile{l,...,p}}

OVVEero
f2f e fi < fl per ognile {1,....p}

Nella teoria di Pareto, un impatto & preferibile a un altro quando tutti gli elementi
del primo non superano i corrispondenti elementi del secondo. Sostanzialmente, si
assume che gli indicatori f; rappresentino dei costi. Ovviamente, esiste anche un
caso paretiano nel quale essi rappresentano utilita e la relazione di preferenza viene
definita corrispondentemente; qui adottiamo una convenzione uniforme con quella
adottata per trattare la Programmazione Matematica.

Il caso paretiano & un modello abbastanza ragionevole di situazioni pratiche: se
gli indicatori rappresentano costi, & normale che si preferiscano impatti con indi-
catori bassi a impatti con indicatori alti. Tuttavia, in questo modello si possono
confrontare solo impatti con elementi che si dominano tutti nello stesso verso. Si
parla di ipotesi degli indicatori incomparabili, intendendo che il decisore non ¢ in
grado di paragonare fra loro due impatti quando indicatori diversi danno suggeri-
menti opposti. Questa limitazione puo rendere il modello paretiano di preferenza
irrealistico.

Il modello & anche a prima vista poco utile per arrivare all’effettiva scelta di una
soluzione, dato che si arresta proponendone molte incomparabili. Nella pratica, il
decisore potrebbe essere in grado di dire qualcosa in piu, oltre al fatto che, presi
singolarmente, gli indicatori sono dei costi (o dei benefici), ma potrebbe trovare
difficile descrivere completamente la propria preferenza. A questo punto, il sem-
plice fatto di presentare al decisore la regione paretiana (come elenco di soluzioni

1Vilfredo Pareto (1848-1923), economista, matematico e ingegnere italiano, nato in Francia e
vissuto in Italia e Svizzera.
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o con una rappresentazione grafica), anziché 'intera regione ammissibile, puo aiu-
tarlo a chiarirsi le idee e a raffinare la sua relazione di preferenza in un secondo
tempo, arricchendola con I'aggiunta di nuove coppie confrontabili e conservando
quelle definite dall’ipotesi paretiana, senza tradire cio che davvero sente. E anche
possibile che in questo modo si arrivi a una relazione completa senza affrontare le
complicazioni della teoria dell’utilita a molti attributi.

6.1 Proprieta formali della preferenza paretiana
Teorema 18 La relazione di preferenza paretiana € un ordine parziale.
Dimostrazione. Infatti ¢
e riflessiva: f < f per ogni f € F
fi=fiperognile{l,...,p} = fi< fiperognile{l,....p}=f=f
o transitiva: f <X fle f/ "= f<f"perogni f,f, f'€F

=y N fi < fl perognile{l,... p}
fr=rf f] < f' perognil € {1,...,p}
= fi<f/ perognile{l,....p} = f=f"
e antisimmetrica: f <X f'e f' X f= f=f perogni f,f € F

{fﬁf’ {flgfl’forallle{l,...,p}
=
fr=<f fl<fiforallle{1,...,p}

= fi=f/perognile{l,....p} = f=f

=

=

Le dimostrazioni sono semplici, perché sfruttano le proprieta dei numeri reali,
di cui godono i singoli indicatori presi uno per uno. Sembrano banali giochi di
notazione, ma non lo sono, perché il passaggio dalla relazione fra impatti (<) alla
relazione fra indicatori (<) & cruciale, ed & consentito solo dalla definizione di Pareto.

Osservazione 5 In generale, la relazione di preferenza paretiana non e completa.
Esempio 34 Un banale controesempio alla completezza é fornito dai due vettori
|1 ;2

=2 =[]
dove f ¢ meglio di f' per il primo indicatore, ma & peggio per il secondo. Quin-
di la preferenza paretiana non vale in alcuno dei due versi: i due impatti sono
incomparabili (f < f').
6.2 Dominanza paretiana
Come discusso nella Sezione la relazione di preferenza stretta fra impatti induce

una relazione di dominanza fra soluzioni, nel senso che una soluzione ne domina
un’altra se e solo se I'impatto della prima & strettamente preferibile all’'impatto
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della seconda. Si usa la preferenza stretta perché in generale possono esistere diverse
soluzioni con lo stesso impatto, e quindi indifferenti fra loro; se si dicesse che tali
soluzioni si dominano a vicenda, bisognerebbe scartarle tutte, e questo non pare
ragionevole.

Nel caso paretiano, la dominanza fra soluzioni si esprime dunque come segue:

fi(@") < fi(z) perognile{l,...,p}

x <I‘i’f(“”j)<f($)®{Ele{l,...,p}ifz(x')<fz(33)

e questo consente di dividere le soluzioni ammissibili x € X in due gruppi, uno dei
quali andra scartato in qualsiasi decisione ragionevole, mentre ’altro andra preso
in considerazione.

Definizione 22 Si dice soluzione dominata qualsiasi soluzione ammissibile v € X
che ammetta un’altra soluzione ' € X che la domina:

_ N < i led{l,...,
Jr' e X,le{1,...,p}: Ji ($l)_fl () per ogni { P}
fi @) < fi(z)
Definizione 23 Si dice soluzione paretiana qualsiasi soluzione ammissibile x € X
tale che nessun’altra soluzione x' la domina:

Vo' € X, {1,...,p}: fi(w) < fi(2') oppure f (') = f (x)
Definizione 24 Si dice regione paretiana X° [’insieme delle soluzioni paretiane.

La regione paretiana e il corrispondente dell’insieme dei punti di ottimo globale
in Programmazione Matematica, con due differenze piccole, ma non trascurabili,
dovute alla incompletezza della relazione di preferenza paretiana:

1. le soluzioni paretiane non sono preferibili a tutte le altre, mentre i punti di
ottimo globale lo sono;

2. le soluzioni paretiane non sono tutte indifferenti fra loro, mentre i punti di
ottimo globale lo sono.

Questo significa che, mentre in Programmazione Matematica di solito basta trovare
un punto di ottimo globale e si possono ignorare gli altri, nel caso paretiano e
opportuno trovare tutte le soluzioni paretiane.

6.3 Determinazione della regione paretiana

Il problema fondamentale a questo punto risulta la determinazione della regione
paretiana. Esistono diversi modi per ottenerla, che perd hanno ambiti applicativi
diversi, vantaggi e svantaggi diversi e producono risultati diversi. Questo perché,
invece di generare esattamente la regione paretiana X°, in generale ne forniscono
una sottostima (cio¢ un sottoinsieme) o una sovrastima (cio¢ un sovrainsieme).
Non esiste un metodo che valga in generale e produca esattamente X°. Nel seguito
descriviamo:

1. Tapplicazione diretta della definizione, che vale solo per il caso finito;

2. il metodo della trasformazione inversa, che vale solo se gli indicatori sono due
(f eR?);
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3. le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker, che valgono solo per il caso continuo e
producono una sovrastima di X°;

4. il metodo dei pesi, che vale sempre, ma produce una sottostima di X°;

5. il metodo dei vincoli, che vale sempre, ma produce una sovrastima di X°.

La Tabella riassume i metodi qui considerati, i problemi a cui possono essere
applicati, i loro svantaggi e il tipo di stima che forniscono.

Metodo Applicabilita Svantaggi Stima
Definizione Problemi finiti Inefficiente per Esatta
problemi combinatorici
Trasformazione inversa | p = 2 indicatori Intervento umano Esatta
Condizioni di KKT Problemi regolari | Soluzione di un sistema | Sovrastima
Pesi Completa Problema parametrico Sottostima
Vincoli Completa Problema parametrico Sovrastima

Tabella 6.1: Alcuni metodi per determinare la regione paretiana: applicabilita,
svantaggi e genere di stima ottenuta

6.3.1 L’applicazione della definizione

Nel caso finito, la regione paretiana si puo trovare in tempo finito, applicando la
definizione stessa, ovvero costruendo il grafo della dominanza fra soluzioni, dove i
nodi sono le soluzioni e gli archi la relazione di dominanza, come si & fatto nella
Sezione trattando relazioni di preferenza generiche. In questo grafo, le soluzioni
paretiane sono i nodi privi di archi entranti.

Esempio 35 Riprendiamo in esame il problema del viaggio introdotto nell’Esem-
pio[j del Capitolo[f] e supponiamo che l'impatto f sia descritto completamente dal
tempo di viaggio fi (misurato in ore) e dal costo del viaggio fo (misurato in Fu-
ro), con i valori riportati in Tabella . Gli indicatori sono entrambi intesi come
funzioni di costo e sono fra loro incomparabili.

Tempo (ore) Costo (Euro)
Treno 5.5 100
Auto 4.0 150
Aereo 1.0 300
Pullman 5.0 180
Taxi 4.0 400

Tabella 6.2: Tempi e costi associati a diversi mezzi di trasporto per compiere un
viaggio

La relazione di preferenza che ne deriva é

IT = {(Auto, Pullman) , (Auto, Taxi) , (Aereo, Taxi)}

Le soluzioni paretiane sono quindi Treno, Aereo e Auto. Ricordiamo che nell’Esem-
pio [4 della Sezione st era assunto di saper confrontare Auto e Treno, cosicché
quest’ultimo risultava dominato. La differenza é che qui la relazione di preferenza
e costruita meccanicamente in base ai valori dei due indicatori, mentre li era data
elencando esplicitamente ciascuna coppia di impatti.
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Esempio 36 Consideriamo la sequente matrice di valutazione, nella quale gli in-
dicatori sono tutti da massimizzare, anziché da minimizzare.

Indicatori
Alternative | f1 fa f3
a 100 60 60
as 70 75 25
as 60 40 20
ay 40 100 80
as 20 80 100

Procedendo per confronti a coppie, si verifica che lalternativa as ¢ dominata
dalle alternative ay e as. Le altre quattro alternative sono tutte paretiane.

6.4 Metodo della trasformazione inversa

Questo metodo consiste anch’esso nell’applicare la definizione, ma e applicabile
anche a problemi continui, purché rappresentabili graficamente nello spazio degli

indicatori. Esso infatti consiste in una risoluzione grafica del problema, e richiede
di:

e determinare l'inversa ¢ : ' — X della trasformazione f : X — F;

e sostituire z = ¢ (f) nell’espressione dei vincoli in modo da ottenere un’espres-
sione analitica della regione F' nello spazio degli indicatori;

e determinare il sottoinsieme F'° degli impatti non dominati, cioe dell’immagine
della regione paretiana X° nello spazio degli indicatori; questi impatti sono
quelli il cui quadrante inferiore sinistro non interseca F’;

e determinare attraverso la trasformazione inversa ¢ : F' — X la regione pare-
tiana X° nello spazio delle variabili.

Dato che in genere si deve determinare F° graficamente, il metodo e applicabile
solo nel caso in cui vi siano due indicatori (p = 2).

Esempio 37 Si consideri il sequente problema:

min f1 (z) = z1 + 2

min fo (z) = —a1
g1 (z) =327 + 4z, —12 <0
92 (z) = —22 <0

La Figura[61)illustra la regione ammissibile e gli antigradienti dei due indicatori.

Anzi tutto, determiniamo la trasformazione inversa ¢ : F — X :

fi(z) =21 + a9 - z1(f) = —fo
f2(z) = —m1 v (f)=f—x1=fi+ fo

da cui risulta la regione F (rappresentata in Figura :

{gl(w(f))=3f§+4(f1+f2)—12§0 n<in-pes
g2 (@ (f))=-fi—fa<0 fit >0
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Figura 6.1: La regione ammissibile del problema

Figura 6.2: L’insieme degli impatti del problema (in rosso 'immagine della regione
paretiana)
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Efacz'le individuare graficamente 'immagine della regione paretiana: basta trovare
i punti che non ammettono altri punti nel quadrante in basso a sinistra. Tali punti
costituiscono il segmento CD, con C' = (—2,2) e D = (2,-2).

Ora dobbiamo applicare la trasformazione inversa e tornare nello spazio delle
variabili. Poiché la trasformazione inversa ¢ lineare, € possibile fare una discussione
semplificata: il segmento C'D nello spazio degli indicatori corrisponde a un altro
segmento nello spazio delle variabili di decisione. Per trovare questo segmento,
basta trasformare i due estremi: la regione paretiana X° é il segmento compreso fra
z(C)=A=(-2,0) ex(D)=B=1(2,0).

In generale, dovremmo invece esprimere la regione F° in forma parametrica co-
me f («) e sottoporla alla trasformazione inversa in modo da ottenere l'espressione
parametrica x (f (o)) = x (a). In questo caso

fila) =« z1(a) = fo(a) =
{fg(a):—a :>{$2(04)Z—fl(a)—fz(oz)z—a+oz20

con a € [—2;2].

6.5 Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker

Queste condizioni estendono le analoghe condizioni definite per la Programmazione
Matematica. Sono ancora una volta condizioni locali, per cui passano attraverso
una definizione di dominanza paretiana locale, anziché globale. E sono ancora
condizioni necessarie, ma non sufficienti, e quindi producono un insieme XX¥X7T di
soluzioni candidate ad essere paretiane, ma non certamente tali. Tale insieme sara
quindi in generale pilt ampio della regione paretiana: XXXT O X°. Bisognera poi
filtrare via in una fase successiva i punti dominati.

Nel seguito, descriviamo schematicamente il procedimento, che segue le tracce
di quello gia descritto nel Capitolo [5l Per prima cosa, si introduce una descrizione
analitica della regione ammissibile X attraverso vincoli e ipotesi di regolarita sulle
funzioni che definiscono impatto e vincoli:

X={zeR":gj(z)<0perje{l,...,m}} CR"

F=lhfe - £
con g; (z) € C*(X) funzioni regolari per j € {1,...,m} e f; € C'(X) per | €

{1,...,p}

Soluzioni localmente paretiane

Definizione 25 Si dice soluzione localmente paretiana una soluzione ammissibile
x € X che ammette un intorno Uy . entro il quale nessun’altra soluzione la domina:

Uy : 2’ £z per ogni ' € Uy e N X

Una soluzione paretiana e localmente paretiana, ma non vale ’'inverso, come i punti
di ottimo globale sono punti di ottimo locale, ma non viceversa.

La Figura [6.3] rappresenta in bianco su sfondo grigio 'insieme degli impatti
F di un problema decisionale nello spazio degli indicatori RP. In questo spazio
¢ facile vedere se un impatto f corrisponde a un punto x dominato o paretiano:
basta costruire il quadrante inferiore sinistro a partire da f (cioe l'insieme dei punti
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con coordinate < f; per ogni I € {1,...,p}) e verificare che tale quadrante non
contenga punti di F' diversi da f. Per esempio, in Figura [6.3] le soluzioni A e
B sono paretiane. Le soluzioni C' e D sono dominate, dato che qualsiasi intorno
degli impatti f (C) e f (D) contiene punti con coordinate non superiori e almeno
una coordinata strettamente inferiore (per esempio quelli del segmento compreso
fra f(B) e f(C) sono migliori di f(C) rispetto all’indicatore f; e ugualmente
buoni rispetto a ngl Infine, il punto E & localmente paretiano, dato che nessun
impatto nell’intersezione fra lo spazio degli impatti F' e I'immagine dell’intorno
Ug . raffigurata dal cerchio cade nel quadrante inferiore sinistro di f (E), delimitato
dalle linee tratteggiate. Tuttavia, F non € un punto globalmente paretiano, perché
Iimpatto f(E) ¢ dominato da parecchi altri impatti, fra cui f (4), f(B), f(C) e
7 (D).

e

> ,

Figura 6.3: T punti A e B sono globalmente paretiani; C' & dominato (pilt precisa-
mente, & debolmente paretiano); D & dominato; E & localmente, ma non globalmente
paretiano (gli altri quattro punti lo dominano).

Nel caso in cui X & discreto (vedi Figura[6.4) tutte le soluzioni ammissibili sono
punti isolati. Questo significa che, assegnando valori abbastanza piccoli a €, 'intorno
Uy interseca X nel solo punto z. Quindi, in un problema discreto ogni soluzione &
localmente paretiana. Lo stesso avveniva in Programmazione Matematica. Questo
& coerente con il fatto che in generale le condizioni di KKT restituiscono una sovra-
stima dell’insieme delle soluzioni paretiane, ma nel caso discreto esse restituiscono
tutto X e sono quindi completamente inutili.

Traccia della dimostrazione

Lo sviluppo delle condizioni & analogo a quello del caso a singolo obiettivo.

1. Definizione Se un punto z & localmente paretiano, tutti gli archi £ ammissibili
in x sono non miglioranti.

2. Condizione di non miglioramento Ora sostituiamo tutti gli indicatori con
le loro approssimazioni del primo ordine attraverso la forma di Taylor. Le direzioni

21l punto C si definisce debolmente paretiano perché non & possibile migliorare tutti gli
indicatori restando nell’insieme F', ma ai fini del corso questo concetto non ci interessa.
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Figura 6.4: Nei problemi discreti, tutti i punti ammissibili sono localmente paretiani

nelle quali Dindicatore f; non migliora rispettano la condizione (Vf; (z))” p > 0.
Come in Programmazione Matematica, ammettiamo 1'uguaglianza perché i termini
di ordine superiore potrebbero far peggiorare 'indicatore anche lungo direzioni or-
togonali al gradiente. Queste condizioni sono solo necessarie e possono classificare
come candidati anche punti dominati (vedremo un esempio piti avanti). Al contra-
rio, le direzioni che violano tutte queste condizioni sono strettamente migliorati per
tutti gli indicatori, e quindi sufficienti a identificare un arco migliorante e a filtrare
via un punto dall’insieme dei candidati.

3. Condizione di ammissibilita Gli archi ammissibili vengono sostituiti dalle
relative direzioni tangenti p¢, che nei punti regolari sono tutte e sole le direzioni
con (Vg (z))" p < 0 per tutti i vincoli attivi (g; (x) = 0). Anche in questo caso,
consideriamo tutti i punti non regolari come candidati, perché in essi le condizioni
sono inaffidabili.

4. Prima interpretazione geometrica Combinando ammissibilita e non mi-
glioramento, si ha che, se £ & un punto regolare e localmente paretiano e p una
direzione tale che (ng)T p < 0 per tutti i vincoli attivi in Z (cioé un vettore tan-
gente ad arco ammissibile), allora esiste un indicatore f; tale che (V fl)T p >0 (cioe
un indicatore che non migliora strettamente lungo 1’arco).

Geometricamente, le direzioni p con prodotti scalari (ng)Tp < 0 per tutti i
vincoli attivi formano il cono ammissibile (vedi Sezione , mentre le direzioni
con (V fl)Tp < 0 per ogni indicatore formano anch’esse un cono, composto dalle
direzioni in cui tutti gli indicatori migliorano strettamente. Nel caso di un solo in-
dicatore, tali direzioni formavano un semispazio, che abbiamo chiamato semispazio
migliorante. Per estensione, chiameremo cono migliorante il nuovo insieme. Il teo-
rema afferma che nessuna direzione del primo cade all’interno del secondo: il cono
ammissibile e il cono migliorante non hanno punti interni comuni; possono al mas-
simo toccarsi, perché nelle direzioni limite, con prodotti scalari nulli, le condizioni
non sono decisive.
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Esempio 38 Si consideri il seqguente problema:

min fl = —21‘1 — X9

min fo = —x7 — 224
g1(x) = -2, <0

g2 (z) = —22 <0

g3(z) =2f + 22 —4<0

Figura 6.5: Interpretazione geometrica delle condizioni di KKT: il cono ammissibile
e il cono migliorante non devono avere direzioni interne comuni

Calcoliamo i gradienti degli indicatori e dei vincoli:

vhw=| 3] vRw=| ]

Vaw=| 3] Vew=| %] Vew-|%]

La Figum mostra due situazioni tipiche: nel punto A = (2,0) il cono ammis-
sibile interseca il cono migliorante. Infatti, spostandosi da A verso lalto a sinistra
si trova un cono di direzioni che permettono di rimanere in X abbassando il valore
sia di fy sia di fa. Nel punto B = (1/2,15/4), invece, i due coni non si intersecano.
Infatti, spostandosi da B in qualsiasi direzione o si esce da X o si peggiora almeno
uno dei due obiettivi.

5. Lemma di Farkas L’applicazione del lemma di Farkas ¢ un po’ pili com-
plicata che per la Programmazione Dinamica, dato che non si ha piu un vettore
da una parte e un cono dall’altra, ma due coni. Il trucco & introdurre un vettore
ausiliario e applicare il lemma due volte: la prima volta al vettore ausiliario e al
cono ammissibile, la seconda all’opposto del vettore ausiliario e al cono migliorante.

L’esistenza di due coni che non si intersecano, ma al massimo si toccano, equivale
all’esistenza di un iperpiano che li separa. Se v € uno dei due vettori normali a
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questo iperpiano, uno dei due coni sta dalla stessa parte di «y rispetto all’iperpiano
e l'altro dalla parte opposta. Senza perdita di generalita, supponiamo che 1l cono
ammissibile stia dalla parte opposta a -, cioe che

pTy <0 per ogni p: p’' Vg, (x) <0

Il lemma di Farkas impone che  stia nel cono dei gradienti dei vincoli attivi:

3p; > 0:y = Vg (z) per ognij: g;(x) =0
j=1

Da parte sua, il vettore —v sta dalla parte opposta ai gradienti degli indicatori:
pT (=) < 0 per ogni p : pT Vf; (z) < 0 per ogni

e quindi, per il lemma di Farkas, —v sta nel cono dei gradienti degli indicatori:

p
Jw; >0: —y = Zlefl
1=1

Sommando le due equazioni, si ottiene la tesi:

P
Jw; >0, >0 szvfl +ZM;‘VQJ' =0
=1 J

Queste sono le condizioni di KKT per il caso paretiano.

6. Seconda interpretazione geometrica Geometricamente, le condizioni di
KKT per la Programmazione Matematica, si interpretavano dicendo che I'antigra-
diente della funzione obiettivo deve cadere nel cono dei gradienti dei vincoli attivi.
Nel caso paretiano, le condizioni di KKT si possono interpretare dicendo che il cono
degli antigradienti degli indicatori interseca il cono dei gradienti det vincoli attivi.

Esempio 39 Tornando alla Figura[6.5, si puo osservare come in A i due coni non
si intersechino, mentre in B lo fanno. Infatti:ﬂ

7. Forma standard delle condizioni di KKT Come in Programmazione
Matematica, si possono reintrodurre i vincoli non attivi nel sistema imponendo
che i loro moltiplicatori siano nulli, grazie alle solite condizioni di complementa-
rietad p;g; () = 0, e si possono trattare i vincoli di uguaglianza senza raddoppiarli
esplicitamente attraverso 1'uso di moltiplicatori liberi in segno.

Si noti poi che, dato un punto z e moltiplicatori w; e p; che soddisfano le
condizioni, lo stesso punto x soddisfa le condizioni con i moltiplicatori aw; e o per
ogni fattore o > 0. In altre parole, i moltiplicatori sono determinati a meno di una
costante moltiplicativa. Si pu‘o allora imporre una condizione di normalizzazione.
Generalmente, si immagina di dividere tutti i moltiplicatori per la somma » )_; wy,

in modo che
p
Su=1
=1

Ovviamente, questo richiede di dimostrare che ), w; > 0, ma questo € vero, perché
nei punti regolari i gradienti dei vincoli attivi sono linearmente indipendenti, e

quindi }; p;Vg; # 0.
Esempio 40 APPLICAZIONE DI QUANTO SOPRA Al PUNTI A E B DEL-

L’ESEMPIO

3L’ESEMPIO VA COMPLETATO: I COEFFICIENTI p e w CHE CONFERMANO QUESTA
INTERSEZIONE SONO (per esempio) pu3 =1 e wy = w2 = 1/3.
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Figura 6.6: Seconda interpretazione geometrica delle condizioni di KKT: il cono
degli antigradienti degli indicatori deve intersecare il cono dei gradienti dei vincoli
attivi

La regione paretiana come ipersuperficie parametrica

In Programmazione Matematica, applicare le condizioni di KKT significa determi-
nare n variabili di decisione z; e m moltiplicatori 1}, risolvendo un sistema di n+m
equazioni: le n equazioni che annullano le derivate parziali della lagrangiana e le
m equazioni che annullano i prodotti u;g;. Avendo lo stesso numero di equazioni
e incogniteEI, il sistema ha in generale un numero di soluzioni finito. Le 2m dise-
quazioni che impongono 'ammissibilita dei punti candidati e la non negativita dei
moltiplicatori p; possono incidere riducendo tale numero.

Nel caso paretiano, si tratta di determinare n variabili di decisione x;, m mol-
tiplicatori u; e p moltiplicatori wy, risolvendo un sistema di n +m + 1 equazioni
(Pultima & la condizione di normalizzazione sui w;). In generale, si otterranno quin-
di coP~! soluzioni, che possiamo interpretare come una ipersuperficie parametrica
a p — 1 dimensioni espressa nella forma z = z (w).

Esempio 41 Si consideri il seguente problema:

min fi = =27 — T2

min fo = —x1 — 29
gi(z) = —21<0

g2(z) = —22<0

g3(r) = 23+29-4<0

La Figura [6.7 ne rappresenta la regione ammissibile. I due indicatori fi e fo
sono costi, da minimizzare, e i loro gradienti sono

v =| 3] va@-| 5]

411 numero rimane lo stesso se i vincoli di uguaglianza vengono gestiti attraverso moltiplicatori
liberi in segno, poiché in tal case ci sono s variabili A aggiuntive e s vincoli di uguaglianza h; () =0
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Figura 6.7: Ricerca della regione paretiana

mentre le frecce nella figura indicano gli antigradienti, cioé le direzioni di migliora-
mento. I gradienti dei vincoli sono:

Vo (z) = { :(1)] Voo (z) = { _01] Vs (z) = { 2;1v1 ]

Poiché wi + ws = 1, possiamo porre wi = w e we = 1 — w. Le disuguaglianze
wy > 0 e ws > 0 diventano quindi 0 < w < 1. Il sistema delle condizioni di KKT
si riduce quindi a:

—2w—-—1+w—p +2u3x; =0
—w—=242w—pzs+p3 =0
mgr (x) = —px1 =0

p292 (x) = —p2z2 =0

pisgs (z) = —ps (z7 + 22 —4) =0
0<w<l1

1 >0

p2 >0

pz >0

g1(r)=—-21 <0

g2 (7)) = —22 <0

g3(x) =2+ 20 -4<0

Dalla prima condizione, 2uzxy = w+ 14+ p; > 1> 0. Quindi x1 >0 e ug > 0.
La terza condizione garantisce allora che ju; = 0 e la quinta che xo = 4 — 23. Ora
sappiamo che la regione paretiana é un arco della parabola gs (z) = 0.
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o w+1
T 2p3
P2 = w—2+us
pp = 0
I (4—58%) =0
0 < w<l1
e > 0
ps > 0
0 < ;<2

Scomponiamo il problema Py nei sottoproblemi Py (us = 0) e Py (ug > 0 ¢
4—22=0)

Py (u2 =0)  Dal secondo vincolo, si ricava uz = 2—w, e quindi la linea parametrica
in (x1,x2) (ipersuperficie a p— 1 =1 dimensioni):

w+1
2(2—w)

w1
:4— —_—
2 {2(210

o )r con w € [0;1]

Si tratta di un arco della parabola xo = 4 —x2. Per sapere di quale arco si tratti,
dobbiamo determinare quali punti corrispondono ai valori di w compresi fra 0 e 1.
Perw=0, ¢z (0)=A=(1/4,63/16). Perw =1, ¢w (1) = B =(1,3). Per essere
steurt che wvalori intermedi di w corrispondano a punti intermedi, basta osservare
che x1 (w) é monotona crescente, dato che

dr;  1-2(2—w)+2(w+1) 3
— = 5 = 5 >0
dwy 4(2—w) 2(2 —w)

P (pe>0ed—23=0=m1 =2)

w+1

M= g
2+w+1 5w — 17
— w — _—
M2 1 1

Poiché w € [0;1], p2 < 0, che non é ammissibile. Quindi, questo problema non
determina punti candidati ad essere localmente paretiani.

Dal punto di vista geometrico, si puo notare che, in tutti i punti della regione
paretiana, il cono delle direzioni ammissibili non interseca il cono delle direzioni mi-
glioranti. Inoltre, il cono dei gradienti dei vincoli interseca il cono degli antigradienti
degli indicatorsi.

Nell’esempio seguente, le condizioni di KKT determinano un insieme stretta-
mente pit ampio della regione paretiana. Questo conferma che si tratta solo di
condizioni necessarie.
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Esempio 42 Si consideri il seqguente problema:

min f; = —x9

min fo = —x1 — T2
g(x)=21-1<0

g2 (r) = -1 <0

g3(x) = -2 +29—-1<0

La Figura[6.8 rappresenta la regione ammissibile del problema. Le frecce indica-
no gli antigradienti degli indicatori, cioé le direzioni di piu rapido miglioramento.

Figura 6.8: Ricerca della regione paretiana: il punto A rispetta le condizioni di
KKT, e quindi e candidato, pur non essendo nemmeno localmente paretiano

I gradienti delle funzioni obiettivo sono:
viw=| 4| vrw-] 3]
mentre i gradienti dei vincoli sono
Va@=|o| Vew=| | vew=| 3"

Come nell’esempio precedente, teniamo conto in partenza della normalizzazione
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dei moltiplicatori wy. Il sistema complessivo da risolvere é:

w—14p; —p2 —2p3z1 =0
—w+w—-14+pu3=0

pig (z) = py (#1 = 1) =0
pi2g2 (x) = —poxy =0

psgs (x) = —ps (—2f + 22— 1) =0
0<w<1

p1 >0

o >0

ps >0

g (r)=21—-1<0

g2 (z) = —21 <0

g3 () =—23+29-1<0

Dalla seconda condizione, si ricava subito uz = 1, per cui il vicolo g3 (x) =0 ¢
attivo: la regione paretiana giace sulla parabola.

w—14pu —pe—2x; = 0
w(xp—1) = 0
wexry = 0
To = x241
0 < w<l1
w > 0
e > 0
0 < z1<1

Scomponiamo il problema Py. Vista la forma delle condizioni, questa wvolta
scomponiamo Py in tre sottoproblemi: Py (x1 = 0 epu =0), P, (0 < 21 < 1
6”1:M2:0)6P3 (1'1:1 6[142:0).

Py, (z1=0e pu; =0) Dal primo vincolo si ricava s = w — 1. Poiché deve essere
to > 0, Uunico valore lecito risulta w = 1, da cui pe = 0. Il punto A = (0,1)
¢ candidato, con p = (0,0,1) e w = 1. FEppure, A non é nemmeno localmente
paretiano, perché spostandosi verso destra si conserva f costante e si migliora fo
(e salendo leggermente si pud persino migliorare f1). In effetti, questo & coerente
con le condizioni di KKT, dato che esse chiedono soltanto che almeno uno degli
indicatori non migliori in base alla forma di Taylor arrestata al primo ordine. Per
sicurezza, dobbiamo considerare candidato un punto in cui anche solo un indicatore
rimane costante al primo ordine e tutti gli altri migliorano.

P, (0 <z <1e p =0) Dal primo vincolo, uy = ps = 0 implica x4 =
(w—1) /2. Tuttavia, dovendo essere 0 < x1 < 1, occorrerebbe 1 < w < 3, che non
e ammissibile. Quindi, questo sottoproblema non fornisce punti candidati.

P; (x1=1e puz =0) Dal primo vincolo si ricava p; = 3 — w, dal quarto x4 = 2.
Quindi, il punto B = (1,2) ¢ candidato, con p = (3 —w,0,1) per ogni w € [0;1].
Si tratta di un caso degenere, in cui infinite soluzioni delle condizioni di KKT
corrispondono a un solo punto candidato.
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In conclusione, il problema ha due punti candidati, di cui solo B ¢é paretiano.

6.6 Metodo dei pesi

Il metodo dei pesi consiste nel combinare linearmente fra loro gli indicatori e mini-
mizzare la combinazione stessa. Il teorema seguente dimostra che, per combinazioni
con coeflicienti strettamente positivi, si ottiene sempre una soluzione paretiana. E
un metodo molto semplice e molto usato, ma vedremo che presenta diversi svantaggi.

Teorema 19 Sia z (z) = > _1_, wi fi (x) una combinazione convessa degli indicatori
con coefficienti w; > 0 per 1 € {1,....p} e Y ), w, = 1. Se 2° ¢ punto di ottimo
globale del problema

minz (x) = Z wy fi (x)
1=1
r € X

allora x° ¢ punto globalmente paretiano rispetto all’impatto f (x).

Dimostrazione. Il teorema si dimostra per assurdo. Se x° non fosse un punto
paretiano, per la Definizione dovrebbe esistere un altro punto ' € X tale che
2’ < 2°, cioe fi(z') < fy (2°) per ogni | € {1,...,p} e un indice [ tale che f;(z') <
fi(z°). Ma allora, sarebbe

{wlfl (z/) < wifi(z°) perognile {1,...,p}\ {l}

wifp (@) <wpfp(z°)
Si noti che la seconda proprieta vale solo per wj strettamente positivo. Sommando
le p disuguaglianze, si ottiene

Zwlfl (') < Zwlfl (z°) = 2z (2') < 2 (x°)
1=1 =1

e quindi z° non puo essere punto di ottimo globale per z (z). Dalla contraddizione
deriva la tesi. m

Questo risultato pare molto simile alle condizioni di KKT, ma e invece molto
diverso:

1. lipotesi del teorema richiede alla soluzione z° di essere un punto di ottimo
globale, e non semplicemente di soddisfare le condizioni di KKT;

2. i coeflicienti w; usati nella combinazione devono essere strettamente positivi,
e non semplicemente non negativi.

Per questi due motivi, le condizioni del metodo dei pesi sono molto piu strette delle
condizioni di KKT. Questo le rende sufficienti a dimostrare che un punto che le
soddisfa & paretiano, anziché solo necessarie. Di conseguenza, il sottoinsieme XPe
che ne risulta & un sottoinsieme di X°, anziché un sovrainsieme.

Osservazione 6 Se nel Teorema ct st limitasse a imporre che x° sia punto
di ottimo globale, senza richiedere anche che i pesi w; siano strettamente positivi,
potrebbe esistere un punto &’ con wvalori fi (x') = fi (x°) per gli indicatori di peso
positivo e con valori fi (z') < fi (z°) per gli indicatori di peso nullo; il punto x°
sarebbe ancora di ottimo globale per z(x), ma sarebbe anche dominato da z’, e
quindi la tesi non varrebbe pit.
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Esempio 43 Si consideri ancora il problema dell’Esempio rappresentato nella
Figura[6.7 Applichiamo il metodo dei pesi combinando i due indicatori fi e fa con
coefficienti w; > 0. La funzione obiettivo

z(x) = wi f1 + wafo

ha un antigradiente che é pari alla combinazione degli antigradienti V f1 e V fa con
gli stessi coefficienti wy e ws.

Al variare dei coefficienti, tale vettore cade sempre all’interno del cono indivi-
duato dai due antigradienti combinati. Questo suggerisce come risolvere per via
grafica il problema: si ottiene un solo punto di ottimo globale, che al variare dei
coefficienti scorre lungo 'arco AB della parabola nella Figura[6.7 Il metodo non
fornisce tutta la regione paretiana, che sarebbe l'intero arco, ma solo l’arco privato
dei due estremi. Infatti, usando coefficienti strettamente positivi non si ottengono i
due punti estremi, che corrispondono a w =[10]" e w=[01]".

Esempio 44 Si consideri il problema descritto nell’ Esempio[{3 Applicando il me-
todo dei pesi, si ottiene per qualsiasi valore dei coefficienti w; il punto B. Questo é
corretto, perché tale punto é l'unico paretiano. Quindi in questo caso il sottoinsieme
determinato dal metodo coincide con l'intera regione paretiana.

Per discutere i punti di forza e i limiti del metodo dei pesi, ci occorrono alcune
definizioni.

Definizione 26 Data una soluzione paretiana x° € X°, definiamo supporto di x°
linsieme Supp (z°) C RP dei vettori w tali che w; > 0 per ogni 1 € {1,...,p},
Y7 _jw =1 ea® ¢ punto di ottimo globale per il problema mi)r(l i wifi ().

e

Definizione 27 Definiamo soluzione supportata una soluzione paretiana z° € X°
il cui supporto sia non vuoto: Supp (z°) # 0.

Esempio 45 Consideriamo il problema dell’albero ricoprente minimo sul grafo com-
pleto K3 (che é banalmente un triangolo con tre vertici e tre lati) con le due funzioni
di costo indicate nella Tabella[6.3

fill 23 |1 2 3
1[- 13 1] - 13 10
2 11 - 6 2 (13 - 8
313 6 - 3]10 8 -

Tabella 6.3: Due funzioni di costo definite sui lati del grafo K3

Le condizioni di KKT non sono utili in questo caso, perché il problema é discreto,
e quindi tutte le soluzioni sono localmente paretiane. Il metodo della trasformazione
inversa ¢ in genere inapplicabile nei problemi combinatorici, perché X consiste in un
numero esponenziale di soluzioni isolate nello spazio delle variabili di decisione, e
corrisponde a un insieme esponenziale di impatti isolati nello spazio degli indicatori
R2. Trovare limmagine della regione paretiana in questo spazio significa passare
in rassegna tutti gli impatti possibili. Nel caso specifico, pero, questo compito é
facile, perché il problema ha solo n = 3 wvariabili di decisione, associate ai tre lati
del grafo: x12,x13, 23 € {0,1}, e la regione ammissibile contiene solo tre soluzioni:
X ={(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}. A queste tre soluzioni corrispondono tre impatti
distinti, rappresentati nella Figura[6.9 I tre impatti hanno tutti quadrante inferiore
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N
) s w=1
23 ____\_§>$A=(4,23)
Tl — L -\'\-'. B=(7.21)
' S
P M Y CREY
T BN/

Figura 6.9: Le tre soluzioni ammissibili sono tutte globalmente paretiane, ma B,
cioe 'albero {(1,2),(2,3)} non & ottima per nessun valore di w

sinistro vuoto, e quindi le tre soluzioni ammissibili sono tutte globalmente paretiane.

Applichiamo ora il metodo dei pesi, combinando gli obiettivi fi e fo con i pesi
w e (1 —w), dovew € (0,1), e risolvendo il problema dell’albero ricoprente minimo
per ciascun valore di w. I costi dei lati sono

e f(1,2) =w-14(1—w)-13=13— 12w
o f(1,3)=w 3+ (1—w) 10=10—Tw
e f(2,3)=w-6+(1—-w)-8=8—2w

Cerchiamo la soluzione ottima con [’algoritmo di Prim, partendo dal vertice 1 e
applicandolo in modo parametrico, cioe tenendo conto di tutti i valori possibili del
parametro w € (0,1) e suddividendo via via i casi e sottocasi che questo comportcﬂ
1l lato di costo minimo incidente nel vertice 1 puo essere (1,2) o (1,3) a secon-
da del valore di w, e in particolare del segno della differenza f(1,2) — f(1,3) =
(13 — 12w) — (10 — Tw) = 3 — bw:

1. se w < 3/5, costa meno il lato (1,3), che quindi diventa il primo lato del-
lalbero ricoprente minimo. A questo punto, dobbiamo trovare il lato di costo
minimo nel taglio che separa i vertici 1 e 3 dal vertice 2, cioe il minimo fra

f(1,2) e f(3,2):
£(1,2) = f(3,2) = (13 —12w) — (8 = 2w) = 5 — 10w
1l confronto da luogo a due sottocasi:

(a) sew < 1/2, costa meno il lato (3,2), per cui l’albero ricoprente ottimo é
{(1,3),(3,2)} e costa 18 — 9w

(b) se 1/2 < w < 3/5, costa meno il lato (1,2), per cui l’albero ricoprente
ottimo ¢ {(1,3),(1,2)} e costa 23 — 19w

2. se w > 3/5, costa meno il lato (1,2), che quindi diventa il primo lato del-
lalbero ricoprente minimo. A questo punto, dobbiamo trovare il lato di costo
minimo nel taglio che separa 1 e 2 da 3, cioé il minimo fra f (1,3) = 10— Tw
e f(2,3) =8 —2w.

F(1,3) = £(2,3) = (10 — Tw) — (8 — 2w) = 2 — bw

Siccome questa espressione é sempre negativa per w > 3/5, Ualbero ricoprente
minimo & {(1,2),(1,3)} e costa 23 — 19w.

50Ovviamente, si potrebbe applicare qualsiasi algoritmo valido per il problema dell’albero
ricoprente minimo, ad esempio 'algoritmo di Kruskal.
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Riassumendo, si sono trovati due punti paretiani.

Tuttavia la combinazione convessa dei due obiettivi da luogo per la terza solu-
zione a una funzione obiettivo combinata pari a 21 — 14w, che é sempre pit alta del
valore delle altre due soluzioni paretiane. Quindi la terza soluzione non puo essere
determinata col metodo dei pesi: € non supportata.

6.6.1 Vantaggi e svantaggi
Il metodo dei pesi ha diversi vantaggi:

1. ¢ applicabile a qualsiasi problema, anche quelli dove le condizioni di KKT
sono inutili (ad es., 1 problemi discreti);

2. & molto intuitivo, dato che spesso i decisori trovano naturale combinare gli
indicatori sommandoli, dopo averli espressi in unita di misura per le quali i
loro valori numerici non siano troppo diversi;

3. richiede solo di costruire un obiettivo ausiliario per il problema, conservando
ogni altro aspetto, fra cui in particolare la regione ammissibile; molto spes-
so, un algoritmo valido per ottimizzare i singoli indicatori rimane valido per
ottimizzare ’obiettivo ausiliario.

Al tempo stesso, pero, presenta diversi svantaggi:

1. richiede di considerare tutti i valori dei pesi w, i quali costituiscono un’infinita
continua; questo comporta una risoluzione parametrica, che in genere non &
banale, e per problemi di grandi dimensioni puo diventare intrattabile;

2. per ciascun w richiede di trovare tutte le soluzioni globalmente ottime (non
ne basta una sola come in Programmazione Matematica);

3. non fornisce l'intera regione paretiana X°, ma solo le soluzioni supportate,
che ne possono costituire una sottostima anche molto ridotta.

Teorema 20 Nei problemi combinatorici, il numero di soluzioni non supportate
puo crescere esponenzialmente con il numero n delle variabili decisionali; in corri-
spondenza, il metodo dei pesi puo fornire una frazione della regione paretiana via
via convergente a zero.

Esempio 46 [f| Si puo costruire abbastanza facilmente un esempio del Teorema[20
nel caso del problema del carmmino minimo a due obiettivi. Applicando idee simili,
st possono costruire esempi per altri problemi combinatorici con un numero qualsiasi
di indicatori. Si consideri un gmfcﬂ costituito da 2k 4+ 3 nodi: un nodo di origine
s, un nodo intermedio ig, un nodo di destinazione t e k coppie di nodi i, e il con
r=1,...,k. Dal nodo s escono tre archi, diretti ai nodi i, (di costo f(s,ir) =
2% +1 O]T), i, (di costo f(s,i},) = [0 2" —|—2]T) e ig (di costo f (s i) = [11]7).
Da ciascuno dei nodi i, con v = 0,...,k — 1 e da ciascuno dei nodi i, con r =
L,...,k —1 escono due archi, diretti ai nodi della coppia successiva, ir11 € i1,
di costo f (ir,irt1) = f(i;ﬂir+1) =[2r O}T ef (irvi;’+1) =f (i;,i;+1) = [0 QT]T'
Infine, dai nodi i), e i), esce un solo arco, diretto al nodo t, di costo f(iy,t) =

fig,t) =2 21", Per costruzione, esistono 2F + 2 cammini distinti dal nodo s
al nodo t: il cammino (s,ig,t) di costo [2’“ +2 O]T, il cammino (s,i),,t) di costo

*This example provides advanced concepts, that are not part of the course’s syllabus.
6Che andra disegnato in una futura versione delle dispense.



6.6 Metodo dei pesi 181

[O 2k —|—2]T e 2% cammini che vanno da s a ig e attraversano la sequenza delle
coppie (ir,i..) visitando uno e uno solo dei nodi di ciascuna coppia. Per costruzione,
ciascuno di questi cammini ha costo [h +22F 41— h]T, conh =0,...,2F — 1,
cioé in questi cammini fi assume tutti i valori interi da 2 a 2% + 1, mentre fa
corrispondentemente assume il valore complementare in modo che la loro somma
sia fi + fo = 28 + 1. Se si tracciano questi impatti sul piano fifa, ci si rende
conto che la famiglia dei cammini che passano per ig ha come immagine @ punti
interi di un segmento della retta fi + fo = 2% + 1, mentre gli altri due cammini
rappresentano punti estremi che giacciono sugli assi f1 e fo. Tutte le soluzioni sono
paretiane. D’altra parte, per qualsiasi combinazione convessa di pesi, la soluzione
ottima del problema a obiettivo singolo € uno dei due cammini estremi; le altre
soluzioni sono non supportate. Il loro numero cresce esponenzialmente con k, cioé
con il numero delle variabili decisionali del problema, che é pari al numero degli
archi, 4k + 5. La frazione delle soluzioni non supportate contiene 2F soluzioni su
2k + 2. e ovviamente tende alla totalita delle soluzioni, al crescere del numero di
variabili.

Per evitare la necessita di un algoritmo parametrico, si pud pensare di campio-
nare I'insieme dei pesi w € (0;1)” ed elencare le soluzioni ottime trovate per ciascun
peso. Questo semplifica la procedura, perché si usa lo stesso algoritmo che ottimizza
i singoli indicatori, ma introduce due nuove difficolta:

1. non & nemmeno piu garantito che si trovino tutte le soluzioni supportate, per
cui si perdono ulteriori soluzioni paretiane;

2. e possibile che molti diversi valori campionati dei pesi producano la stessa solu-
zione paretiana, per cui il metodo puo essere computazionalmente inefficiente
rispetto a quello parametrico.

Relazioni fra metodo dei pesi e teoria dell’utilita a molti attributi

Ci sono forti analogie fra il metodo dei pesi per determinare le soluzioni paretiane
e la teoria dell’utilita a molti attributi, ma il contesto e del tutto diverso:

1. il metodo dei pesi non richiede preferenze complete, né mutua indipenden-
za preferenziale o additivita degli incrementi, ma solo che gli attributi siano
funzioni di utilita o di costo;

2. il metodo dei pesi non richiede di determinare un vettore di pesi w, ma scorre
tutti i vettori possibili;

3. il metodo dei pesi non fornisce una soluzione “ottima”, ma un sottoinsieme
della regione paretiana;

4. il metodo dei pesi combina direttamente gli attributi, senza filtrarli attraverso
funzioni di utilita opportunamente costruite per riflettere i le utilita relative
associate a valori diversi di un indicatore; di conseguenza, gli risultano inac-
cessibili le soluzioni non supportate; al contrario, opportune funzioni di utilita,
e quindi curve di indifferenza di forma opportuna, consentono alla funzione di
utilita globale di ammettere tali soluzioni come ottime.

Esempio 47 Si consideri il problema di albero ricoprente minimo discusso nell’E-
sempio [{3 della Sezione e si supponga che i due attributi, che rappresentano
entrambi dei costi, siano associati alle sequenti funzioni di utilita

up (f1) =+vV9-f1 uz (f2) =23 f3
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1l problema ammette solo tre soluzioni ammissibili, che corrispondono agli impatti
fA = (4v23)7 fB = (7721) € fC = (9’ 18)

FIGURA DA AGGIUNGERE, CON LE CURVE DI INDIFFERENZA NELLO
SPAZIO DEGLI INDICATORI E NELLO SPAZIO DELLE UTILITA’

Tutte e tre le soluzioni sono paretiane, ma il metodo dei pesi € in grado di
identificare solo A e C, perché B ¢é una soluzione non supportata, annidata in
una concavita dell’insieme degli impatti, e non é ottima per alcuna ¢ combinazione
lineare dei due costi. Al contrario, curve di indifferenza non lineari possono far
st che f(B) sia in realta preferibile a f(A) e f(C). Corrispondentemente, una
funzione di utilita non lineare come quella sopra menzionata permette di distorcere
le curve di indifferenza nello spazio delle utilita, rendendo esplicito il fatto che anche
B ¢ paretiana, e che puo essere ottima per opportune funzioni di utilita. Infatti,

u(f(4) =5
w(f) =wui (f1) +uz(f2) = {u(f(B)) =2v2
u(f(C)) =5

so that w (f (B)) > u(f (A)) = u(f (C)), and f(B) < f (A) ~ f(C).
In linea di principio, ogni soluzione paretiana ammette una funzione di utilita
per la quale essa € ottima.

6.6.2 Il metodo dei pesi nella Programmazione Lineare]

Poiché i problemi di Programmazione Lineare hanno ottimo globale nei vertici del-
la regione ammissibile (oppure sulle facce comprese fra vertici ottimi) e poiché le
soluzioni paretiane fornite dal metodo dei pesi sono soluzioni ottime per qualche
combinazione degli obiettivi con pesi wy, tali soluzioni cadranno sempre sui vertici
o tutt’al piu sulle facce. Si puo dimostrare che in questo caso il metodo fornisce
I'intera regione paretiana, e che quindi ci si puo limitare a determinare i vertici
paretiani. A questo scopo, esistono metodi ad hoc, che non approfondiamo. Ve-
diamo un esempio condotto con un metodo parametrico esplicito (analisi di casi e
sottocasi).

Esempio 48 . Consideriamo il seguente problema con indicatori e vincoli lineari

min f; = —x1+ 39
min fo = 4dx; — a9
—r1t+axy < T/2
x1+xe < 11/2
201+ 22 <9
T < 4
r1,x0 > 0

per il quale la Figura[6.10 riporta la regione ammissibile e le direzioni di migliora-
mento delle funzioni obiettivo.

Il metodo dei pesi combina gli obiettivi con un vettore di coefficienti w € (0;1),
ottenendo una funzione obiettivo z () = (4 — dbw) 1+ (4w — 1) x2. Quindi, si risol-
ve all’ottimo il problema risultante con l'algoritmo del simplesso applicato in modo
parametrico. Fortunatamente, sia