
Cenni informali di Calolabilit�aCorso di Linguaggi di ProgrammazionePolo Didattio e di Riera di CremaUno dei grandi obbiettivi dei linguaggi di programmazione ad alto livel-lo �e stato lo sviluppo di ostrutti linguistii he|se usati opportunamente|riduono la probabilit�a di introdurre errori nei programmi, e al tempo stessosupportano metodologie strutturate di testing e debugging. Il ruolo di tali o-strutti sarebbe meno strategio ed essenziale se disponessimo di strumenti perveri�are automatiamente la orrettezza dei programmi. Purtroppo, possiamodimostrare formalmente he i�o �e impossibile. Queste note si propongono diillustrare informalmente ome si giunge a simili risultati negativi.1 Dell'indeidibilit�a della terminazione e di al-tre propriet�aTra le propriet�a di orrettezza dei programmi, la terminazione �e una delle pi�unaturali. Dato un programma, possiamo veri�are automatiamente he nonada in un ilo in�nito? Purtroppo dimostreremo he la risposta �e no.Per le nostre dimostrazioni informali useremo il linguaggio C e due funzionidi sistema appartenenti ai sistemi operativi della famiglia UNIX. In partiolare:� La hiamata di sistema exit(n) fa terminare istantaneamente il program-ma he la esegue, restituendo un \valore di usita" n. Una exit(0) vie-ne sempre impliitamente posta al termine della proedura main di ogniprogramma.� La hiamata di sistema system(), dove  �e una stringa ontenente unomando <prog name> <arg1>...<argn>, equivale in tutto e per tuttoad eseguire il omando  dalla ommand line. Se il omando  termina, lasystem restituise il valore di usita n spei�ato nella exit eseguita da.Ora supponete he vi sia dato un programma term e he vi sia detto heesso veri�a la terminazione di un qualunque programma, io�e:Semantia di term: term <prog name> termina on valore di usita1 se il programma <prog name> termina, altrimenti (se il programmava in ilo) term <prog name> termina on valore di usita 0.1



Come vedete, term �e poo ambizioso e si propone di veri�are solo programmisenza argomenti. Potremmo addirittura restringeri a programmi he non ese-guono I/O. Ciononostante, il vostro ompito �e di dimostrare he quanto vi �estato detto non pu�o essere vero, io�e he la semantia di term non pu�o esserequella spei�ata qui sopra. A questo sopo srivete il seguente programma, hememorizzerete ol nome di patologio:1main() {if( system("term patologio") == 0 ) exit(0);else while( 1 ) {}}Ora supponete di eseguire dalla ommand line il omando:> term patologioe domandatevi ome si omporta. Esistono 3 possibilit�a:1. term patologio termina on valore di usita 0. Di onseguenza la fun-zione system("term patologio") restituise 0 e la ondizione nell'ifdi patologio risulta vera. Quindi patologio termina, eseguendo unaexit(0). Ma allora term non rispetta la semantia promessa (seondo laquale dovrebbe restituire 1).2. term patologio termina on valore di usita 1. In questo aso la fun-zione system("term patologio") restituise 1 e la ondizione nell'if dipatologio risulta falsa. Quindi patologio entra nel ilo while in�-nito e non termina. Ma allora term non rispetta la semantia promessa(seondo la quale dovrebbe restituire 0).3. term patologio non temina, oppure termina on valore di usita diversoda 0 e 1. Anhe in questo aso, term non rispetta la semantia data.Questo dimostra he in ogni aso il programma term non pu�o omportarsi o-me vi �e stato detto. Poih�e questo vale per qualunque programma term da-to, onludiamo he non �e possibile srivere un programma he veri�hi se unqualunque altro programma termina o meno.Da questo risultato negativo si possono failmente derivare risultati analoghiper gli altri ontrolli he i piaerebbe eseguire automatiamente. Ad esempiosupponiamo di voler ontrollare he gli indii dei vettori rimangano nel giustorange (in C, tra 0 e la dimensione del vettore meno uno). Come prima, suppo-niamo he vi venga detto he esiste un omando hek index <prog> <input>he esegue proprio quel ontrollo sul programma dato, appliato all'input spe-i�ato, e he restituise 1 se qualhe indie �nise fuori dei limiti, altrimenti0. Voi, per dimostrare he hek index non pu�o omportarsi os��, srivete iseguenti programmi, he memorizzerete oi nomi P e Q, rispettivamente:21La formulazione originale di patologio �e stata sempli�ata ome segue grazie ad unsuggerimento di Sandro Bosio.2Riordiamo he argv[1℄ oinide on il primo argomento passato al programma dallaommand line. Per sempliit�a, inoltre, supponiamo di avere un operatore `+' he onatenadue stringhe. 2



main(arg, argv) { // prog. Pint v[10℄;system(argv[1℄);v[11℄=3; // indie fuori dei limiti}main(arg, argv) { // prog. Qexit( system("hek_index P "+ argv[1℄) );}Ora hek index P X dovrebbe restituire 1 se e solo se v[11℄=3 viene eseguita,e io�e se e solo se la funzione system("X") hiamata subito prima termina.Ma allora il programma Q qui sopra sarebbe proprio il programma term heabbiamo gi�a dimostrato non poter esistere! Ne segue he hek index non pu�oomportarsi ome vi era stato detto.Il vantaggio di questo tipo di dimostrazione �e he si estende immediatamentead altri ontrolli. Basta sostituire l'istruzione v[11℄=3 in P on una istruzionehe genera il tipo di errore he si vuole veri�are (ad es., si veda l'eserizio 1).Riassumendo, �e impossibile veri�are esattamente qualunque propriet�a di unprogramma he dipenda dall'esito della omputazione.Naturalmente, si possono eseguire ontrolli automatii imperfetti. Ad esem-pio, molti ompilatori segnalano segmenti di odie irraggiungibili, e dunqueinutili; tuttavia, i risultati teorii negativi i diono on ertezza he questiontrolli non saranno in grado di soprire tutti i segmenti irraggiungibili diqualunque programma.Se il ompilatore trova una hiamata di funzione dove i tipi dei parametriattuali non orrispondono a quelli dei parametri formali, segnala un errore. Ma�e possibile he quella hiamata non venga mai eseguita, dunque il program-ma funzionerebbe bene nonostante quell'errore sintattio. In questo aso vieneri�utato un programma dal omportamento orretto.Aluni ontrolli risultano possibili a run-time. Molti ompilatori introdu-ono ontrolli sugli indii dei vettori ovunque i sia un riferimento ad un loroelemento. Tuttavia, in un erto senso, i ontrolli a run-time avvengono troppotardi; servono ad individuare esattamente il punto in ui si veri�a l'errore, enon ad evitare a priori malfunzionamenti.2 Perh�e serve un modello formaleLe \dimostrazioni" utilizzate nel apitolo preedente hanno il pregio di esserefaili da apire, ma hanno dei gravi limiti:� Non sono formali, dunque non danno garanzie sulla orrettezza delle on-lusioni. In partiolare, i siamo aÆdati ad una desrizione inompleta emeramente intuitiva del omportamento delle funzioni di sistema UNIXsystem ed exit, e dei ostrutti C if, == e while.3



� Non sono dimostrazioni generali. Infatti sappiamo he il omportamentodelle funzioni di sistema di UNIX pu�o ambiare da una versione a un'al-tra. Similmente, il omportamento dei ostrutti C pu�o ambiare a seondadi quale ompilatore viene usato e|peggio anora|di quale proessore liesegue. Pertanto dovremmo domandari se l'indeidibilit�a della termina-zione ontinuerebbe a valere se ambiassimo sistema operativo, proessore,o addirittura linguaggio di programmazione.La potenziale dipendenza dei risultati negativi dalla selta del linguaggio iporta spontaneamente ad un'altra questione:Quesito 1: dati due linguaggi di programmazione L1 ed L2, �e veroo no he per ogni programma P1 in L1 esiste un programma P2 inL2 he alola le stesse ose?La rilevanza del quesito rispetto alla preedente domanda dovrebbe essere hia-ra: se la risposta fosse \s��", allora i�o he non �e possibile usando L2 non sareb-be possibile nemmeno on L1, e qualunque risultato negativo per L2 sarebbeereditato da L1.La risposta al Quesito 1 �e rilevante anhe per un altro aspetto dei linguaggidi programmazione: vorremmo he essi fossero general purpose, io�e in grado dialolare tutto i�o he �e possibile alolare (qualunque osa voglia dire). Ovvia-mente, se per qualhe oppia di linguaggi L1 ed L2 e per qualhe programma P1la risposta al quesito fosse \no", ne seguirebbe he L2 non �e general purpose.In�ne, onsiderate il problema di identi�are \tutto i�o he �e possibile alo-lare" (si veda il paragrafo preedente). Cosa pu�o signi�are questa espressione?Le mahine di Turing (MdT) sono il formalismo omunemente usato pera�rontare le domande espresse qui sopra, e per superare i limiti delle desrizioniinformali gi�a itati. Eo le ragioni di questa selta:� Le MdT sono oggetti matematii, la ui de�nizione ompleta �e formale emolto ompatta. Questo permette di ostruire prove rigorose e di dimen-sioni maneggevoli, on tutte le garanzie he ne seguono. Pensate a osasigni�herebbe de�nire rigorosamente, in termini matematii, il omporta-mento di un sistema operativo o di un ompilatore C|di ui i servirebbeuna minima parte, he per�o sarebbe diÆile da isolare da tutto il resto.Le MdT i permettono di \distillare" gli aspetti importanti e onentrarisu quelli.� Grazie alla de�nizione formale e all'assenza di dettagli inutili, i program-mi delle MdT hanno un omportamento non ambiguo, he non dipendeda spei�he versioni di sistema operativo e ompilatore (he non ven-gono modellati). Il proessore �e unio e il suo omportamento de�nitomatematiamente, ome i programmi.� Nonostante la loro sempliit�a, le MdT possono alolare tutto i�o he pu�oessere alolato on gli altri modelli e strumenti di alolo a noi noti,ompreso tutto quanto �e alolabile on i linguaggi di programmazione4



oggi esistenti. In altre parole, tutto i�o he oggi noi sappiamo alolare,si pu�o esprimere on una MdT. In questo senso oggi onsideriamo omegeneral purpose i linguaggi di programmazione Turing equivalenti, io�equei linguaggi he hanno le stesse potenzialit�a di alolo delle mahine diTuring.3� L'estrema sempliit�a delle MdT failita la dimostrazione della generalit�adei linguaggi di programmazione. Da un lato, on un linguaggio ad altolivello �e faile simulare una qualsiasi mahina di Turing. Dall'altro, di-mostrare he il linguaggio ad alto livello non �e pi�u potente delle MdT �eabbastanza semplie, in quanto i linguaggi mahina su ui viene tradottopossono essere interpretati da opportune MdT senza troppe diÆolt�a.3 Le Mahine di TuringUna mahina di Turing �e una n-upla M = hV; S;R; s0i, dove:� V �e un insieme di simboli. Essi rappresentano i possibili valori he possonoessere memorizzati nelle loazioni della memoria diM . Per usare un esem-pio lassio, se le parole di memoria fossero singoli byte, allora potremmousare ome V l'insieme degli interi ompresi tra 0 e 255, ma qualunquealtro insieme di 256 elementi andrebbe altrettanto bene. Uno dei membridi V ha un ruolo partiolare (�e una sorta di blank), ed �e denotato da [.� S �e un insieme di stati. Questi hanno lo stesso ruolo delle labels neilinguaggi di programmazione: identi�ano una istruzione del programmadella mahina.� s0 �e lo stato iniziale, orrispondente alla prima istruzione eseguita dallamahina.� R �e il programma della mahina. Consiste di un insieme �nito di n-uplehs; v; v0;m; s0i ;dove s; s0 2 S, v; v0 2 V e m 2 fsx;dxg.Per apire ome interpretare queste strane istruzioni dobbiamo riferiri alloshema di �g. ??. La memoria della MdT viene rappresentata ome un nastroillimitato nelle due direzioni. In iasuna delle \elle" del nastro �e memorizzatoun simbolo di V . Le aselle inizialmente ontengono tutti [, fatta eezione perun numero �nito di loazioni (questo stato iniziale del nastro rappresenta l'inputdi M). La MdT dispone di una testina he pu�o leggere e srivere il valore dellaella he le si trova sotto. Ad ogni passo, il nastro pu�o essere spostato di unaposizione a destra o a sinistra, di modo he la testina �e potenzialmente in grado3Chiaramente, questo non signi�a he il numero di passi rihiesti da un dato programmasritto in un linguaggio di alto livello o la sua dimensione siano paragonabili a quelli dellaMdT orrispondente. 5



di leggere e srivere una qualunque loazione del nastro (dopo un adeguatonumero di passi). Ora, l'insieme di tutte le n-uplehs; v1; v01;m1; s01ihs; v2; v02;m2; s02i: : :hs; vn; v0n;mn; s0niin R, on lo stesso valore di s, ostituise l'analogo del seguente frammento dipseudo-odie (basato sul ostrutto swith del C):s: v = <simbolo sotto la testina>swith(v) {ase v1: <srivi v1' sotto la testina>;if(m1==sx) <sposta la testina a sinistra>else <sposta la testina a destra>;goto s1';ase v2: <srivi v2' sotto la testina>;if(m2==sx) <sposta la testina a sinistra>else <sposta la testina a destra>;goto s2';....ase vn: <srivi vn' sotto la testina>;if(mn==sx) <sposta la testina a sinistra>else <sposta la testina a destra>;goto sn';}Formalmente, le omputazioni delle MdT sono modellate da sequenze di on�-gurazioni, he sono a loro volta sequenze in�nite della forma:: : : [ [ v1v2 : : : vk�1 s vkvk+1 : : : vf [ [ : : :in ui solo un numero �nito di elementi �e diverso da [, e dove s segnala sialo stato della mahina in quella on�gurazione, sia la posizione della testina(si onviene he il simbolo sotto la testina sia quello a destra di s, ossia vk).I simboli [ e v1 : : : vf modellano il ontenuto del nastro in quella on�gurazio-ne. Si noti he ogni on�gurazione pu�o essere rappresentata in modo �nito esenza ambiguit�a tramite la sottosequenza ompresa tra i simboli non-[ estremi(nell'esempio preedente, se v1 6= [ e vf 6= [, allora la rappresentazione �nita �ev1v2 : : : svkvk+1 : : : vf ). De�niamo ora la relazione di transizione tra on�gura-zioni (denotata on ;) per M ; nel seguito � e � denotano sequenze di simbolidi V . Adottando la rappresentazione �nita, possiamo assumere he � e � siano�nite. �sv� ; �v0s0� se hs; v; v0;dx; s0i 2 R�v1sv� ; �s0v1v0� se hs; v; v0; sx; s0i 2 R :6



Possiamo ora de�nire formalmente os'�e una omputazione, e io�e una sequenzadi on�gurazioni �1�2 : : : �i : : :, tale he per ogni i > 0, �i ; �i+1 . Notateome pohe righe di de�nizioni formali (riassunte qui sotto) de�nisano os'�euna MdT e ome si omporta.� Una MdT �e una n-upla hV; S;R; s0i, dove R � S � V � V � fsx;dxg� Sand s0 2 V .� Una on�gurazione di una MdT �e una sequenza della forma: : : [ [ v1v2 : : : vk�1 s vkvk+1 : : : vf [ [ : : :dove s 2 S e vi 2 V (i = 1 : : : f).� La relazione di transizione �e spei�ata da:�sv� ; �v0s0� se hs; v; v0;dx; s0i 2 R�v1sv� ; �s0v1v0� se hs; v; v0; sx; s0i 2 R :� Una omputazione �e una sequenza di on�gurazioni �1�2 : : : �i : : :, talehe per ogni i > 0, �i ; �i+1 .3.1 Cenni sulla dimostrazione formale di indeidibilit�aNon diamo qui una dimostrazione formale dell'impossibilt�a di deidere la termi-nazione di una MdT. Aenniamo invee a ome gli elementi della dimostrazioneinformale trovano risontro in quella formale.Nella dimostrazione informale �e stato importante l'uso di �le names perriferirsi ai programmi. Per etihettare on dei \nomi" le mahine di Turing ioorrono aluni preliminari matematii.�E noto he i numeri naturali sono isomor� alle oppie di naturali, e dun-que la ardinalit�a di IN oinide on quella di IN2. Per dimostrare questaorrispondenza si organizzano le oppie in una matrie:(0; 0) (0; 1) (0; 2) : : :(1; 0) (1; 1) (1; 2) : : :(2; 0) (2; 1) (2; 2) : : :...e \visitando" questa matrie lungo le diagonali(0; 0)(1; 0) (0; 1)(2; 0) (1; 1) (0; 2)... 7



si enumerano tutte le oppie in IN2, ottenendo la seguente orrispondenza biu-nivoa tra IN ed IN2: 0$ (0; 0)1$ (1; 0) 2$ (0; 1)3$ (2; 0) 4$ (1; 1) 5$ (0; 2)...Lo stesso proedimento si pu�o ripetere per mettere in orrispondenza le tripledi naturali on i singoli naturali. Data una tripla (x; y; z), prima si riava ilnumero y0 orrispondente a (y; z), e poi si ottiene il numero x0 orrispondentea (x; y0) he odi�a la tripla.4Chiaramente, riappliando lo stesso metodo, possiamo ottenere orrispon-denze biunivoe tra IN e INk, per ogni naturale k. Sfruttando tali orrispondenze,e appliando la odi�a \diagonale" alla matrie:(0) (1) (2) : : :(0; 0) (0; 1) (0; 2) : : :(0; 0; 0) (0; 0; 1) : : :(0; 0; 0; 0) : : :...(dove la riga k-esima enumera INk) onludiamo he l'insieme di tutte le strin-ghe �nite di naturali �e isomorfo all'insieme dei naturali stessi. Continuandosu questa strada, riusiamo a odi�are ogni struttura �nita hV; S;R; s0i onun naturale e os�� possiamo identi�are le MdT on i numeri naturali ; questipossono gioare il ruolo di �le name per le MdT.La system, invee, orrisponde alla MdT Universale, he dato un intero heodi�a una oppia (MdT,nastro iniziale) simula la omputazione della MdTdata a partire dal nastro spei�ato.Invee della exit abbiamo stati �nali diversi, he orrispondono ai diversivalori di usita del programma.In�ne, invee di ostruire il programma patologio assemblando ostruttiC, ostruiamo una mahina di Turing da altre pi�u semplii, ad esempio iden-ti�ando gli stati terminali dell'una on quelli iniziali dell'altra per otteneresequenze di omandi.4 Eserizi1. Dimostrare, nello stile informale utilizzato per il ontrollo degli indii degliarray, he non possono esistere programmi he ontrollino esattamente:(a) l'uso orretto delle union in C;(b) la presenza di odie irraggiungibile.4In altre parole �e ome se odi�assimo (x; y; z) ome (x; (y; z)).8



2. De�nire una mahina di Turing he sommi due ifre binarie.3. Srivere un simulatore di MdT in un linguaggio di alto livello per ogniparadigma (ad es., Java, ML, Prolog).
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