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Compressione“Z;

95% - 3Kbyte

90% - 5Kbyte

70% - 9Kbyte

50% - 13Kbyte

Immagine originale
405KByte

Le alte frequenze non
Sono percepite
dall’occhio umano come
le frequenze piu basse.
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Funzioni circolari yalll

cos(n* 2m/T * x) = cos(4 * 2 /16 * x)
1
N ' ' '§

cos(n* 2w/T * k) = cos(n/2 * k)

cos(n* 2m/T * x) = cos(2 * 2 m/16 * x)

-1

2 4 6 8 10 12 14 16

cos(n* 2m/T * k) = cos(n/4 * k)
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Serie di Fourier ydll

Data una funzione f(x) e L1, definita in un intervallo T, € possibile
rappresentarla come somma di una serie trigonometrica:

& - 2 .2
f(x)= c,+ D [a,cos(nhx)+b, sin(nhx)] = Z[an Cos(?” nx) +bnsm(?” nx)]
n=0 n=1
f(x) =c, + D_[a, cos(2zv,nx) +b,sin(2zv,nx)] =
n=1

=c,+ Y [a, cos(w,nx) +b, sin(w,nx)]
n=1
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4
Le prime armoniche della serie ﬁ

Ila Armonica la Armonica
+1}
n=0 ¢, DC
n=1 a,cos(m,X) +
b,sin(®,X)
n=2 a,cos(2m,X)+ \
b,sSin(2meX) < ' /
n=UT  T=16pixels.
Pulsazione: @ = 2rtn = 27/T|
\J

-T/2 0 +T/2
space x
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Ricostruzione di un'onda quadra  “%;
mediante serie di Fourier
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Come calcolare i coefficienti? "
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Alcuni concetti |

= Prodotto interno di due funzioni f(.) e g(.) (proiezione): _[ f(x)g(x)dx=< f,g >
= Condizione di ortogonalita: < f,g>=0

= Le funzioni cos(nw,x) e sin(hw,X) sono ortogonali e sono ortogonali tra loro:

T2 T pern=p=0
I cos(nx2z /T)cos(px2z/T)dx =<T/2 pern=p>0
T 0 pern=#p
12 Opern=p=0

j sin(nx2z /T)sin(px2z/T)dx =T /2 pern=p>0
Tz 0 pern=#p

+T/2

jcos(an;r/T)sin(px27r/T)dx =0 Vvp,n
-T/2
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. Proiezione su una base
= Proietto sulle basi la funzione e ottengo:

{

2 termini : ¢, cos(pw,X) +Y_ [a, cos(N,X) + b, sin(Nw,X)] cos(pwx)
n=1

+T12 +T12

[t () cos(padx= |

C, + i [a, cos(ne,x) +h, sin(nwox)]} cos(p,x)dx
T2 -T2

n=1

Integriamo entrambi i membri tra—T/2 e +T/2:

A.A. 2009-2010
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2k
zﬂ]

+T/2 +T/2
J'f(x) cos(pw, x)dx = I C, cos(pw,x)dx +
Ti2 -TI2
w +T/2 w +T/2
(Z J'an cos(nw,x) cos( pw, X)dx+ Ibnsin(nwox)cos(pwox)dtJ
n=l-T/2 n=l_7/2
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Calcolo di a0 e b0

s

o T2

> | a, cos(ne,x)cos(pw,x)dr+

L-riz

$TIT

[ £y

+."; 2
o dr+
i

= +.‘".

Sin(ne, x)cosipw, x)dx

wml i

I,

ee=1T 1' Six)dx Valor medio di f{x) (Componente DC).

=T
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Calcolo di an e bn > O ﬁ

T2

|1 ¢, cos{ pw, x)dx =0

‘-' = #Ti2 ) ) w H/2 ™ .
! E 1 a, cos{neo, x)cos{ pw, x)dx —E | b, sin{nm, x)cos{pw, x)dt | =ap T2
[ I wml —7 3 r
—TI-' 2 H"; 2
ap=2T | fix)cos(pw x)dx by=2T | Jix)sini pw x)dx
Ti2 -T2
A.A. 2009-2010 13/36 http:\\homes.dsi.unimi.it\~borghese\

Rappresentazione in ampiezza + 4
sfasamento

Risulta: cos(e+d) = cos(c)cos(d)+sin(c)sin(d).

Ap*cos(mwntiy) = ApFeos(dy)*oos(owex) + Ap®sindy) Fsin(nwgx) = agcos(nw ) bysin(mwx).
gl 1 gl
g tho = Ay

im = arctang(bo/an) = arctang[ [ Ac*sin¢a)) / (As™cos(fn))] = arctang|sinin)/cos(dn)) c.v.d.
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La serie di Fourier dll

f(x) = c, +i [a, cos(new,x) + b, sin(new,x)] =
n=1

Co+ i [A, cos(new, x +¢,)]

Analisi in frequenza o analisi armonica
della funzione f(x).
Vengono estratte le frequenze o
armoniche.
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Rappresentazione esponenziale all

Funzioni eponenziali e circolari di variabile complessa (z = x +iv)

z _n 2 3 4 =L z z z*
P PRS- S A I e e e ey
P Fe A T T TR =" 23 a4

+= Y.} —d -3 -4 = con A -2 =3 -4 -5
_z - z z Z i i ) Z X Z Z
gi=y - 2) sl-z+———+—+.. e'-=zk z) e Y RS NS Al
= n 203 4 i 1 13 4 3
— z\'!-dl| - - -
sin(z) = (-1)" = ——t - Piano complesso
= (2n+1)! oxm .
= {2 I I iv

() ="%"(=1)"= I T R - P

B I T TR /(
= »

& —ir -3 .-
. e’ —g e e e .2 . .
sin(z) = - (e o™ =z -2 +2i—_+ . =2isin(z) }

2i 3! 5

& 1ot

cos(z) = 5

Possiamo scrivere | esponenziale complessa in funzione di sin(z) e cos(2): € = cos(z) + isin(z).

Se z = nwgx, reale, risulta: €™ = cos(nwyx) + isin(nw,x). NB.: ™" & perindica di periodo mwy2m.
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Come utilizzare gli esponenziali  “%;
complessi

+= =
Consideniamo la seguente serie: f(x) =" ¢ ™ =c,+ ¥ [a, cos{w rx)+b_sin(w, nx)].
= \ i | L [ o
m—x rm]
Dobbiamo dimostrare che: a_cos(nw,x)+b_sin(nw,x) =cee 0 + o™ 0"

Poniame: a, =¢,+¢c_, e b =i(c, —c_,). risulta:

b =iy (L =iy

g™t = . £ - firve i
(e, +c_) = +ile,—e )————=¢c " +c_e " cvd
2 2i
Analogamente si deriva: cp = 1/2(ap— 1by) g = I/ 2 aptig).
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La forma combinata della serie di Jﬁw
Fourier

f (X) =§O:cne”‘w°X

N=—00

+T/2 _
C, =L1/T [ f(x)e ™" dx

-T/2
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Ricapitolando Aij

¢ TUna funzione con supporto finito o periodica, appartenente agli spazi I (assolutamente integrabile,
con un numero finito di discontinuita), pud essere rappresentata come combinazione lineare di
funziom di base circolan (Serie di Fourier).

flx) =co+ i[a“ cos(w, yx) +b sin(w, ]

sl

+ Per via dell'ortogonalita delle basi. 1 coefficienti delle basi possono essere calcolati proiettando la
funzione sulle basi stesse.

5T

riz +Ti2
a, =2T 1' Fix)ecos(mw, x)dx by=2T | Jixdsin(mw, x)dx
iz -7z

¢ I coefficienti rappresentanc 'ampiezza e lo sfasamentoc delle cosinuscidi che costifuiscono la
funzione. La Sente di Fourier fa ["analist in frequenza della funzione.
+=

fix)=co+ 3 A, cos(w,nx+4,)

=l

¢ TUtilizzando le funzioni esponenziali complesse (fasori) si pud scrivers la serie di Fourier in modo
compatto come:

Fix) =E c gl

ed il caleolo dei coefficienti come:
e, =UUT [ flx)e™=dx

Verso la trasformata di Fourier dll

400 ) +T/2 _
f(x)=Y c,e™* ¢, =UT [ £ (0e ™" dx
N=—o0 -T/2

E’ una serie, i coefficienti sono infiniti ma numerabili.
Le frequenze sono tutte multiple di una frequenza fondamentale w,.
L’intervallo di integrazione € il periodo T associato a o,

Cosa succede se o, diventa piccolo a piacere?
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Verso la trasformata di Fourier

+T/2 +T/2 _il”

v

v

21}

¢, =UT [t(xe™ e Te,= [ f(xe " dx

n
-TI2 -T/2

Se A assume valori interi, ritroviamo per ogni A un c,,.

Se A assume valori reali, i valori sono infiniti non abbiamo piu
un insisme numerabile di coefficienti, ma un insieme continuo.

Se A assume anche valori compresi tra 0 e 1 il si ottengono
anche frequenze comprese tra 0 e ,. Per calcolare questi
coefficienti servono periodi di integrazione sempre pit ampi.

Quindi..

A.A. 2009-2010 21/36
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La trasformata di Fourier

+T/2 _MZJX
Tc, = j f(x)e ™ dx
-T2

F(f(x),1)= Tf (x)e 2™ dx

Dove T, viene incorporato in A e puo diventare quindi grande a
piacere (o, piccolo a piacere).

Analisi in frequenza con granularita infinitesima.
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La trasformata inversa di Fourier A
F(f(x),1) = j f (x)e *2%dx

Date le componenti in frequenza, & possibile ricostruire la
funzione originaria? Si, tramite la trasformata inversa:

f(x) = TF(f (X), A)e* 1274

f(x) :f:cne"”woX

N=—o0
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Segnale periodico al
— i T/2
— JNWg X + .
f(x)=2.cpe ¢, =UT [ (e ™ dx
N=-o0 T2
In questo caso w,, & associato al periodo del segnale
TR ‘ ‘ ‘ | R
Si ottiene una serie di coefficienti... infiniti, numberabili
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Matematicamente al
F(f(x),1)= j f (x)e *2%dx
Sostituisco ad f(x), la serie:
F(f(x),A) = j > c,eime 2 dx =
—oon=0
+o0  T0 o ) +00
— ) AV )X Ay,
=>7, I e dx= Y ¢, oA-na)
N=—0 _y N=o0
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Ma noi abbiamofse nali con supporto ﬁ
inito

14q
12¢
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80r
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20

0 2 4 6 8 10 12 14 16
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Periodicizzazione del segnale ﬁ
iy I I
(j 31 /3 R \\ /% R 3\ Zs)
S \ X ¢ \
or - R -
R Rof R
A I A,

Guardando il segnale su dominio infinito si vedono pero delle
discontinuita spurie -> alte frequenze -> finestratura per rendere il
segnale continuo ai bordi senza alterarne il contenuto in frequenza.
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Serie discreta di Fourier dll

0

Serie di Fourier: f(x) = ¢, + 2 Z [an cos(naw,X) + b, Sin(na)OX)]

n=1

< 2r .27
Serie di Fourier: f(x) = ¢, + 2 Z |:an cos(n T_ X) + bn sin(n T_ X)

n=1 o} 0
2 . 2T
Serie campionata di Fourier: f(k) = c, + ZZ[an COS(W nk) +bnsm(W nk)]
n

T=NAx,=N - numero di campioni nel periodo.
Axk = 1 in modo arbitrario.
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41k
Coefficienti della serie al
Quanti coefficienti si potranno calcolare?
+T/2 +T/2 _i2my
— jAW, X J T
¢, =UT [f()e ™ dx =1/T [ f(x)e ™ dx
-T/2 -T/2
(N-1)/2 _in2zk
c,=1/N Y f(ke "
k=—(N-1)/2
Si possono calcolare N termini distinti:
.2 . 2 .2 .2
Risulta infatti: e_Jan - e_'(MN)Wk — e_Jane_'NWk
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La trasformata discreta di Fourier ﬁ

0 . +T/2
F)=2ce™" ¢ —uT [f(ge ™ dx

n=-c0 -T/2

+N/2 in27k N/2 _jn2ak
f(ky=> ce " c,=1/N > f(k)e ™

n=—N/2 k=-N/2

Sono funioni periodiche, f(k) e periodicizzata, cn é periodica.
Deriva quindi dalla serie di Fourier, in quanto il numero di
frequenze & numerabile e multiplo della frequenza fondamentale.
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Forma utilizzata della trasformata ﬂ

discreta di Fourier
N-1 in27K (N-1) jn2aKk
— N N
f(k)=.c.e c, 1IN Y f(ke *
n=0 k=0
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DET di Lena

0

0 5 10 15 20 25 a0 a5

Periodicizziamo sequenza di campioni- f{(x) = fx+mN) m=012_ 15

1) st
S0

DFT: ¢,

8

[n’ﬂl’n‘fl ll’nl[]’rﬂ[

[

| hgrrhgr\

15

Anche la trasformata & periodico di periodo N. k va letto come kAv con Av = 1/T

Per sequenze reali risulta: ¢ = Cpp®™
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- !1{
'
DFT ed IDFT sono Trasformate una I'inversa dell*altra I i

o Utilizziamo 1'identita:

Nl Tinls (N = J IFEN

- [N sen=mN mintero L
e ¥V o=d . Il fasore & periodico di periodo 27
) | 0 sen=mN

wa s

*» Partiamo da: fi)= 3 c,e ¥
=

Ve ]

N-1 N-1
= UNY fhXe V¥ =
= =l

(cvd)
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¢ La trasformata di Fourier bidimensionale &:

1w N
Com T3 fl DAY dove 0, 16=0,1,2.. N-1 percorrono le colonne.
welae1 o
FleD =3 3 e, et mmns dove m. 1=0.1.2.__M-1 percorronc le righe

*  Possiamo scrivere la Trasformata di una riga 1’ come.

¥
k)= UNY FkI ) Bl Seono M vettori di N elementi ciascuno,
=

DFT
2D

¢ Possiamo scrivere la Trasformata di uwaa colonna k' come

1i-1
eall)=1M7 F(F e Seono N wvettori di M elementi ciascuno.

o Possiamo scrivere la Trasformata come trasformata per colonma della trasformata per
righe /o viceversa) - separabilitd

] wael . )
3 f (i Dy M g0 =

IS i e
=

e
call) = 1J-L{Z_f(k'_jja":7'”‘ ) &1a trasformata per colonne.

{0, 0y (N-1) y @, 0) (N = 1) 0, 0) (N=-1)
o b
Row transforms Columa |0
fisiy) —— F(x.v) (R Flu, vy
Multiplication by N transforms
(N n (N 1) (N-1)
x E b

n L m m

Loy = Am=1 L

N A, - a0 Ty, ¢

SN 2 e Y 43 s il ] . Lo
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LENA

La trasfovmata é periodica di periode N sulle righe ed M sulls colonns.

Le frequenze piu elevate sono (n-1) ed fm-1).
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