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Rimuovere rumore.
Esaltare alcune caratteristiche dell’immagine.
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Compressione

95% - 3Kbyte
90% - 5Kbyte
70% - 9Kbyte70% 9Kbyte
50% - 13Kbyte
Immagine originale

405KByte

Le alte frequenze non 
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sono percepite 
dall’occhio umano come 
le frequenze più basse.
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Funzioni circolari
cos(n* 2π/T * x) = cos(4 * 2 π/16 * x)

1

1

cos(n* 2π/T * k) = cos(π/2 * k)

cos(n* 2π/T * x) = cos(2 * 2 π/16 * x)
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cos(n* 2π/T * k) = cos(π/4 * k)
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Digitalizzazione di un’immagine
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Serie di Fourier

Data una funzione f(x) ∈ L1, definita in un intervallo T, è possibile 
rappresentarla come somma di una serie trigonometrica:
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Le prime armoniche della serie

+1

Ia ArmonicaIIa Armonica

n=0    c0 DC
n=1 a cos(ω x) +

y 
= 

f(x
)

n 1    a1cos(ωox) +
b1sin(ωox)

n=2    a2cos(2ωox)+
b2sin(2ωox)

no = 1/T         T = 16 pixels.
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space x

Pulsazione: ω = 2πn = 2π/T

Ricostruzione di un’onda quadra 
mediante serie di Fourier

n = 0 n = 1
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n = 3 n = 6
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Come calcolare i coefficienti?
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Alcuni concetti

Prodotto interno di due funzioni f(.) e g(.) (proiezione):
Condizione di ortogonalità: 
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Le funzioni cos(nwox) e sin(nwox) sono ortogonali e sono ortogonali tra loro:
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Proiezione su una base
Proietto sulle basi la funzione e ottengo:
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Integriamo entrambi i membri tra –T/2 e +T/2:
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Calcolo di a0 e b0
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Calcolo di an e bn > 0 
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Rappresentazione in ampiezza + 
sfasamento
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Pongo:    an = An cos(φn)
bn = An sin(φn)
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La serie di Fourier
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Analisi in frequenza o analisi armonica 
della funzione f(x). 

Vengono estratte le frequenze o 
armoniche.

Rappresentazione esponenziale
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Come utilizzare gli esponenziali 
complessi
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La forma combinata della serie di 
Fourier
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Ricapitolando

19/36A.A. 2009-2010 http:\\homes.dsi.unimi.it\∼borghese\

Verso la trasformata di Fourier
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E’ una serie, i coefficienti sono infiniti ma numerabili.
Le frequenze sono tutte multiple di una frequenza fondamentale ωo.
L’intervallo di integrazione è il periodo T associato a ωo.
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Cosa succede se ωo diventa piccolo a piacere?
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Verso la trasformata di Fourier
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Se λ assume valori interi, ritroviamo per ogni λ un cn.

Se λ assume valori reali, i valori sono infiniti non abbiamo più 
un insisme numerabile di coefficienti, ma un insieme continuo. 

Se λ assume anche valori compresi tra 0 e 1 il si ottengono
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Se λ assume anche valori compresi tra 0 e 1 il si ottengono 
anche frequenze comprese tra 0 e ω0. Per calcolare questi 
coefficienti servono periodi di integrazione sempre più ampi.

Quindi..

La trasformata di Fourier
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Dove T viene incorporato in λ e può diventare quindi grande a
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Dove To viene incorporato in λ e può diventare quindi grande a 
piacere (ωo piccolo a piacere).

Analisi in frequenza con granularità infinitesima.
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La trasformata inversa di Fourier
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D l i i f è ibil i i lDate le componenti in frequenza, è possibile ricostruire la 
funzione originaria? Sì, tramite la trasformata inversa:
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Esempio di trasformata di Fourier
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Segnale periodico
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In questo caso wo è associato al periodo del segnale
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Si ottiene una serie di coefficienti... infiniti, numberabili

Matematicamente
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Ma noi abbiamo segnali con supporto 
finito
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Periodicizzazione del segnale

100

120

140

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

20

40

60

80

28/36A.A. 2009-2010 http:\\homes.dsi.unimi.it\∼borghese\

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Guardando il segnale su dominio infinito si vedono però delle 
discontinuità spurie -> alte frequenze -> finestratura per rendere il 
segnale continuo ai bordi senza alterarne il contenuto in frequenza.
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Serie discreta di Fourier
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T = NΔxk = N   - numero di campioni nel periodo. 
Δxk = 1 in modo arbitrario. 
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Coefficienti della serie

Quanti coefficienti si potranno calcolare?

∫
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Si possono calcolare N termini distinti:
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La trasformata discreta di Fourier
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Sono funioni periodiche, f(k) è periodicizzata, cn è periodica.
Deriva quindi dalla serie di Fourier, in quanto il numero di 
frequenze è numerabile e multiplo della frequenza fondamentale.

Forma utilizzata della trasformata 
discreta di Fourier
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DFT
2D
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LENA
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