Bagnino.

Sulla spiaggia un bagnino vede una persona in difficolta irereadeve raggiungerla nel minor tempo possibile. Si
puo supporre che nel tratto di spiaggia considerato la kivaaparazione tra la terra ed il mare sia una retta. Il bagnin
conosce la posizione propria e del bagnante rispetto dttaed inoltre conosce la massima velocita con cui pud oarrer
sulla spiaggia e la massima velocita con cui pud nuotare.

Versione 2: sulla spiaggia c’e un recinto circolare, chénié un’area dove le tartarughe Caretta Caretta depongono
le uova, che non si puo attraversare. Il bagnino valuta iniat&chente da quale parte sia conveniente aggirare il mcint

Formulare il problema e classificarlo.

Risolvere I'esempio descritto nel file BAGNINO.TXT. Diseug ottimalita e unicita della soluzione ottenuta.

Dati.

Assumendo che la rettaabbia equaziong = 0 con la spiaggia sul lato < 0 e il mare sul lator > 0, esprimendo
tutte le coordinate in metri, il bagnino si trova in posizgn-10, 0), il recinto delle tartarughe ha centro (r-6,5) e
raggio3, il bagnante in difficolta & in posizion@0, 17). La velocita con cui il bagnino corre2 km/h; quella con cui
nuota & km/h. Il bagnino valuta che sia meglio tenere il recinto allapria destra.



Soluzione commentata.

In assenza di ostacoli sulla spiaggia, il problema si pualvése con la Legge di Snell, la stessa che governa il feno-
meno della rifrazione della luce. Il rapporto tra i seni daglgoli di incidenza della traiettoria del bagnino (angméola
traiettoria rettilinea e la normale alla linea di separagitra terra e mare) deve essere pari al rapporto tra le teloel
mezzo corrispondente. Poiché in questo caso la velocitsuta € quadrupla della velocita in mare, il seno dell@ag
tra la traiettoria sulla terra e la normale alla costa desees quadruplo del seno dell’angolo tra la traiettoria imeveala
normale alla costa.

Questa proprieta non vale pit quando il problema é complidalia presenza di ostacoli (recinto per le tartarughe).

Dati.
Denominiamo i dati come segue:

* (za,ya): punto di partenza,

* (zpB,ys): punto di arrivo,

* (z7,yr): centro del recinto,

 rr: raggio del recinto,

» v4: velocita del bagnino che corre,
« vp: velocita del bagnino che nuota.

Si osservi che le velocita sono datekim /h ma vanno convertite im/sec per uniformare le unita di misura. E’ pur
vero che comunugque la soluzione ottima non cambia, poigiendie solo dal rapporto tra le velocita e non dai loro valori.

Variabili.

Nella variante senza il recinto, per rappresentare la smlezdasta la variabilgy, cioé I'ordinata del punto di ascissa
nulla in cui il bagnino passa dalla spiaggia al mare.

Nella variante con il recinto, € utile introdurre anche ahiii che rappresentano la posizione dei puntiin cui il bagn
inizia e finisce di percorrere un arco di circonferenza imbaal perimetro del recinto. A questo scopo, la cosa piu sempl
e introdurre un angolo per ciascuno di questi punti. Indiofo conr; e 7, rispettivamente I'angolo corrispondente al
punto iniziale e al punto finale. Per aiutare il solutore, psgere utile restringere il dominio di tali variabili; ieflempio
proposto si ha, per esempio/2 < 7o < 7. Gli angoli sono misurati, come da solita convenzione, msseantiorario a
partire dal semiasse orizzontale delle ascisse.

Puod essere comodo introdurre anche variabili ausiliéxiee D, per rappresentare le distanze percorse sulla terra
prima e dopo il recinto.

Vincoli.
Bisogna imporre che gli estremi dall’arco di circonferepeacorso dal bagnino siano punti di tangenza tra la circon-

ferenza del recinto ed i due segmenti della traiettoria prinalopo.
Utilizzando il teorema di Pitagora sul triangolo che ha iti@in A, T ed il primo punto di tangenza si ha

Dy = \/(JCA —x7)? 4+ (ya —yr)? — r.

Si noti cheD; dipende solo dai dati, non dalle variabili.
L'angolo; si ottiene dai vincoli
Ta+ DysinT = xp +rpcosTy

ya — Dicosmy =yr +resinTy.

Analogamente, imponendo che il segmento dal secondo putgdogknza al puntd/ sia tangente alla circonferenza,
si ha
—DosinTg = 7 + 77 COS Ty
yi + Dy cosmo = yr + rrsin 7s.

Obiettivo.



L'obiettivo da massimizzare é la somma, pesata con l'inveidle velocita, delle distanze percorse: si tratta di due
segmenti rettilinei (prima e dopo il recinto) ed un arco déonferenza (lungo il recinto) sulla terra ed un altro segtme
rettilineo in mare.

minimizez = (D1 + (11 — 72)rr + Da)/va + \/:1723 + (yg —yu)?/vs.

Il problema & di PNL nel continuo (in entrambe le versiong sdluzione calcolata dal solutore € garantita essere otti-
ma, perché il problema e convesso. Infatti la lunghezzam®igpsegmento, dalla posizione iniziale al recinto, € austa
La lunghezza della traiettoria restante dipennde dallevduabili o« e yg. La lunghezza del segmento percorso in mare
non dipende da-, ma € una funzione convessaydi. La lunghezza dell’arco di circonferenza non dipendeg gdana é
una funzione lineare (e quindi convessajdi La lunghezza del segmento tra il recinto ed il puhtalipende sia da
che dayy, ma fissando una delle due variabili &€ una funzione convesdfaltta; quindi, € una funzione convessa. Ne
consegue che la funzione-obiettivo € una somma di funzimmiesse dij; e a2 € quindi &€ anch’essa convessa.

La soluzione ottima nel caso senza il recintg.e= 12.96 metri, z = 14.7 secondi.

La soluzione ottima nel caso con il recintee= 2.95447, 5 = 1.97852, yg = 10.8594.



