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Informazioni generali

v Orario
lunedì 13:30 ÷ 16:30 Aula OMEGA
venerdì 13:30 ÷ 16:30 Aula OMEGA
streaming (se necessario): link Zoom sulla pagina web del corso (lezioni)

v Sito web del corso:  homes.di.unimi.it/pedersini/CV/index.html

v Ricevimento:
Ø al termine di ogni lezione, o su appuntamento (quando non c’è lezione)

v Materiale didattico:
Testi:
Ø D.A. Forsyth, J. Ponce, Computer Vision – A Modern Approach – 2e, Pearson (disponibile online)
Ø AA.VV. – Dive into Deep Learning – (online: https://d2l.ai)
Slide / materiale / videolezioni: sul sito del corso

v Esami:
Ø Obbligatorio: prova scritta
Ø Facoltativo: progetto di Visione Artificiale (à tesi)
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Informazioni generali

Programma
v Image formation

Ø Modello geometrico di camera e calibrazione
Ø Modelli di luminosità (radiometrici)
Ø Modelli di colore

v “Early vision”
Ø Filtraggio lineare
Ø Estrazione di features
Ø Stereopsis (visione binoculare)
Ø Structure from Motion (multi-view)
Ø Ricostruzione 3D di scena

v Machine learning in visione artificiale
Ø Linear Neural Networks
Ø Multilayer perceptrons
Ø Deep Learning Computation
Ø Convolutional Neural Networks
Ø Recurrent Neural networks
Ø Graph Neural Networks
Ø Bayesian Neural Networks

Federico Pedersini
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Informazioni generali

1. Processo di generazione di un’immagine
(Image Formation)

(Forsyth/Ponce: Capitolo 1)

Modello geometrico della camera
modello di camera ideale (’’pinhole’’)
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Il modello “pinhole”

“Camera obscura” 
Ø Brunelleschi / Leonardo da Vinci, 1544

Ø sistema di generazione di una 
proiezione prospettica della scena 
antistante (come l’occhio umano)

Proiezione prospettica:
funzione che mappa 
punti di uno spazio 3D 

in 
punti su un piano 2D

(piano immagine)

!: ℝ$ ⟶ ℝ&
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Prospettiva – il modello “pinhole”

Modello di camera “pinhole”:
v da ogni punto della scena P, soltanto il raggio passante per P e per il foro 

C (idealmente puntiforme) raggiunge il piano immagine in p
Light through a pinhole 

•  Pinhole: box with a small hole in it.
–  Abstract model that does indeed work in practice.

18 

aperture

focal length

Source: D. Forsyth, S. Savarese slides.
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C

p

f

optical axis

pinhole
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Il modello “pinhole”

Pinhole: immagine reale/virtuale
v è geometricamente equivalente considerare l’immagine reale (rovesciata) 

o quella virtuale (non rovesciata), simmetrica rispetto al pinhole C

f – lunghezza focale: distanza pinhole/piano immagine

Light through a pinhole 

•  Pinhole: box with a small hole in it.
–  Abstract model that does indeed work in practice.

18 

aperture

focal length

Source: D. Forsyth, S. Savarese slides.

P

C

p

ff

optical axis

p

pinhole
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Proprietà della prospettiva (proiezione centrale)Properties of Pinhole Perspective Projection 

•  Distant objects appear smaller

20 

Source: D. Forsyth, S. Savarese slides.

Properties of Pinhole Perspective Projection 

•  Points project to points
•  Lines project to lines

•  Angles are not preserved.
•  Parallel lines meet!

21 

Source: S. Savarese slides.

Vanishing Point

Proprietà della prospettiva:
v Dimensioni nell’immagine

inversamente proporzionali alla distanza

v Le linee rette rimangono rette

v Gli angoli non si conservano

Linee parallele è linee convergenti

vanishing point
(punto di fuga)
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Il modello “pinhole” – modello matematico

Modello matematico:
v i triangoli OPC e OP’C’ sono simili

Equazioni prospettiche:

Pinhole, or Central, Perspective 

•  Points               are collinear.

•  Therefore, we have                   and                 .

19 

Source: D. Forsyth, S. Savarese slides.
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Il modello “pinhole” – modello matematico

Modello camera prospettica "pinhole":
Definita matematicamente da:
v Centro ottico O (camera center)
v Asse ottico (optical/principal axis)
v Distanza focale f
v Piano immagine: ortogonale all’asse ottico, a distanza f dal centro ottico O

è Punto principale (centro ottico) C: intersezione asse ottico con piano immagine

!′ = $ %& ; () = $ *&
�

3LQKROH�&DPHUD

� *HRPHWULF�PRGHO�RI�FDPHUD�SURMHFWLRQ
± ,PDJH�SODQH�,��ZKLFK�UD\V�LQWHUVHFW
± &DPHUD�FHQWHU�&��WKURXJK�ZKLFK�DOO�UD\V�SDVV
± )RFDO�OHQJWK�I��GLVWDQFH�IURP�,�WR�&

;�LQ��'�����[�LQ��'���KRPRJHQHRXV�FRRUG��

P(X,Y,Z)
P

O

C C
O

p(x',y')

p
()

$
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Modello di proiezione prospettica

v dato P di coordinate !, #, $ nel sistema di riferimento 3D della camera: %!#$
v dato p di coordinate &, ' nel sistema di riferimento 2D piano immagine: (&'

à la proiezione prospettica è esprimibile come prodotto matriciale

�

3LQKROH�&DPHUD

� *HRPHWULF�PRGHO�RI�FDPHUD�SURMHFWLRQ
± ,PDJH�SODQH�,��ZKLFK�UD\V�LQWHUVHFW
± &DPHUD�FHQWHU�&��WKURXJK�ZKLFK�DOO�UD\V�SDVV
± )RFDO�OHQJWK�I��GLVWDQFH�IURP�,�WR�&

;�LQ��'�����[�LQ��'���KRPRJHQHRXV�FRRUG��

P(X,Y,Z)
P

O

C C
O

p(x,y)

p
')

*

&′ = * !$ ; ') = * #$

. = &′
'′ ∈ ℝ

1 ; 2 =
!
#
$

∈ ℝ3 ⟶ &)
') =

*
$ 0 0

0 *
$ 0

!
#
$

∶ . = 7 8 2
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Proiezione prospettica in coordinate omogenee

È comodo sfruttare la geometria proiettiva:
Coordinate omogenee (spazi proiettivi):

v in coordinate omogenee, due vettori (punti) sono equivalenti se sono uguali 
a meno di un fattore di scala:

Corrispondenza tra spazi euclidei / proiettivi: 
v 2D

v 3D

P = x
y

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
∈ ℜ2 ← →⎯ !P =

!x
!y
!z

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
= λ

x
y
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
∈ P2 =ℜ3 \ 03 , λ ≠ 0

P =
x
y
z

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
∈ ℜ3 ← →⎯ !P =

!x
!y
!z
!w

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

= λ

x
y
z
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

∈ P3 =ℜ4 \ 04 , λ ≠ 0

! ↔ #!

xN = x1, x2 ,!, xN( )∈ℜN ← →⎯
!xN = λx1, λx2 ,!, λxN , λ( ) == λ x1, x2 ,!, xN ,1( ) = λxN
!xN ∈ℜN+1 \ 0N+1 , λ ≠ 0
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Proiezione prospettica in coordinate omogenee

Proiezione prospettica 
in coordinate omogenee:

p = x
y

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
, P =

X
Y
Z

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

→ !p = λ
x
y
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
, !P =

X
Y
Z
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

!p =
x
y
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
=

f
Z
X

f
Z
Y

1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

=

fX
fY
Z

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

X
Y
Z
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

= K ⋅ !P

spazio euclideo spazio proiettivo

In coordinate omogenee la proiezione prospettica diventa lineare!

Proiezione:
prodotto
matriciale
K [3×4]

fattore di 
scala: Z

�

3LQKROH�&DPHUD

� *HRPHWULF�PRGHO�RI�FDPHUD�SURMHFWLRQ
± ,PDJH�SODQH�,��ZKLFK�UD\V�LQWHUVHFW
± &DPHUD�FHQWHU�&��WKURXJK�ZKLFK�DOO�UD\V�SDVV
± )RFDO�OHQJWK�I��GLVWDQFH�IURP�,�WR�&

;�LQ��'�����[�LQ��'���KRPRJHQHRXV�FRRUG��

P

O
C

p
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Proiezione prospettica – modello più completo di camera

1. Coordinate Immagine:
v Coordinate-camera (3D): !"#$ – solidali con il pinhole

v Coordinate-immagine (2D): !%$ – solidali con piano immagine
(sensore camera)

Proprietà coordinate-immagine:
Ø assi paralleli agli assi del sensore
Ø unità di misura: pixel à possono coincidere 

con {'(), +(,} della matrice immagine

2. Punto Principale (C) o centro ottico dell'immagine

Ø intersezione piano immagine/asse ottico – coordinate: ./, 0/
KI: Matrice di
calibrazione

(matrice intrinseca)
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FDPHUD���'�
FRRUGLQDWH�

�'�LPDJH�FRRUGLQDWH

�FDPHUD�FDOLEUDWLRQ
PDWUL[�a.���[��

piano immagine

pcam
C

./

0/

pim

1%$ = 1"#$ + 4 =
.
0 + ./

0/ ⇒ 61%$ =
. + ./
0 + 0/
1

=
89/; + ./
8</; + 0/

1

=> ⟼ 61%$ =

89
; + ./
8<
; + 0/
1

≡
89 + ./;
8< + 0/;

;
=

8 0 ./ 0
0 8 0/ 0
0 0 1 0

B
9
<
;
1
= CD B =Eproiezione
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Proiezione prospettica – modello più completo di camera

3. Cambio di sistema di riferimento (Camera coordinates à World coordinates)
v Il modello proiettivo comprende anche il cambio di sistema di riferimento:

da: camera coordinates – sistema di riferimento 3D solidale con la camera
a:  world coordinates – sistema di riferimento 3D solidale con la scena ripresa

v Cambio di sistema:
roto-traslazione 3D

&DPHUD�URWDWLRQ�DQG�WUDQVODWLRQ

� �&a�;a5;a FDP  

;
��
5&5

�
��
&a55;FDP »
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º
«
¬
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¸̧
¸
¸
¸

¹

·

¨̈
¨
¨
¨

©

§

»
¼

º
«
¬

ª �
 

=
<
;

> @ FDP;�_,.[  

> @W_5.3  &a5W � 3;[  

FDPHUD�FRRU�
IUDPH� ZRUOG�FRRUGLQDWHV

IUDPH��5�W��&��;�

�

a

LQKRPRJHQHRXV
FRRUGLQDWHV
�
KRPRJHQHRXV�

FDPHUD
�
ZRUOG�WR�FDPHUD�

a

��;a

a

F�������������Z

��[���PDWUL[

XW

YW

ZW
!" ≈ !$%&

p

PCAM
PW

xcam

zcam

xcam

rotazione traslazione

!$%& = ( ) !* + , =
-.. -./ -.0
-/. -// -/0
-0. -0/ -00

1*
2*
3*

+
45
46
47

= 8
1$%& = 9. ) !* + 45
2$%& = 9/ ) !* + 46
3$%& = 90 ) !* + 47

!$%& =
1$%&
2$%&
3$%&

; !* =
1*
2*
3*
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Matrice di rotazione

R: matrice di rotazione 3D composizione di 3 rotazioni, sui 3 assi x,y,z
v descritta da 3 angoli di rotazione (angoli di Eulero)

Proprietà di R:
v L’ordine di rotazione non è commutativo!
v Matrice ortonormale

Ø Determinante unitario
Ø Righe e colonne ortonormali fra loro

v Inversa = Trasposta

R =R ϕ ,ϑ ,ρ( ) =R ϕ( ) ⋅R ϑ( ) ⋅R ρ( ) =

=

cos(ϕ ) −sin(ϕ ) 0
sin(ϕ ) cos(ϕ ) 0
0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⋅

cos(ϑ ) 0 −sin(ϑ )
0 1 0

sin(ϑ ) 0 cos(ϑ )

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⋅
1 0 0
0 cos(ρ) −sin(ρ)
0 sin(ρ) cos(ρ)

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

rotazione attorno asse Z rotazione attorno asse Y rotazione attorno asse X

Ordine delle rotazioni

det R( ) =1; RT =R−1

ri ⋅ri =1 , ri = ri1, ri2 , ri3⎡⎣ ⎤⎦

ri ×ri = 0!" # !$ = 0, ( ≠ *
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Proiezione prospettica – modello più completo di camera

Relazione geometrica tra Camera coordinates e World coordinates
in coordinate omogenee:

&DPHUD�URWDWLRQ�DQG�WUDQVODWLRQ

� �&a�;a5;a FDP  
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FDPHUD�FRRU�
IUDPH� ZRUOG�FRRUGLQDWHV

IUDPH��5�W��&��;�

�

a

LQKRPRJHQHRXV
FRRUGLQDWHV
�
KRPRJHQHRXV�

FDPHUD
�
ZRUOG�WR�FDPHUD�

a

��;a

a

F�������������Z

��[���PDWUL[

XW

YW

ZW
P

p

PCAM
PW

!PCAM =

XCAM
YCAM
ZCAM
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

=

r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33

tx
ty
tz

0 0 0 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

XW
YW
ZW
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

= R T
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥⋅ !PW = E ⋅ !PW

E = R T
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

E: Matrice di
rototraslazione

(matrice estrinseca)
[4 × 4]
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Modello di proiezione prospettica completo

Modello di camera completo, in coordinate proiettive
Combinando tutte le relazioni, otteniamo il modello completo di proiezione 
prospettica (in coordinate omogenee):

v Roto-traslazione:

v Proiezione prospettica:

v Modello proiettivo completo:

!PW " !PCAM =
R T
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥⋅ !PW = E ⋅ !PW

!PCAM " !pIM =

xIMM
yIMM
1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

=

f 0 xC 0

0 f yC 0

0 0 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⋅ !PCAM =KI ⋅
!PCAM

Matrice di
calibrazione

intrinseca [3x4]

!PW " !pIM =

f 0 xC 0

0 f yC 0

0 0 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⋅ R T
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥⋅ !PW =KI ⋅E ⋅ !PW =M ⋅ !PW

Matrice di
rototraslazione
estrinseca [4x4]

Matrice di 
PROIEZIONE [3×4]
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Modello di proiezione prospettica completo

Modello completo di proiezione prospettica, in coordinate omogenee:

Modello lineare, funzione di 11 parametri (M3x4, a meno di un fattore di scala)...
...ma solo 9 parametri indipendenti:

Parametri estrinseci: funzione della posizione reciproca camera-scena
v Rotazione: angoli di Eulero: R = [j, q, r ]
v Traslazione: vettore di traslazione: T = [tX, tY, tZ]

Parametri intrinseci: funzione delle caratteristiche della camera
v Lunghezza focale: f
v Posizione del centro ottico C: xC, yC

!pIM =

f 0 xC 0

0 f yC 0

0 0 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

⋅ R T
0 1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥⋅ !PW =M ξ( ) ⋅ !PW

ξ = R, T, f , C⎡⎣ ⎤⎦= ϕ ,ϑ ,ρ, tX ,tY ,tZ , f , xC , yC⎡⎣ ⎤⎦
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Informazioni generali

1. Generazione di un’immagine
(Image Formation)

Modello geometrico di camera

modello geometrico di camere reali
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Limiti della camera pinholeRole of aperture size 

•  When aperture is big, 
what happens?

•  Why not make the 
aperture as small as 
possible?
–  Not enough light 

gets through.
–  Diffraction.

31 

Source: S. Seitz, S. Savarese slides.

Scelta del 
diametro del pinhole
diminuendolo:

v immagine sempre più a fuoco 
(ma c’è un limite: la diffrazione)

v insufficiente energia luminosa

aumentandolo: 

v luminosità crescente

v immagine sempre più sfuocata

https://www.youtube.com/watch?v=m5VVl0EhoJY
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Pinhole vs. Lens

Un pinhole cattura un raggio di luce (linea retta oggetto-immagine)

Una lente cattura tutti i raggi di luce che raggiungono la sua apertura

Apertura di una lente: 
rapporto diametro/lunghezza focale
esempio:    Apertura: f /2  à D = f /2

Adding a lens 

•  A lens focuses the light onto the film/CCD.
•  Rays passing through the center are not deviated.
•  All parallel rays converge to one point on a plane located at the 

focal length f.

focal point 

f 

optical center 
(Center Of Projection) 

focal point 

32 

Source: GD Hager and S Seitz slides.

Apertura:   A= D
f

Pinhole vs. lens 
33 

Source: GD Hager and S Seitz slides.

pinhole

lens
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Modello geometrico di una "lente sottile"
(lente convergente)

Costruzione immagine:
v il raggio centrale, che passa per il centro della lente, non viene deviato
v il raggio assiale parallelo all’asse ottico viene deviato e passa per il fuoco

Camera con lente (obiettivo)

!" !#

$′
$

raggio centrale

raggio assiale
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Modello geometrico di una "lente sottile"
(lente convergente)

Costruzione immagine:
v il raggio centrale, che passa per il centro della lente, non viene deviato
v il raggio assiale parallelo all’asse ottico viene deviato e passa per il fuoco

Camera con lente (obiettivo)

!" !#

$′
$

$′
$ =

!#
!"
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Modello geometrico di una "lente sottile"
(lente convergente)

Eguagliando le due equazioni e dividendo per !":

Camera con lente (obiettivo)

!# !"

$′
$

$′
$ =

!"
!#

$′
$ =

!" − (
(

Equazione di una 
lente sottile

1
!"
+ 1
!#

= 1
(

!"
!#

= !" − (
( = !"

( − 1 → 1
!#

= 1
( −

1
!"
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Camera con lente (obiettivo)

Equazione di una 
lente sottile

Modello geometrico di lente sottile

In sintesi: il modello geometrico non cambia, ma con la lente:   f è xI
dove xI dipende dalla distanza dell’oggetto xO :   !" = $ !%

Esempi:

1
!"
+ 1
!%

= 1
$

!% → ∞ ⟹ 1
!"
= 1
$ ⟹ !" = $

!% = 2$ ⟹ 1
!"
+ 1
2$ =

1
$ ⟹ !" = 2$

!% !"

,′
,
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Profondità di campo (depth of field)

è con una lente al posto di un pinhole non tutto è a fuoco
(con un pinhole, sì)

Profondità di campo: l’intervallo di 
distanze  xnear – xfar considerabili 
a fuoco nell’immagine

v Minore è l’apertura, 
maggiore è la profondità di campo

v L’apertura (e quindi la profondità di campo)
si regola con un diaframma posto vicino alla lente

Apertura: D=f/1.4 Apertura: D=f/4 Apertura: D=f/22 (Wikipedia)

Depth of field 

•  Changing the aperture size affects depth of field 
–  A smaller aperture increases the range in which the 

object is approximately in focus 

f / 5.6 

f / 32 

Flower images from Wikipedia   http://en.wikipedia.org/wiki/Depth_of_field 
Source: S Seitz slides.
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Distorsione radiale

Aberrazioni ottiche di una lente
v una lente reale non si comporta 

esattamente come una lente sottile
à deviazioni dal modello di lente sottile

v Aberrazione sferica , Coma , 
Astigmatismo
Ø non tutti i raggi che attraversano la lente 

passano per il fuoco
Ø EFFETTO: messa a fuoco imperfetta

v Aberrazione cromatica
Ø comportamento della lente diverso per colori 

(lunghezze d’onda) differenti
Ø EFFETTO: separazione dei colori

v Distorsione
Ø ingrandimento della lente cambia al variare 

della distanza dal punto principale
Ø EFFETTO: deformazione dell’immagine!

Aberrazione sferica 

Aberrazione cromatica 

lente ideale
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Distorsione radiale

Radial Distortion 

•  Radial distortion of the image 
–  Caused by imperfect lenses 
–  Deviations are most noticeable for rays that pass 

through the edge of the lens 

No distortion Pin cushion Barrel 

Source: S Seitz slides.

Distorsione radiale
v ingrandimento della lente cambia al variare della distanza dal punto principale
v EFFETTO: deformazione dell’immagine

v L’unica tra le aberrazioni di una lente, che non causa sfuocamento, bensì uno 
spostamento del punto immagine rispetto al modello geometrico lineare

è È necessario inserirla nel modello 
geometrico della camera

Radial Distortion 

•  Pin Cushion

•  Barrel / Fisheye

40 

Source: S Savarese slides.

distorsione
nulla
k = 0

distorsione
a cuscinetto 
“pincushion”

k < 0

distorsione
a barilotto 

“barrel”
k > 0
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Distorsione radiale

Modello geometrico con 
distorsione radiale
v la distorsione è radiale: 

è varia la lunghezza del raggio dal
centro ottico al punto immagine

Dati:

pIM|pU=(xU, yU): posizione ideale
(senza distorsione)

pD=(xD, yD): posizione reale, distorta

v Ottenuto pU con il modello lineare, si calcola la posizione reale pD.

La distorsione radiale introduce una non-linearità nel modello di camera!

immagine pUpD

rC

r2 = pU
2
= xU

2 + yU
2

pD =
xD
yD

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
= pU 1+ k1 r

2 + k2 r
4 +!( ) =

xU 1+ k1 r
2 + k2 r

4 +!( )
yU 1+ k1 r

2 + k2 r
4 +!( )

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥



31Visione Artificiale – F. Pedersini Dip. Informatica, Università degli studi di Milano

Modello geometrico di camera (con obiettivo)

CAPITOLO 3. Calibrazione del sistema di ripresa 23 
 
 

 

sistema-camera a quello esterno, nonché dal vettore traslazione dall’origine del 
sistema-camera all’origine di quello esterno, definito nel sistema di coordinate-
camera. Matematicamente, tale legame è così definito (analogamente al caso di 
Tsai): 
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R T  (3.5) 

Nonostante la matrice di rotazione sia composta di 9 elementi, essa è in realtà 
completamente definita dai 3 angoli di cui viene ruotata la terna cartesiana 
esterna per sovrapporla alla terna della camera, detti angoli di Eulero: 

ϕ, o angolo di tilt, esprimente la rotazione attorno all’asse X; 

ϑ, o angolo di pan, esprimente la rotazione attorno all’asse Y; 

ψ, o angolo di roll, esprimente la rotazione attorno all’asse Z. 

La matrice di rotazione può quindi essere espressa come funzione di tali tre angoli: 

 
( )R R= =

−

− + +

+ + − +

















ϑ ϕ ψ

ψ ϑ ψ ϑ ϑ

ψ ϕ ψ ϑ ϕ ψ ϕ ψ ϑ ϕ ϑ ϕ

ψ ϕ ψ ϑ ϕ ψ ϕ ψ ϑ ϕ ϑ ϕ

, ,
cos( )cos( ) sin( )cos( ) sin( )

sin( )cos( ) cos( )sin( )sin( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )sin( ) cos( )sin( )
sin( )sin( ) cos( )sin( )sin( ) cos( )sin( ) sin( )sin( )cos( ) cos( )cos( )

(3.6) 

 

Figura 3.3. Procedura di calibrazione proposta: il modello della telecamera. 

Il punto pu è la proiezione prospettica del punto P di scena. La distanza del piano 
immagine dal centro ottico della lente, in Figura 3.3 indicato con f, è denominata 
distanza focale. Le coordinate del punto pu nel sistema di riferimento della camera 
sono quindi definite dall’equazione di proiezione prospettica: 

Modello geometrico completo v Rototraslazione:

v Proiezione prospettica:

v Correzione distorsione radiale:

!PW " !PCAM = E ⋅ !PW

!PCAM " !pIM =KI ⋅
!PCAM

!pIM ! pD = pU 1+ k1 r
2 + k2 r

4 +!( )
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1. Generazione di un’immagine
(Image Formation)

Modelli speciali di camera
– camere omnidirezionali
– camere per fotofinish
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Altri modelli di camera

Camera omnidirezionale (360º camera)
v Camera prospettica, ma puntata su uno specchio a forma di paraboloide
v Campo visivo di 360º attorno all'asse ottico
v Coordinate immagine polari: (azimuth !, elevazione ")

360 degree field of view… 

•  Basic approach 
–  Take a photo of a parabolic mirror with an orthographic lens (Nayar) 
–  Or buy one a lens from a variety of omnicam manufacturers… 

•  See http://www.cis.upenn.edu/~kostas/omni.html 
 

Source: S Seitz slides.

j

q
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Altri modelli di camera

Modello di camera puntata su uno specchio a paraboloide

q

j

el
ev
az
io
ne

azimuth
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Altri modelli di camera

Esempio: camera puntata su uno specchio a paraboloide

Fig. 7. (a) A catadioptric omnidirectional camera using a hyperbolic mirror. The
image is typically unwrapped into a cylindrical panorama. The field of view is
typically 100 degrees in elevation and 360 degrees in azimuth. (b) Nikon fisheye
lens FC-E8. This lens provides a hemispherical (180 degrees) field of view.

q

j

q

j

Rettifica immagine:
mapping coordinate 
polari (q, j) su un 
dominio rettangolare 

! = atan2 '
(

) = (* + '*

x

y
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Altri modelli di camera

Fotofinish camera
v Hardware: camera lineare, ad alta velocità
v Immagine: proiezione prospettica lungo Y, ortogonale lungo t

Ø Assenza di errori di prospettiva lungo la coordinata orizzontale
è asse orizzontale = istante temporale del passaggio (t)

Y

t
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Altri modelli di camera

Fotofinish camera model
v Immagine: proiezione ortogonale, ascissa temporale: (t,Y)

Ø Coordinata orizzontale = istante temporale del passaggio

Y

t
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Altri modelli di camera

Fotofinish camera model
v Camera lineare: proiezione prospettica lungo la scan-line
v Tra scan-line differenti: traslazione è proiezione ortogonale

Y

t

Y

t

proiez.
prospettica

pro
iez

ion
e

ort
og

on
ale


