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base per la parametrizzazione che poi viene propagata ai
vertici del modello originale [LSS+98]. . . . . . . . . . . . 61
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1. Introduzione

1.1. La digitalizzazione di oggetti reali

In computer graphics, un modello tridimensionale di un oggetto è una
rappresentazione numerica delle caratteristiche “visive” (forma, colore)
dell’oggetto stesso. A partire dal modello tridimensionale, è possibile
riprodurre l’oggetto, animarlo e manipolarlo. La crescente disponibilità
di dispositivi per la gestione hardware della grafica tridimensionale ed in
generale l’abbassarsi del costo della potenza di calcolo ha recentemente
reso comuni applicazioni basate sul trattamento di modelli tridimensio-
nali. Ambiti in cui vengono utilizzate applicazioni di questo genere sono,
solo per citarne alcuni, la realtà virtuale in genere, la medicina, la pro-
gettazione assistita dal calcolatore, l’intrattenimento e gli effetti speciali
cinematografici.

Alla maggiore disponibilità di potenza di calcolo si accompagna la
necessità di utilizzare modelli sempre più dettagliati per ottenere effetti
di maggiore realismo. La digitalizzazione di oggetti reali è un procedi-
mento che permette di ottenere in maniera semi-automatica i modelli
tridimensionali. Essa è basata sulla misura delle caratteristiche geome-
triche di un oggetto e di quelle che contribuiscono alla formazione del
suo colore. Rispetto alla modellazione manuale (eseguita da un utente
con software di modellazione dedicati), la digitalizzazione è caratterizza-
ta da una maggiore velocità del procedimento e da una accuratezza più
elevata (o quantomeno quantificabile). Inoltre, almeno in via teorica,
non richiede all’operatore alcuna capacità artistica.

Le applicazioni coprono uno spettro molto ampio. Ad esempio:

• Nel campo della moda, Cyberware ha sviluppato un sistema di
misura, DigiSize [DIGa], che traduce le dimensioni corporee in
taglie di vestiario. È usato dalla marina militare USA e, rispetto
alle procedure tradizionali, ha diversi vantaggi. Innanzitutto rende
più rapide le procedure per l’assegnamento dei capi di vestiario
ed eventuali modifiche dei vestiti. L’archiviazione delle misure
consente inoltre di pianificare meglio le scorte di magazzino. In

1



1. Introduzione

futuro, una volta effettuata la misura del proprio fisico, vi sarà la
possibilità di provare i vestiti virtualmente.

• Il fax 3D è una apparecchiatura in grado di realizzare a distan-
za una copia “fisica” di un oggetto tridimensionale. La stazione
trasmittente è costituita da un dispositivo in grado di collezionare
informazioni sulla struttura dell’oggetto, informazioni che il dispo-
sitivo ricevente utilizza per guidare la costruzione della copia, ad
esempio tramite stereolitografia [CL96] [3DS].

• La realtà virtuale può essere utilizzata per addestrare, in situazione
controllabile, all’esecuzione di compiti critici. Per esempio, in me-
dicina e chirurgia è necessario acquisire una certa esperienza prima
di poter operare correttamente. L’inesperienza, cioè il trovarsi a
gestire una situazione mai conosciuta prima, può in questo campo
comportare un danno grave al paziente. In [SSS00] viene presenta-
to una applicazione che permette di simulare operazioni ortopedi-
che. Il sistema è in grado di simulare svariate situazioni di frattura
del femore e gli strumenti e gli impianti per la ricomposizione delle
fratture.

• La progettazione è estremamente facilitata dalla possibilità di uti-
lizzare un calcolatore. Alcuni progettisti, soprattutto nel campo
architettonico e del design, preferisco modellare fisicamente i pro-
totipi e solo in un secondo momento modellarli al calcolatore (per
esempio, per simulazioni o presentazioni). La digitalizzazione dei
modelli consente quindi una maggiore libertà espressiva. Inoltre,
talvolta bisogna inglobare nella progettazione elementi già esistenti
dei quali non si dispone di una documentazione elettronica (o esi-
stente in un formato ormai abbandonato). Le procedure di reverse
engineering possono essere velocizzate (ad esempio, [TOdSg+99]).

• La quantificazione di caratteristiche ha anche lo scopo di confron-
tare diversi oggetti appartenenti alla stessa classe. Questo concetto
può essere applicato in diversi ambiti. Per esempio, in ambito in-
dustriale viene utilizzato per il controllo della qualità, mentre nel-
l’ambito della sicurezza viene usato per l’identificazione di persone
tramite misure antropometriche [jM96] [PMWP00].

• L’archeologia e l’arte sono caratterizzate dalle contrastanti neces-
sità di proteggere e di rendere fruibili rari reperti o irripetibili ope-
re d’arte [PST00] [LPC+00]. L’acquisizione di questi “oggetti” (in
realtà possono essere interi complessi) consente da una parte una
misura ed una catalogazione più accurata, e dall’altra permette
l’accesso alle copie digitali per scopo di studio o per visite cultu-

2



1.1. La digitalizzazione di oggetti reali

rali ad un numero elevato di persone, senza rischio per i reperti
originali.

• L’architettura virtuale (cioè la progettazione in ambiente virtua-
le di opere architettoniche) è una disciplina che si sta sviluppan-
do. Essa non solo offre vantaggi dal punto di vista mediatico, ma
consente una maggiore libertà di sperimentazione al progettista
[Dob97] [FW00] [Şen97]. La possibilità di navigare in ambienti
virtuali, giudicare accostamenti, valutare i materiali, può essere
vantaggiosa sia in fase di progettazione che per la valutazione da
parte di chi commissiona il progetto e che generalmente non ha le
conoscenze tecniche per “leggere” la documentazione di progetto.
Ad essa si possono affiancare opportuni strumenti automatici di
valutazione mediante simulazione (per esempio, stabilità struttu-
rale). Perché una applicazione del genere sia ragionevolmente pro-
ponibile, è necessario che il progettista possa disporre di un’ampia
gamma di librerie di oggetti e materiali virtuali.

• A causa della larghezza di banda necessaria, la video conferenza
ha ancora costi elevati. Disponendo di modelli digitali dei parte-
cipanti, la quantità di banda necessaria può essere drasticamente
ridotta. Una volta trasmessi i modelli, infatti, l’informazione tra-
smessa può essere limitata a quella relativa al movimento ed al
parlato. Questo principio è stato considerato nella stesura dello
standard MPEG4 [MPE], il quale contiene l’indicazione sui punti
di repere del volto umano.

Le differenti applicazioni hanno caratteristiche computazionali e am-
bientali differenti. Per esempio, l’archeologia virtuale richiede una gran-
de accuratezza nella ricostruzione, una bassa invasività delle tecniche di
acquisizione, ma generalmente non impone limitazioni di tempo per l’e-
laborazione. La videoconferenza, invece, necessita di una elaborazione
in tempo reale, mentre la qualità della ricostruzione richiesta è relativa-
mente bassa. Inoltre, poiché l’informazione da trasferire è generalmente
legata alla mimica facciale, le tecniche di acquisizione e ricostruzione
possono avvantaggiarsi di modelli del volto e della dinamica facciale.
Un discorso simile vale per il controllo qualità industriale: esso deve es-
sere rapido e poco costoso, in quanto deve essere applicato ad un gran
numero di pezzi. La conoscenza a priori dell’oggetto da misurare con-
sente di irrobustire e velocizzare le procedure utilizzando un modello.
Il fax 3D presuppone che ad utilizzarlo sia un operatore senza partico-
lari conoscenze tecnologiche. La facilità di utilizzo e il basso costo del
dispositivo (nonché la sua compattezza) sono quindi le caratteristiche
principalmente desiderate.

3



1. Introduzione

1.2. La costruzione di un modello tridimensionale

I sistemi utilizzati per la digitalizzazione di oggetti tridimensionali de-
vono quindi rispondere a diverse (e spesso contrastanti) esigenze. Le
tecniche scelte per la loro implementazione hanno quindi caratteristiche
differenti sia per prestazioni che per principi basanti. Tuttavia, la digi-
talizzazione è descrivibile ad alto livello indipendentemente dai sistemi
utilizzati per ottenerla.

La digitalizzazione di un oggetto è definibile come un processo ge-
rarchico e modulare (cf. fig. 1.1). Il primo livello è deputato al campio-
namento delle proprietà geometriche e visive della superficie. I sensori,
attraverso una prima elaborazione, raccolgono quindi un insieme finito
e discreto di caratteristiche geometriche e visive della superficie quali
punti, spigoli, colore e tessitura. In un secondo momento, le procedure
di ricostruzione generalizzano le informazioni raccolte in modo da ge-
nerare una rappresentazione della superficie che copra anche le regioni
non campionate. Analogamente, le informazioni legate al colore sono
elaborate per eliminare l’effetto delle condizioni di illuminazione al mo-
mento della misura, in modo da ottenere il colore reale della superficie
(deshading).

L’acquisizione, come tutte le misure, è soggetta ad errori. La rico-
struzione, quindi, deve essere tale da filtrare il rumore di misura. Inoltre,
per poter ricostruire forme complesse, il sistema deve disporre di più di
un sensore. Alternativamente — e, in generale, equivalentemente — la
ricostruzione può essere operata a partire da più acquisizioni. Le in-
formazioni provenienti dai vari sensori devono essere integrate tra loro.
Questo implica due ulteriori fasi di elaborazione: la registrazione dei
sensori e la fusione delle informazioni.

La ricostruzione della superficie visibile a partire da punti ad essa
appartenenti è un problema ben formalizzato [Ter88] [PST00], ma gene-
ralmente mal condizionato. In generale, la ricerca di un compromesso
tra l’aderenza ai campioni ed il filtraggio del rumore implica un’ottimiz-
zazione non lineare. Metodi iterativi e euristiche legate alle caratteristi-
che del sistema d’acquisizione e/o del tipo di oggetto acquisito possono
essere utilizzati per contenere la complessità del problema.

Una volta ottenuto un modello affidabile dell’oggetto acquisito, la sua
rappresentazione (finora descritta in un formato adatto alla procedura
di ricostruzione) può essere trasformato in una formato più adatto alle
applicazioni che ne faranno uso. Per esempio, può essere sottoposto ad
una procedura di compressione per diminuirne la dimensione.

I sistemi di acquisizione possono quindi essere descritti ad alto livello
utilizzando lo schema di figura 1.1:
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• Un insieme di dispositivi di acquisizione è utilizzato per cattu-
rare dell’informazione riguardo alle caratteristiche geometriche e
cromatiche della scena di interesse.

• I dati acquisiti sono utilizzati per ricostruire informazioni correlate
alla posizione nello spazio 3D (per esempio, punti tridimensionali,
attributi di luminanza o colore di regioni 3D).

• Generalizzando questi dati è possibile ottenere una ricostruzio-
ne 3D anche nelle regioni nelle quali non è stato effettuato il
campionamento e ridurre gli effetti degli errori di misura.

• Le informazioni ottenute dai singoli dispositivi possono essere in-
tegrate tra di loro.

• Il processo può essere iterato per ottenere una soluzione migliore.

• La rappresentazione ottenuta può essere ottimizzata o trasforma-
ta, esprimendo la superficie mediante un paradigma più adatto ai
successivi utilizzi.

Ogni fase di elaborazione può essere resa più efficiente incorporan-
do conoscenza a priori sugli oggetti che compongono la scena o sulle
modalità di acquisizione. Le tecniche sviluppate per situazioni generali
possono quindi essere migliorate personalizzandole sul caso particolare.

Va inoltre notato che lo schema può essere esteso per includere al-
cune applicazioni che fanno uso di motion capture, quali animazione di
modelli 3D o augmented reality. Esse presuppongono un’analisi e/o una
sintesi di oggetti che modificano (in modo relativamente lento, cioè ri-
spetto alle capacità degli strumenti) le loro caratteristiche nel tempo.
La trattazione approfondita dei problemi legati a questa disciplina è al
di fuori dello scopo di questo lavoro.

1.3. Obbiettivo della tesi

Dato l’ampio spettro di applicazioni e di requisiti, i sistemi e le tecniche
da essi utilizzate vengono in generale sviluppate dando maggior peso ad
alcune problematiche piuttosto che ad altre.

Una metodologia consente di elevare il livello di astrazione della trat-
tazione, epurandola dai dettagli implementativi legati alle esigenze del-
l’applicazione specifica. L’uso di una metodologia consente la valuta-
zione delle funzionalità e l’esplicitazione delle relazioni tra le varie fasi
elaborative piuttosto che delle prestazioni delle singole tecniche.
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Figura 1.1.: Schema ad alto livello dei sistemi di acquisizione 3D
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1.3. Obbiettivo della tesi

Lo scopo di questa tesi è pertanto lo studio di una metodologia di
elaborazione e di sintesi di immagini tridimensionali.

Maggiore risalto verrà dato alle problematiche della ricostruzione, in
quanto costituiscono il nocciolo del problema della digitalizzazione. In
questo ambito, particolare considerazione verrà data alla ricostruzione
di superficie a partire da punti campionati. I punti, infatti, sono le
primitive geometriche minime e pertanto le tecniche di ricostruzione
a partire da essi consentono un approccio più generale, meno legato
a particolari caratteristiche del sistema di acquisizione o dell’oggetto
acquisito.

La ricostruzione della superficie è una procedura onerosa in termini di
costo computazionale e generalmente poco robusta: lo spazio di ricerca
della soluzione ottimale è vasto e con molti minimi locali.

L’uso di tecniche multirisoluzione può migliorare sia l’efficienza com-
putazionale che la sua robustezza. Il mondo osservato è generalmente
composto da oggetti che possono essere caratterizzati a differenti livelli
di dettaglio. L’utilizzo di paradigmi in grado di trattare le informazioni
a diverse scale può semplificare gli algoritmi e renderli computazional-
mente più leggeri.

Un approccio di questo tipo ben si coniuga alla struttura iterativa
della procedura di digitalizzazione. In un primo momento viene presta-
ta maggiore attenzione alle informazioni ad ampia scala. Il risultato è
un modello poco dettagliato, ma che riesce a ricostruire le caratteristi-
che salienti dell’oggetto acquisito. Questo modello può essere utilizzato,
ripercorrendo le varie fasi di elaborazione, per migliorare i parametri
stimati inizialmente.

L’utilizzo di modelli poco particolareggiati implica in genere una di-
minuzione del costo di elaborazione. A seconda delle necessità, si può
quindi ottenere un modello in un tempo minore o utilizzare il guada-
gno computazionale cos̀ı ottenuto per migliorare l’accuratezza. D’altra
parte, la minore richiesta di risorse computazionali può comportare un
risparmio nel costo delle apparecchiature.

Un modello gerarchico è composto di diversi sottomodelli, comune-
mente chiamati livelli o strati. I livelli sono organizzati in modo gerarchi-
co: l’effetto di un livello nella ricostruzione dipende dal livello superiore.
I livelli sono a loro volta composti da diversi elementi i quali in genere
dipendono da un parametro di scala. Il parametro di scala di un da-
to livello caratterizza il comportamento in spazio/frequenza del livello
stesso. Questi modelli (detti anche ”multirisoluzione”) sono in grado di
fornire il comportamento in frequenza del segnale in una determinata
finestra temporale. Questa proprietà li rende uno strumento adatto allo
studio ed all’elaborazione di segnali non stazionari.
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L’approccio metodologico sviluppato in questa tesi si basa su model-
li multirisoluzione al fine di ottenere una gerarchia di approssimazioni
del segnale a scale diverse, a risoluzione via via crescente. Questa rap-
presentazione agevola l’individuazione del rumore ed il suo filtraggio.
Anche le elaborazioni basate sul confronto di segnali — per esempio, al-
lineamento, riconoscimento, estrazione di feature — sono facilitate. Esse
possono essere effettuate per approssimazioni successive, a partire dalle
ricostruzioni a bassa risoluzione (in modo robusto, per via dell’assenza
dei dettagli), raffinando i risultati ottenuti alla scala precedente.

Inoltre, le elaborazioni seguenti alla ricostruzione possono avvantag-
giarsi di una rappresentazione mediante un modello gerarchico. Per
esempio, una modifica ad un dato livello si ripercuote anche ai livel-
li gerarchicamente inferiori [FvFH90]. Ciò rende l’editing di modelli
complessi più agevole e intuitivo.

Il contributo innovativo della presente tesi può essere riassunto nei
seguenti punti:

• definizione di una metodologia modulare e strutturata per la ge-
nerazione di modelli tridimensionali;

• ideazione e valutazione di HRBF — un paradigma gerarchico ba-
sato sulla combinazione delle teorie del filtraggio e delle reti neu-
rali — come paradigma multirisoluzione per la ricostruzione di
superfici a partire da dati campionati affetti da rumore;

• comparazione di HRBF con MRA — paradigma gerarchico ba-
sato sulla teoria della trasformata wavelet — per esaminare la
capacità di ricostruzione, espressa come accuratezza e robustez-
za, nell’ottica di una realizzazione su architetture digitali ad alte
prestazioni;

• riformulazione degli algoritmi HRBF in chiave digitale;

• contributo rilevante alla creazione del modulo di ricostruzione di
Autoscan — un sistema di digitalizzazione di oggetti tridimen-
sionali —, nonché valutazione delle prestazioni di accuratezza nel
campionamento di superfici.

1.4. Organizzazione della tesi

Nel capitolo 2 sarà trattato in modo più dettagliato e formale il pro-
blema della digitalizzazione. In particolare, si intende fornire al lettore,
sia pure senza pretesa di esaustività, una panoramica sui dispositivi di
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digitalizzazione attualmente disponibili, sulle problematiche della rico-
struzione tridimensionale, e sulle elaborazioni alle quali solitamente un
modello tridimensionale viene sottoposto per poterlo effettivamente uti-
lizzare nelle applicazioni. L’intenzione è di descrivere sommariamente,
ma in modo quanto più possibile completo, gli approcci più utilizzati
per ottenere la digitalizzazione di oggetti reali e le caratteristiche che
sono richieste ad un modello tridimensionale.

Successivamente, nel capitolo 3, sarà introdotta la metodologia di
analisi e sintesi di immagini tridimensionali sviluppata in questa tesi.
Essa è in grado di considerare in modo organico i passi necessari ad
affrontare il problema della generalizzazione di informazioni provenienti
da differenti sorgenti.

Nel capitolo 4 saranno trattati in modo più approfondito i paradigmi
computazionali gerarchici MRA e HRBF, fornendo elementi delle teorie
sulle quali si fondano. Ciò consentirà l’indagine sulle proprietà di HRBF
— paradigma ideato e sviluppato nel contesto di questa tesi — come
approssimatore di funzioni. Inoltre ciò agevolerà la comparazione con il
paradigma gerarchico più utilizzato in letteratura: MRA.

Nel capitolo 5 sarà descritto lo scanner tridimensionale Autoscan. Il
suo flusso di elaborazione e la sua struttura modulare rispecchiano le
fasi individuate nella metodologia proposta nel capitolo 3, della quale
Autoscan è una istanza implementativa.

Infine, il capitolo 6 riassumerà le idee e i risultati esposti per tracciare
le conclusioni e le possibili linee di ricerca future.
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2. Metodi e tecniche per la
digitalizzazione

Nel capitolo precedente è stata tracciata a grandi linee la procedura per
ottenere una copia digitale di un oggetto reale, evidenziando le fasi in
cui tale procedura può essere scomposta. In questo capitolo si approfon-
dirà la descrizione delle singole fasi, discutendo gli approcci utilizzati in
letteratura.

La digitalizzazione può essere scomposta in tre macro-fasi: acquisi-
zione, ricostruzione ed ottimizzazione. Durante l’acquisizione l’oggetto
viene analizzato mediante opportuni dispositivi che ne misurano alcune
caratteristiche. La ricostruzione utilizza queste informazioni per ge-
nerare un modello tridimensionale dell’oggetto analizzato. Il modello
può essere quindi sottoposto alla fase di ottimizzazione dove la sua rap-
presentazione viene trasformata in una semanticamente equivalente, ma
aderente alle specifiche dell’applicazione che farà uso della copia digitale.

Particolare attenzione verrà posta alla fase di ricostruzione, argo-
mento centrale di questa tesi. È però importante comprendere, anche
se non in dettaglio, quali siano le peculiarità delle singole fasi e come
interagiscano tra di loro. Le diverse fasi sono infatti descrivibili come
problemi a se stanti, ma interdipendenti.

Inizialmente, §2.1, verrà data una descrizione ad alto livello delle
attività che permettono di realizzare la procedura di digitalizzazione.
Successivamente, §2.2, verranno introdotti i formalismi utilizzabili per
descrivere le caratteristiche degli oggetti reali. In particolare, per gli
scopi di questa tesi, l’interesse è rivolto verso la modellizzazione di ca-
ratteristiche geometriche e cromatiche. Nel paragrafo 2.3 verranno illu-
strate le tecniche utilizzate per misurare le caratteristiche degli oggetti.
La collezione di misure ottenute dalla fase di acquisizione sono in genere
affette da rumore e non costituiscono un modello continuo dell’oggetto.
Per ottenere un modello realistico è necessario operare una generalizza-
zione delle misure acquisite. Le tecniche per operare questa operazione
verranno presentate nel paragrafo 2.4. Le applicazioni che usano i mo-
delli tridimensionali coprono un vasto spettro. Il formalismo utilizzato

11



2. Metodi e tecniche per la digitalizzazione

per la ricostruzione non sempre si presta ad un utilizzo diretto da par-
te di queste applicazioni. Il modello 3D deve quindi essere sottoposto
ad una fase di ottimizzazione finalizzata ad una particolare applicazione
obbiettivo. Alcune delle tecniche utilizzate in questo campo verranno
illustrate in §2.5.

2.1. La digitalizzazione vista ad alto livello

Come già accennato nel paragrafo 1.2, la digitalizzazione di un ogget-
to è definibile come un processo gerarchico e modulare (cf. fig. 1.1).
In questo paragrafo approfondiremo la descrizione allora strutturan-
dola maggiormente. In particolare, le attività necessarie per ottenere
a digitalizzazione possono essere raggruppate in tre fasi: acquisizione,
ricostruzione e ottimizzazione.

2.1.1. Acquisizione

Il primo livello è deputato al campionamento delle proprietà geometriche
e cromatiche della superficie ed è denominato fase di acquisizione. I
sensori, attraverso una prima elaborazione, raccolgono un insieme finito
e discreto di caratteristiche geometriche e visive della superficie quali
punti, spigoli, colore e tessitura. Questa fase non è monolitica, ma si
compone a sua volta di diversi passi: pianificazione delle acquisizioni,
calibrazione dei sensori e misura.

Un oggetto reale difficilmente è osservabile mediante un solo sensore
ed una sola acquisizione. Un sensore ha un campo di acquisizione (cioè
la regione di spazio dalla quale può ricevere segnali) ed una risoluzio-
ne (cioè un livello di dettaglio) limitati. Inoltre, a causa di possibili
ostacoli, non tutti i punti del campo di acquisizione sono rilevabili. In
particolare, assumendo che gli oggetti da acquisire formino una superficie
chiusa, una parte della superficie sarà coperta dalla parte visibile del-
l’oggetto stesso. È pertanto necessario studiare l’insieme di acquisizioni
che permettono di coprire tutta la superficie visibile dell’oggetto. Que-
sta operazione viene effettuata nella fase chiamata view planning. Essa
può essere supportata da procedure automatiche studiate nell’ambito
della visione artificiale e precisamente nell’area denominata active vi-
sion. Il problema è conosciuto in letteratura come next best view (NBV)
[Pit99]: dato un oggetto parzialmente acquisito, individuare il posizio-
namento relativo sensore/oggetto che permette di rilevare la porzione di
superficie non ancora acquisita. Sebbene necessario per la totale auto-
matizzazione della digitalizzazione di oggetti, l’NBV non rientra tra le
priorità di uno scanner generico. Per progetti di grandi dimensioni o con
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costi per acquisizione elevati, tuttavia, una accurata pianificazione delle
sessioni di acquisizione è quasi necessaria; la disponibilità di un tool di
pianificazione automatico è quindi consigliabile [LPC+00]. Va notato
che il problema NBV rientra naturalmente in uno schema iterativo del
processo di digitalizzazione.

Per trasformare le informazioni rilevate dai sensori in un unico mo-
dello tridimensionale, è necessario determinare un modello matematico
della trasformazione effettuata dai sensori. Questo modello contiene in
generale due insiemi di parametri: i parametri interni (riguardanti cioè il
singolo sensore) ed esterni (riguardanti le relazioni fra i sensori). La fase
di determinazione di questi parametri viene chiamata calibrazione del
sistema. La procedura di calibrazione varia da dispositivo a dispositivo,
e non sempre è necessario effettuarla ad ogni acquisizione. Alcuni dispo-
sitivi di acquisizione, infatti, non hanno necessità di essere ricalibrati in
quanto la calibrazione è effettuata al momento della fabbricazione. Ge-
neralmente, i dispositivi precalibrati esibiscono una flessibilità (cioè la
capacità di essere utilizzati in condizioni ambientali differenti) minore dei
dispositivi che devono essere calibrati ad ogni acquisizione. Per contro,
un dispositivo precalibrato gode di una maggior facilità di utilizzo.

La fase di misura delle caratteristiche è la meno formalizzabile per
via della molteplicità delle procedure utilizzate. Nel paragrafo 2.3.1 ver-
ranno descritti diversi sistemi di acquisizione. Le differenze consistono
sia nei principi fisici sfruttati per la misura (per esempio, ottici, mecca-
nici, acustici) sia nella tecnica di misura (per esempio, triangolazione,
spostamento di fase). Lo scopo di questa fase è collezionare un insieme di
misure di caratteristiche geometriche e cromatiche. Le informazioni rac-
colte da ogni sensore (o coppia di sensori, per alcuni dispositivi) vengono
chiamate viste (view). Tipicamente, dopo questa fase vengono restituite
la posizione nello spazio tridimensionale di primitive geometriche quali
punti o spigoli, e le informazioni sulle caratteristiche cromatiche della
superficie. Due gli approcci che vengono utilizzati per l’acquisizione del-
le caratteristiche. Il primo approccio, comunemente denominato attivo,
utilizza un dispositivo per irradiare l’oggetto con un pattern facilmente
riconoscibile dai sensori. Tipicamente, il pattern è costituito da punti o
da linee. Il secondo approccio, chiamato passivo, è caratteristico della
Computer Vision. Vengono in questo caso utilizzate solo immagini o
sequenze di immagini con illuminazione ambientale.

2.1.2. Ricostruzione

Una volta ottenuta la collezione di primitive geometriche, le procedure di
ricostruzione generalizzano le informazioni raccolte in modo da generare
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una rappresentazione continua della superficie che copra anche le regioni
dove non sono definite primitive. Analogamente, le informazioni legate
al colore sono elaborate per generare una rappresentazione continua del
colore che viene chiamata color field (§6.2). Inoltre, per determinare il
colore reale dell’oggetto è necessario operare una deconvoluzione delle
sorgenti luminose. In generale, l’elaborazione dell’informazione di colore
è seguente alla ricostruzione della geometria della superficie, in quanto il
colore apparente dipende dalla posizione dell’osservatore, da quella della
sorgente luminosa, ma anche dall’orientamento della superficie osservata
(normale) [FvFH90].

La ricostruzione di una superficie a partire da punti campionati su
di essa è un problema trattato in diverse discipline. In ambito neura-
le, viene visto come un problema di apprendimento di una funzione da
esempi. In ambito statistico, i punti sono campioni di una distribuzione
stocastica e la ricostruzione della superficie corrisponde alla stima otti-
male dei parametri della distribuzione stessa. È una particolare istanza
del problema di learning [Vap99]. In generale, il problema è formulabile
come una approssimazione di funzione dove la funzione approssimante
può essere scelta solo fra quelle appartenenti ad uno spazio determinato
dal paradigma scelto per l’approssimazione. Tale spazio è definito dal-
le sue funzioni base, la forma delle quali è governata da parametri che
vengono scelti in modo da raggiungere un compromesso tra l’aderenza
ai punti campionati e una certa funzione costo che rende merito delle
caratteristiche desiderate (ad esempio, dimensione del modello, smooth-
ness). Questo tipo di rappresentazione è in forma esplicita. La superficie
viene cioè rappresentata come una funzione definita su un dato domi-
nio. Al problema della ricostruzione si somma quindi il problema della
topologia della superficie. Tale problema non si pone se le superfici so-
no rappresentate in forma implicita. Ciò accade frequentemente nella
grafica computerizzata, dove sono stati sviluppati soprattutto approc-
ci costruttivi basati su tecniche volumetriche [AS96] o mesh triangolari
[HDD+92]. Una revisione dei metodi più interessanti è riportata nel
paragrafo 2.4.

La ricostruzione presenta principalmente due tipi di problemi: l’er-
rore di misura e la fusione delle informazioni dei diversi sensori. Infatti,
l’acquisizione, come tutte le misure, è soggetta ad errori. La ricostruzio-
ne, quindi, deve essere tale da filtrare il rumore di misura. Inoltre, per
poter ricostruire forme complesse, il sistema deve disporre di più di un
sensore o acquisire l’oggetto mediante più sessioni di acquisizione.

L’errore di misura viene parzialmente corretto sfruttando la corre-
lazione tra misure spazialmente vicine utilizzando un opportuno para-
digma rappresentativo che codifichi la conoscenza a priori sul problema.

14



2.1. La digitalizzazione vista ad alto livello

Tale conoscenza può essere molto dettagliata (e in tal caso si userà un
modello parametrico dell’oggetto, come, per esempio, in [BV99]) o so-
lo superficiale (e quindi richiederà vincoli generalmente soddisfatti, per
esempio, smoothness [PG90]).

Generalmente, per ogni sensore (o coppia di sensori) viene ricavato
un insieme di informazioni utile per descrivere una superficie definita
su un piano. Tali superfici, paragonabili ad un bassorilievo, vengo-
no chiamate superfici 21

2D1 per distinguerle da quelle completamente
3D, che, continuando la metafora, possono essere paragonate a statue a
tuttotondo. Le informazioni provenienti dai vari sensori devono essere
integrate tra loro. Questo implica due ulteriori fasi di elaborazione: la
registrazione dei dati prodotti dai sensori e la fusione di tali informazioni.

La registrazione consiste nell’individuare la posizione relativa dei dati
acquisiti rispetto ad un unico sistema di riferimento (figura 2.1). Que-
st’operazione può essere parzialmente effettuata durante la calibrazio-
ne del sistema d’acquisizione (§2.1.1). L’uso di sensori precalibrati, o
di bassa qualità, o, infine, di procedure di calibrazione poco accurate
possono richiedere una ulteriore elaborazione. Durante le acquisizioni,
infatti, la quantità di dati acquisiti è generalmente maggiore che durante
la fase di calibrazione. Partendo da un allineamento iniziale abbastanza
buono ottenuto durante la fase di calibrazione, i dati dell’acquisizione
possono essere utilizzati per raffinarlo. Questa operazione viene effet-
tuata individuando in viste differenti le regioni comuni e calcolando la
trasformazione che ne massimizza la sovrapposizione.

La fusione consiste nell’unire le informazioni acquisite dalle diverse
sorgenti in un’unica rappresentazione. Questo può implicare la risoluzio-
ne di ambiguità (ad esempio, [CL96]). Il caso più comune è rappresenta-
to dalla mancata sovrapposizione della stessa caratteristica acquisita da
sensori diversi. Regioni comuni a viste differenti, anche dopo la registra-
zione, non sono generalmente coincidenti: per ottenere una superficie
senza brusche variazioni bisogna mediare sulle superfici ricostruite.

Due sono quindi gli approcci possibili:

• ricostruzione delle superfici 21
2D, seguita da registrazione e fusione

delle ricostruzioni;

• registrazione e fusione delle informazioni provenienti dai sensori e
poi ricostruzione della superficie 3D.

È possibile utilizzare entrambi gli approcci. Una prima ricostruzione
delle superfici 21

2D viene utilizzata per allineare i dati, i quali, una volta

1Talvolta vengono indicate anche come superfici 2.5D
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fusi, vengono utilizzati per una ricostruzione 3D. L’algoritmo più utiliz-
zato per la soluzione di questo problema è quello detto Iterative Closest
Point (ICP) [BM92], basato sulla ricerca delle somiglianze tra regioni di
viste diverse. Data la stretta correlazione tra le due fasi, esse vengono
talvolta considerate parte di una fase sola, chiamata integrazione (delle
view).

In generale, la registrazione e la fusione devono essere applicabili a
dati provenienti da sensori di diversa natura. Un caso molto frequen-
te nella pratica — e di particolare interesse per il problema trattato
in questa tesi — è la fusione delle informazioni geometriche e di quelle
cromatiche. In generale, a meno di condizioni ambientali controllate,
è necessario avere più di un sensore per il colore. Come già accenna-
to, il colore apparente dipende dalla posizione relativa sorgente lumino-
sa/osservatore e dalla direzione della normale della superficie. La dispo-
nibilità di più di un sensore colore permette di comporre le informazioni
di colore pesandole con una misura di affidabilità [DTM96] [PARD+98].

La ricostruzione avviene generalmente per approssimazioni successi-
ve — tramite procedure iterative [TL94]. L’utilizzo di paradigmi multi-
risoluzione per la rappresentazione dei modelli tridimensionali si colloca
quindi in modo naturale in questo schema operativo. Esso consente la
realizzazione di queste fasi in modo efficiente utilizzando modelli a bassa
risoluzione per le prime iterazioni e incrementando via via la ricchezza
di dettagli nelle fasi seguenti. L’efficienza deriva da diversi fattori:

• Un modello a bassa risoluzione ha pochi parametri. Ciò comporta
un basso costo computazionale per il calcolo delle superfici 21

2D.
Analogamente, i calcoli necessari per valutare l’allineamento delle
superfici parziali sono contenuti.

• La ricerca delle trasformazioni ottimali per l’integrazione non ri-
schia di rimanere intrappolata in minimi locali dovuti ai dettagli
ed al rumore.

La ricostruzione è il tema centrale di questa tesi. Per questo motivo
sarà dedicato ampio spazio (§2.4) alle tecniche utilizzate per risolvere il
problema della ricostruzione.

2.1.3. Ottimizzazione e trasformazione

Una volta ottenuto un modello affidabile dell’oggetto acquisito, la sua
rappresentazione (finora descritta in un formato adatto alla procedura
di ricostruzione) può essere trasformato in una formato più adatto alle
applicazioni che ne faranno uso.
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2.1. La digitalizzazione vista ad alto livello

Uno degli scopi principali di questa fase è la traduzione in un for-
mato che consenta di rappresentare la stessa superficie, ma con un in-
gombro (cioè utilizzando un numero di valori numerici) inferiore. La
trasformazione di fatto equivalente ad una compressione lossless.

Succede spesso che un’applicazione abbia delle specifiche tali da non
consentire l’utilizzo di modelli molto dettagliati. L’eliminazione di detta-
gli consente di ottenere modelli computazionalmente più leggeri e meno
ingombranti. Questa trasformazione corrisponde ad una compressione
lossy.

Come verrà descritto nel paragrafo 2.5.1, queste trasformazioni pos-
sono essere agevolate dall’uso di una rappresentazione della superficie
mediante paradigmi gerarchici o multirisoluzione (figura 2.2).

Altre trasformazioni molto utilizzate nelle applicazioni che utilizzano
i modelli tridimensionali sono:

Modifica: Spesso il modello tridimensionale è solo la base di partenza
per un modello particolare. È il caso, per esempio, dei modelli
utilizzati per i videogiochi: un personaggio viene modellato ma-
terialmente, digitalizzato, e poi gli vengono aggiunti accessori o
dettagli. Il formato di rappresentazione della superficie può facili-
tare o ostacolare questa operazione. Per esempio, una rappresen-
tazione tramite una paradigma gerarchico permette all’operatore
di intervenire a più livelli di dettaglio, mantenendo intatti i rima-
nenti (multiresolution editing, [LSS+98]), oppure, come illustrato
in figura 2.3, di modificare la forma generale di parte dell’oggetto
intervenendo solo sul modello a bassa risoluzione.

Animazione: Le animazioni (sia per intrattenimento che per scopi di-
dattici) spesso richiedono che parti del modello vengano modifi-
cate. Per esempio, il modello di un essere umano potrebbe do-
ver flettere le braccia o correre. Una paradigma gerarchico con-
sente di definire il moto a basso livello di risoluzione, ottenendo
automaticamente il movimento consistente del dettaglio.

Morphing : Un effetto speciale molto utilizzato è la trasformazione (ge-
neralmente mediante una transizione smooth) di un modello in un
altro, come illustrato in figura 2.4. Il morphing viene realizzato
definendo una relazione suriettiva tra gli elementi del modello di
partenza e gli elementi del modello finale. Una rappresentazio-
ne mediante una paradigma gerarchico facilita quest’operazione,
perché la relazione suriettiva può essere limitata agli elementi (ge-
neralmente pochi) che compongono gli strati a bassa risoluzione
[LDSS99].
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Figura 2.1.: Registrazione di due curve.

Figura 2.2.: Rappresentazione a diversi livelli di dettaglio dello stesso
oggetto.
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2.1. La digitalizzazione vista ad alto livello

Figura 2.3.: Modellazione multirisoluzione [GSS99].

Figura 2.4.: Morphing [LDSS99].

19



2. Metodi e tecniche per la digitalizzazione

2.2. Rappresentazione di oggetti reali

Definiamo in termini matematicamente più rigorosi le caratteristiche
della superficie di un oggetto. Esse si possono dividere in due classi: le
caratteristiche geometriche (quali la posizione dei punti della superficie o
la direzione delle normali della superficie) e le caratteristiche cromatiche
(ad esempio, colore, trasparenza, riflettenza).

Un modello tridimensionale di un oggetto reale deve quindi essere
descritto tramite un formalismo capace di rappresentare entrambi i tipi
di caratteristiche. In generale, vi sono formalismi in grado di descrivere
la geometria e tecniche per descrivere le caratteristiche legate al colore,
che sono sostanzialmente indipendenti dal formalismo utilizzato per la
geometria.

2.2.1. Rappresentazione della geometria

Una superficie è definibile come un manifold (vedi glossario in §6.2) bidi-
mensionale definito in uno spazio tridimensionale. I paradigmi utilizzati
per la rappresentazione di superfici possono essere ricondotti a due classi
[LSS+98]: funzioni implicite (spesso mesh poligonali) e funzioni esplicite
(per le quali è necessario un dominio di definizione).

Le superfici rappresentate da funzioni implicite sono definite come
l’insieme di punti che soddisfa una condizione del tipo:

f(x, θ) = 0, x ∈ R3

dove θ è un insieme di parametri (eventualmente vuoto) che governa
alcune caratteristiche della funzione.

Una rappresentazione esplicita di una superficie necessita di un do-
minio di riferimento, chiamato spesso spazio parametrico. Una superficie
del genere è quindi una funzione f : U→ R3 del tipo:

x = f(u, θ), u ∈ U, x ∈ R3

dove u sono le coordinate nello spazio parametrico U, mentre θ è l’in-
sieme di parametri che governa le caratteristiche della superficie. Ge-
neralmente si ha che U ⊆ R2. Tuttavia, lo spazio parametrico U può
coincidere con due coordinate delle spazio euclideo. In questo caso si
ottiene una superficie 21

2D, f : R2 → R:

z = f(x, θ), x ∈ R2, z ∈ R

Fra le rappresentazioni esplicite, i paradigmi gerarchici rappresen-
tano un caso di particolare interesse per questa tesi. Essi assumono la
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2.2. Rappresentazione di oggetti reali

seguente forma:

x = a(u0, θ0) +
L∑

i=1

di(ui, θi), x ∈ R3, ∀i ui ∈ Ui

dove a(·, ·) è una funzione che approssima le caratteristiche a larga scala
della superficie, mentre di(·, ·) sono un insieme di funzioni che descrivono
i dettagli a risoluzioni via via crescenti. Le funzioni sono definite, in
generale, su spazi parametrici differenti, {U0, . . . ,UL}, tali che, per ogni
j, 0 ≤ j < L, è definita una funzione suriettiva πj : Uj → Uj+1, e le
coordinate nei differenti spazio parametrici rispettano questa catena di
mappaggi: u1 = π0(u0), u2 = π1(u1), . . . , uL = πL−1(uL−1).

Rappresentazioni implicite

La rappresentazione implicita più utilizzata è la mesh poligonale [FvFH90]
(figura 2.5). In generale una mesh poligonale viene rappresentata attra-
verso un insieme di punti e di poligoni che connettono i punti. Una rap-
presentazione di questo tipo consente di diminuire l’ingombro in quanto
su ogni vertice della mesh, generalmente, incide più di un poligono. Se
l’insieme di punti viene rappresentato mediante un array e include i
vertici dei poligoni che compongono la mesh, l’insieme dei poligoni può
essere rappresentato utilizzando solo la collezione delle tuple di inte-
ri contenenti le posizioni dei vertici nell’array dei punti. Più formal-
mente, una mesh poligonale M può essere formalizzata come la tripla
{V, E, P}, dove V = {vi ∈ R3 | i = 1, . . . , zv} è l’insieme dei vertici,
E = {ei = (vj , vk) | vj , vk ∈ V, i = 1, . . . , ze} è l’insieme dei lati e
P = {pi ∈ 2|E| | i = 1, . . . , zp}, dove zv, ze e zp sono rispettivamen-
te il numero di vertici, di lati e di poligoni che compongono la mesh.
Appare dunque evidente che anziché memorizzare l’insieme dei lati, E,
e l’insieme dei poligoni, P , come gli insiemi dei vertici tridimensionali
da essi toccati, è molto più economico rappresentarli come collezione di
indici (puntatori) che si riferiscono alle posizioni dei vertici nell’insieme
V . Oltre al minore ingombro, questa rappresentazione ha il vantaggio
di esplicitare la condivisione di vertici. Ciò è molto utile per l’efficienza
delle elaborazioni che modificano la forma della superficie modificando la
posizione dei vertici. Una rappresentazione di questo genere può inoltre
essere facilmente estesa. Alcuni formati grafici di questo tipo, infatti,
considerano la possibilità di aggiungere informazioni quali:

• segmenti (per le applicazioni che richiedono l’esplicitazione degli
spigoli)
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• normali (ai vertici e/o ai triangoli)

La rappresentazione come mesh poligonale (in generale triangoli) è
molto utilizzata per la visualizzazione, principalmente a causa del fat-
to che molte schede acceleratrici grafiche ne permettono l’elaborazione
hardware.

I modelli poligonali non possiedono infatti derivate continue. Questo
può talvolta causare una visualizzazione poco realistica. Le superfici bio-
logiche, per esempio, sono generalmente smooth. Opportune procedure
di visualizzazione (ad esempio, lo shading di Gourod) permettono, tutta-
via, di conferire alle superfici poligonali un aspetto parzialmente liscio,
ottenuto interpolando le normali ai vertici. L’osservatore, per effetto
delle variazioni di tonalità del colore, percepisce la sensazione di smoo-
thness della superficie, ma, come illustrato dalla figura 2.6, la geometria
non cambia. Questo fatto è bene visibile lungo il profilo dell’oggetto,
dove l’effetto dello shading non è realizzabile.

Superfici poligonali possono essere utilizzate per approssimare su-
perfici di topologia arbitraria e con grado di smoothness visivamente
accettabili [FvFH90]. Tuttavia, il numero di poligoni necessario allo
scopo può superare le risorse del sistema di visualizzazione. Poiché, co-
me precedentemente accennato, il numero di poligoni necessario varia a
seconda della posizione dell’oggetto rispetto all’osservatore, sono state
studiate delle procedure per adeguare run-time il numero di poligoni del-
la rappresentazione nelle diverse regioni dell’oggetto visualizzato (figura
2.7). Questo tipo di elaborazione è nota come view-dependent rendering
[Hop97]. Data la natura run-time di queste procedure, una rappresenta-
zione efficiente dei modelli tridimensionali utilizzati è un fattore critico.
Una rappresentazione gerarchica offre il vantaggio di poter selezionare
rapidamente il grado di accuratezza necessario in ogni regione, data la
località della rappresentazione.

Le mesh poligonali sono funzioni implicite lineari a tratti. In linea
di massima una rappresentazione implicita è possibile anche per fun-
zioni di grado superiore al primo. Superfici del genere non sono però
facili da elaborare. Per questo motivo si preferisce in generale utilizzare
rappresentazioni esplicite parametriche.

In alcune applicazioni vengono utilizzate le quadriche [FvFH90] per
la vasta gamma di forme rappresentabili.

Rappresentazioni esplicite

Le superfici esplicite consentono di esprimere superfici aventi anche le
derivate (fino ad un certo grado) continue. Nella maggior parte dei casi
si tratta di superfici polinomiali a tratti (Bézier, B-spline e NURBS,

22



2.2. Rappresentazione di oggetti reali

Figura 2.5.: Mesh poligonale [Hop94].

Figura 2.6.: Gouraud shading.

Figura 2.7.: View-dependent rendering [Hop97].
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per citare le più usate). Tra i vantaggi di una rappresentazione tramite
polinomiali c’è anche la capacità di rappresentazione superfici complesse
in modo compatto. Il numero di parametri è infatti minore del numero
di vertici di una corrispondente rappresentazione poligonale.

In linea di massima, comunque, ogni superficie deve essere triango-
larizzata per poter essere visualizzata. La Play Station 2 della Sony
consente il rendering hardware anche di superfici di Bézier [PSX]. Il
modello può quindi essere descritto usando superfici smooth e, a se-
conda delle risorse grafiche disponibili, viene calcolata in real-time la
triangolazione più adeguata (view-dependent rendering).

Altri paradigmi di questo tipo fra i più utilizzati per rappresentare
le superfici sono le Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) [PT97]
e le subdivision surfaces [ZSS96] [Lev99], entrambe basate sull’inter-
polazione polinomiale. La superficie ricostruita da questi paradigmi è
formalizzabile come una combinazione lineare di funzioni base:

x =
∑

i∈I

wibi(u), u ∈ U, x ∈ R3

dove bi : U → R3 sono le funzioni base che caratterizzano il paradigma
utilizzato, wi ∈ R sono i coefficienti della combinazione lineare.

Le NURBS sono molto utilizzate nella modellazione di superfici per
via della relativa facilità con la quale si possono associare i parametri che
ne governano la forma con azioni di modellazione (figura 2.8). Inoltre
è relativamente semplice definire zone di discontinuità delle derivate,
descrivendo cos̀ı curve e superfici di forma generale (free-form surfaces).
Esse rappresentano un’evoluzione delle Bézier e delle curve parametriche
polinomiali (ad esempio B-spline) delle quali sono un superinsieme. A
parità di funzioni base impiegate, sono formalizzate mediante un numero
maggiore di coefficienti, ma consentono di modellare forme più generali.

Le subdivision surfaces, invece definiscono una superficie come limi-
te di una operazione di interpolazione polinomiale2. La qualità della
mesh risultante dipende dalle caratteristiche della mesh iniziale [ZSS96]
[EDD+95] ed è legata alla connettività della suddivisione utilizzata [LDW97].
Le subdivision surfaces hanno una costruzione iterativa multirisoluzione,
come evidenziato in figura 2.9, ma non una struttura gerarchica: è pos-
sibile ricostruire l’oggetto con diversi gradi di smoothness, ma l’informa-
zione è tutta codificata nella mesh iniziale. Un esempio di applicazione
della procedura di suddivisione di una mesh è mostrato in figura 2.10.

2È quindi possibile che le funzioni base non possano essere espresse in forma anali-
tica, ma che sia possibile ottenerne una rappresentazione grafica con accuratezza
arbitraria.
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2.2. Rappresentazione di oggetti reali

Figura 2.8.: Modellazione con una curva NURBS [PT97]. La spezzata
formata dai punti di controllo P0, . . . , P5 fornisce la for-
ma generale della curva. Aumentando un peso la curva di-
venta più aderente al punto di controllo corrispondente (P3

nell’esempio).

Figura 2.9.: Procedura iterativa per ottenere una suddivisione cubica
[SS96].
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Di particolare interesse per il presente lavoro sono i paradigmi ge-
rarchici. Fra di essi tratteremo, le Hierarchical Basis Functions Net-
works (HRBF) [BF98], le Hierarchical B-Spline [FB95], e le wavelet
[Mal89] [Dau92]. Quest’ultime generalizzano anche le subdivision surfa-
ces. Questi paradigmi gerarchici possono essere ricondotti ad una forma
del tipo:

x = a(u) +
∑

j∈J

dj(u), u ∈ U, x ∈ R3

dove a(·) e le dj(·) sono funzioni U → R3 definite come combinazione
lineare di opportune funzioni base. Le proprietà di queste ultime carat-
terizzano il paradigma utilizzato. La funzione a(·) fornisce un’approssi-
mazione della superficie a scala elevata, e le funzioni dj(·) codificano il
dettaglio a scale via via decrescenti. La ricostruzione può essere limitata
ad una scala adeguata alle applicazioni che ne usufruiranno. Bisogna no-
tare che indipendentemente dal livello di dettaglio, lo spazio parametrico
di riferimento è (formalmente) sempre lo stesso.

Data la necessità di rappresentare superfici 3D, non è possibile usare
una forma esplicita in cui la terza coordinata sia funzione delle altre
due. In generale, poi, la topologia degli oggetti reali non è quella del
piano. Per questo motivo, le superfici implicite vengono ricostruite a
tratti. Lo spazio parametrico viene costruito accostando diverse patch.
L’approccio è quindi quello di utilizzare una mesh poligonale (cioè un
formalismo implicito) per definire il dominio di definizione (lo spazio
parametrico) e poi utilizzare una curva parametrica (cioè un formalismo
esplicito) per la rappresentazione dei punti della superficie.

Un oggetto viene quindi rappresentato da un reticolo di patch che
determina la topologia e dall’insieme di coefficienti e parametri che de-
terminano la forma delle funzione esplicita che descrive i punti della su-
perficie dell’oggetto (approccio denominato anche surface on surface).
Per garantire l’assenza di brusche variazioni nella superficie e nelle sue
derivate (seamless surfaces) vengono imposte alcune condizioni di inter-
polazione e di continuità delle derivate al bordo delle patch adiacenti.
Nella figura 2.11 è ben visibile il reticolo di patch.

Rispetto ad una rappresentazione implicita lineare, una rappresen-
tazione esplicita mediante funzioni base con derivate continue ha il van-
taggio di facilitare elaborazioni, come per esempio, l’estrazione di fea-
tures [LM94] o il calcolo delle normali alla superficie. Rispetto ad una
rappresentazione esplicita non gerarchica, i paradigmi gerarchici multi-
risoluzione esibiscono generalmente una maggiore compattezza ed una
maggiore facilità di elaborazione dovuta sia alla decorrelazione effettuata
dalle funzioni base che alla località delle stesse.
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Figura 2.10.: Subdivision surface [ZSS96].

Figura 2.11.: Un reticolo di patch B-spline [EH96].
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Un caso particolare di paradigma gerarchico è rappresentato dalle
superfici dette “normali” [GVSS00] [LMH00]. Un paradigma di questa
classe è caratterizzato da una superficie base che ne determina il ge-
nus (vedi glossario, §6.2) e da un insieme di coefficienti che codificano
l’altezza della superficie rappresentata rispetto alla superficie base. La
definizione, come per le subdivision surfaces, può essere iterativa. Ad
un primo strato di coefficienti possono aggiungersene altri. Il loro si-
gnificato è sempre l’altezza rispetto alla superficie ricostruita allo strato
precedente. A differenza dei paradigmi presentati precedentemente, lo
spazio parametrico viene qui definito di livello in livello, in quanto è
costituito dalla superficie ricostruita al livello precedente. Il vantaggio
più evidente è l’efficienza della rappresentazione: pochi coefficienti per
rappresentare la superficie base utilizzando una mesh poligonale (i cui
vertici necessitano di tre coefficienti ognuno) e poi per ogni nuovo vertice
è sufficiente un solo coefficiente.

La definizione della geometria e della topologia dello spazio para-
metrico non è limitata alle mesh poligonali. Per esempio, in [TM91] e
[DM98] vengono utilizzate superquadriche ed ellissoidi.

2.2.2. Parametrizzazione di una superficie

Data una superficie di equazione F (x, y, z) = 0 nelle variabili x, y e z,
si cerca una parametrizzazione della soluzione dell’equazione in termini
di tre funzioni di due variabili, s e t:

(x, y, z) = (X(s, t), Y (s, t), Z(s, t)), ∀x, y, z ∈ R : F (x, y, z) = 0

La parametrizzazione della superficie serve per poter operare alcu-
ne elaborazioni. Innanzitutto, una superficie parametrizzata può essere
utilizzata come dominio per costruire una superficie esplicita. Inoltre
la parametrizzazione è necessaria per le tecniche di mapping (§2.2.3 e
§2.4.5), ed è utile per elaborazioni quali il morphing (§2.5.4).

2.2.3. Rappresentazione delle caratteristiche cromatiche

Per una riproduzione realistica delle superfici bisogna codificare anche le
informazioni che contribuiscono a formare il colore dell’oggetto. In gene-
rale, bisogna codificare quelli che vengono chiamati appearance attribute.
Il colore è tuttavia, generalmente parlando, il più importante tra di essi
e le tecniche utilizzate per la sua codifica possono essere applicate an-
che per codificare gli altri attributi (bump, trasparency, displacement).
Questo spiega perché semplificare la trattazione al colore non è limitante.
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Modelli colore

Il colore percepito3 da un osservatore dipende da vari fattori, alcuni dei
quali legati alle caratteristiche ottiche dell’oggetto (per esempio, opacità,
rifrazione) ed altri alle condizioni ambientali (per esempio, illuminazio-
ne, caratteristiche ottiche del mezzo trasmissivo). Il colore apparente
dell’oggetto dipende inoltre dalla posizione e dall’orientamento della su-
perficie rispetto alle sorgenti luminose ed al punto di osservazione. Al-
cune caratteristiche dell’oggetto sono legate al materiale di cui esso è
composto e possono essere assegnate in base a tabelle o mediante esa-
mi specifici (fotometrici o colorimetrici). Il colore apparente può essere
acquisito mediante TV camere standard, possibilmente in situazioni di
illuminazione ambientale controllate (cioè, assenza di ombre e riflessi).
In alternativa, le immagini acquisite devono essere manipolate per eli-
minare gli effetti dovuti al tipo di illuminazione [PARD+98] [DTM96]
[SI96]. Le caratteristiche ottiche vengono generalmente rappresentate
mediante coefficienti numerici che rappresentano la risposta del mate-
riale di cui l’oggetto è composto alle diverse componenti di illuminazio-
ne. La riproduzione è legata al tipo di algoritmo utilizzato per la sintesi
dell’immagine. Per le caratteristiche di riflessione è largamente usato
l’algoritmo di shading di Gourod.

Il colore percepito è generato da uno spettro di onde elettromagneti-
che nella banda di frequenza della luce visibile [FvFH90, §13.2]. In linea
di massima, la sua rappresentazione richiederebbe quindi una quantità
di informazione infinita. Poiché differenti composizioni spettrali posso-
no dare la stessa sensazione percettiva, “colori” diversi possono essere
rappresentati (per gli scopi della computer graphics) tramite alcune ca-
ratteristiche. La descrizione del colore può quindi avvenire in modo
percettivamente univoco attraverso un numero limitato di basi. Que-
sta modalità è supportata dal fatto che il nostro sistema visivo possiede
tre tipi di recettori di colore (coni), ognuno dei quali sensibile ad un
differente spettro luminoso. Gli spettri sono grosso modo centrati in
corrispondenza delle lunghezze d’onda del blu, del verde e del rosso.
Ciò equivale all’incirca ad affermare che ogni colore può essere espresso
mediante una somma pesata con coefficienti positivi di rosso, verde e
blu (detti perciò colori primari). Questa ipotesi è confermata, per la
maggior parte dei colori. Permettendo ai coefficienti moltiplicativi di

3Sia ammessa qualche semplificazione. In realtà, infatti, il colore percepito dipende
anche da altri fattori, per esempio il colore degli oggetti vicini. Tali effetti possono
essere ignorati ai fini di questa tesi.
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assumere valori negativi4 si può coprire tutto lo spettro visibile.
Per ovviare alla necessità di pesi negativi per la definizione dei co-

lori, sono stati definiti nel 1931 dalla Commission Internationale de
l’Éclairage (CIE) tre primari standard, chiamati X, Y e Z. Per rispon-
dere alle esigenze di uniformità percettiva5, nel 1976 è stato definito lo
spazio colore uniforme CIE LUV. Tale spazio ha le stesse potenzialità
del CIE XYZ, ma facilita le elaborazioni più comuni.

Per la grafica viene utilizzato un modello colore (RGB) che in ge-
nerale non è in grado di coprire tutti i colori percepibili, ma che ha
una diretta relazione con l’hardware più diffusamente utilizzato per la
visualizzazione: il monitor CRT. In tale periferica, il colore viene for-
mato eccitando fosfori di tre tipi, rosso, verde e blu. Il colore percepito
è formato per addizione. Un colore può quindi essere rappresentato per
mezzo di tre coefficienti (r, g, e b) che identificano la percentuale di lumi-
nosità del primario corrispondente. Una rappresentazione del genere non
è adatta alle stampanti, le quali formano il colore in modalità sottrattiva
ed utilizzano il modello CMY (ciano, magenta e giallo). Lo spazio CMY
non coincide con lo spazio RBG. Particolare attenzione deve quindi es-
sere posta per le elaborazioni che presuppongono una doppia modalità
di output. Dispositivi di stampa più raffinati utilizzano un modello qua-
dricromatico (il modello CMY con l’aggiunta del nero) o esacromatico
(CMY, nero e due tonalità chiare di ciano e magenta).

Intuitivamente un colore può essere descritto in termini di lunghezza
d’onda dominante (hue), di purezza (saturation) e di intensità (value
o brightness). Esistono modelli colore basati su queste caratteristiche
(HSV, HLS e HVC). Essi non descrivono uno spazio colore diverso dal-
l’RBG, ma danno una codifica che rispecchia maggiormente le carat-
teristiche percettive del colore e che quindi può essere utile per talune
elaborazioni.

Le regole per trasformare un colore espresso in uno spazio colore nelle
coordinate di un’altro spazio colore vanno oltre gli interessi di questo
lavoro. Una panoramica su questi temi può essere trovata in [FvFH90,
§13] o [GW92].

Rappresentazione del colore nei modelli tridimensionali

Due sono le tecniche utilizzate per assegnare il colore alla superficie:

4Ciò corrisponde ad aggiungere al colore da replicare il primario con coefficiente
negativo, e riprodurre il colore cos̀ı ottenuto utilizzando gli altri due primari.

5In uno spazio colore percettivamente uniforme, variando due colori della stessa
quantità, le variazioni devono essere percepite come uguali. Ciò non accade in
generale nello spazio CIE XYZ.

30



2.2. Rappresentazione di oggetti reali

• per vertex color;

• texture mapping.

La prima tecnica assegna ad ogni vertice della superficie un dato colo-
re [LPC+00] [Rig00]. La seconda tecnica consiste nell’individuare una
funzione iniettiva (texture map) fra lo spazio dei punti della superficie e
lo spazio dei pixel di un’immagine. Questa tecnica (il mapping) ha una
applicazione più generale: con essa si possono modificare le caratteri-
stiche della superficie in modo economico (ad esempio, bump-mapping,
transparency-mapping, displacement-mapping). Il bump-mapping per-
turba le normali della superficie, ma senza modificarne la geometria. Il
displacement mapping, invece, ne modifica la geometria. Sebbene in
teoria il displacement possa essere in ogni direzione (cioè, map tridi-
mensionale), in generale viene usato solo nella direzione delle normali
(depth-map) [LMH00].

È interessante notare che le rappresentazioni per vertex corrispondo-
no ad una funzione espressa in forma implicita, mentre quelle legate al
mapping corrispondono ad una funzione esplicita delle caratteristiche.
L’applicazione di una tecnica del secondo tipo è subordinata alla possibi-
lità di definire una parametrizzazione della superficie da utilizzare come
dominio di definizione della funzione di mappatura (vedi [LSS+98]).

Una rappresentazione per vertex è utile per rappresentare il colore di
sfondo dell’oggetto o di parte piuttosto estese di esso. Alcune superfici
hanno dettagli che per essere rappresentati richiederebbero un elevato
numero di poligoni (si pensi, per esempio, ad una lastra di marmo con
venature metalliche). Una modellazione esplicita per mezzo di poligoni
è spesso impraticabile. Il texture mapping è utile per codificare questo
tipo di informazione. L’utilizzo del texture mapping richiede tuttavia
una maggiore potenza di calcolo. Recentemente sono state introdotte
schede grafiche a livello consumer che supportano il texture mapping
hardware. Tuttavia, per sistemi che non dispongono di tali componenti
la rappresentazione per vertex (anche a costo di un maggior numero di
poligoni) è una soluzione più efficiente [RL00].

Il texture mapping è in generale effettuato utilizzando un’immagine.
Se il colore del modello tridimensionale non è acquisito, ma è modella-
to, in alcune situazioni il texture mapping da un’immagine può essere
poco realistico. È il caso degli oggetti scolpiti (per esempio in legno
o in pietra). L’applicazione di un’immagine sulla loro superficie forni-
sce la sensazione di un oggetto dipinto. Ciò è causato dal fatto che il
colore di un punto della superficie di un oggetto del genere è dipenden-
te dalla posizione 3D del punto stesso in relazione con i punti vicini.
In questi casi è meglio definire una texture procedurale o volumetrica
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Figura 2.12.: Per vertex color (a sinistra) e texture mapping (a destra)
[TH].
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[EMP+94]. Il meccanismo di mappatura del colore in questo caso è si-
mile al caso dell’immagine, ma il colore viene calcolato in funzione della
posizione nello spazio tridimensionale invece che nella posizione in uno
spazio parametrico bidimensionale.

Le operazioni di ottimizzazione riguardano anche le caratteristiche
cromatiche. Per esempio, in [Hop96] il colore (ed in generale gli ap-
pearance attribute) viene considerato nella procedura di compressione
lossy. In questo ambito, una rappresentazione mediante un modello
percettivamente uniforme è importante. Lo scopo è infatti l’elimina-
zione dei dettagli meno (percettivamente) significativi: la codifica delle
caratteristiche deve rispecchiare gli effetti percettivi.

2.3. Acquisizione

Un sistema di acquisizione è composto da un insieme di dispositivi e
di procedure in grado di catturare e codificare la forma e l’apparenza
di un oggetto. Generalmente, il sistema di acquisizione campiona le
caratteristiche della superficie dell’oggetto acquisito. Le informazioni
collezionate durante il campionamento vengono poi utilizzate nella fase
di ricostruzione per ottenere un modello dell’oggetto. I vari sistemi di
acquisizione possono essere classificati in base alle loro prestazioni di:

Accuratezza L’accuratezza è la capacità del sistema di quantificare le
caratteristiche geometriche ed il colore dell’oggetto con fedeltà.
Diverse tecniche possono essere utilizzate per quantificare l’accu-
ratezza. Esse si possono classificare in misure dirette (per esem-
pio, i punti di un reticolo di passo conosciuto) e indirette (distanza
media dei punti campionati su di un piano dal piano ottimale).

Risoluzione La risoluzione misura la densità di dettagli che il sistema
riesce a riprodurre, o, analogamente, la distanza minima (in una
metrica opportuna) che due caratteristiche devono assumere per
essere distinte.

Rapidità La rapidità di un sistema di acquisizione viene valutata come il
tempo impiegato per la misura di una caratteristica (per esempio,
il modulo di acquisizione di Autoscan (descritto più approfondita-
mente in 5) può arrivare a 100 punti/secondo). È, ovviamente, da
rapportare al tipo di caratteristiche acquisite: una linea contiene
più informazione di un punto.

Flessibilità La flessibilità di un sistema esprime la capacità del sistema
stesso ad acquisire una vasta gamma di forme e di dimensioni.
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Questa caratteristica è legata alla libertà lasciata all’utente nella
disposizione dei sensori ed all’intervallo di dimensioni che il campo
di acquisizione può assumere.

Invasività L’invasività esprime gli effetti che l’operazione di acquisizione
può causare delle modifiche (più o meno irreversibili) all’oggetto
misurato ed alla sua interferenza con la misura stessa. È chiara-
mente legata alla natura dell’oggetto da acquisire. In altri termi-
ni, l’invasività del sistema limita la gamma di oggetti che possono
essere digitalizzati.

Robustezza La robustezza di un sistema descrive la sensibilità del si-
stema all’influenza delle condizioni ambientali.

Maneggevolezza La maneggevolezza di un sistema esprime le nozioni
tecniche necessarie per il suo corretto utilizzo.

Costo Sistemi consumer necessitano di soluzioni a basso costo. Molti
sistemi preferiscono appesantire la parte software per compensare
l’utilizzo di hardware a basso costo.

Alcune di queste caratteristiche possono essere misurate, altre sono
solo qualitative. Alcune dipendono direttamente da alcune componenti
del sistema. Per esempio, l’invasività dipende fortemente dal principio
fisico sfruttato per la misura.

Alcune caratteristiche possono essere in contrasto tra loro. Per esem-
pio, la facilità di uso del sistema mal si accorda alla flessibilità o alla
accuratezza. Queste due ultime qualità, infatti richiedono generalmente
una maggiore complessità del sistema.

2.3.1. Dispositivi di acquisizione

Per la misura della geometria di un oggetto sono diversi i principi fisici
sfruttabili. Gli scanner presenti in letteratura possono essere divisi nelle
seguenti categorie:

Ultrasuoni : Gli scanner ad ultrasuoni sono basati sull’emissione di
un’onda e sull’analisi delle caratteristiche dell’onda riflessa. Gli
ultrasuoni possono attraversare alcuni materiali, in particolare i
tessuti biologici. Il principio di funzionamento si basa sulla pro-
prietà che hanno gli ultrasuoni di essere riflessi dalla superficie di
confine fra due mezzi a impedenza acustica molto diversa, tipi-
camente un solido, o un liquido, e un gas. In queste condizioni si
può misurare il tempo che impiega un impulso ultrasonoro, emesso
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da una piccola sonda trasmittente-ricevente, per attraversare un
certo spessore di materiale, essere riflesso dalla superficie opposta,
o da un difetto, e tornare al punto di partenza; se la velocità di
propagazione è nota, è possibile calcolare lo spazio percorso.

La velocità dipende dalla natura del materiale che l’onda deve at-
traversare. Una misura accurata richiede quindi la conoscenza del-
la composizione dell’oggetto che si vuole analizzare. Lo strumento
va infatti tarato con campioni di spessore noto e di composizione
simile al materiale in esame.

Per questo motivo e per la loro bassa invasività, gli scanner ad
ultrasuoni vengono utilizzati per indagini (qualitative) di oggetti
complessi (ad esempio, ecografia) o per analisi accurate di oggetti
di composizione nota (per esempio, individuazione di imperfezioni
in oggetti metallici).

Meccanici Gli scanner meccanici (di cui un esempio, Faro [FAR], è ri-
portato in figura 2.16) richiedono il contatto con l’oggetto della
misura. In [TOdSg+99] viene riportato che dispositivi di contatto
per la misura delle coordinate possono avere una precisione di 3
µm localmente e di 14 µm sul campo di acquisizione. A fronte di
una elevata precisione, tuttavia, deve essere considerata una certa
delicatezza del dispositivo e una bassa velocità di acquisizione. Il
loro impiego è quindi limitato alle applicazioni per le quali sia ri-
chiesta una precisione elevata per un insieme ristretto di misure.
I dispositivi basati su altri principi, per esempio, hanno una pre-
cisione inferiore alle capacità di alcune macchine utensili, e quindi
non possono essere utilizzati per controllare la qualità dei pezzi
lavorati.

I dispositivi di misura degli scanner meccanici possono essere uti-
lizzati per facilitare la calibrazione di sistemi basati su altri prin-
cipi. Per esempio, per la misura della posizione delle videocamere
di un sistema ottico. In tal modo, è possibile registrare differenti
acquisizioni rispetto ad un unico sistema di riferimento.

Ottici Gli scanner ottici si dividono in due categorie principali: passivi
e attivi. Entrambi sono basati sulla analisi delle caratteristiche
di una o più immagini digitali ritraenti la superficie da ricostruire.
Gli scanner attivi sono dotati di un dispositivo di illuminazione per
proiettare sulla scena un pattern luminoso conosciuto (per esem-
pio, Digibotics [DIGb], riportato in figura 2.15). I pattern general-
mente usati sono: punto, linea, multi-punto, multi-linea e griglia.
Il sistema di acquisizione elabora l’immagine e stima la posizione
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dei punti appartenenti al pattern luminoso. Tipicamente, il pat-
tern viene fatto scorrere sulla superficie, in modo da acquisire più
punti possibile. La scansione può essere automatica o manuale.
Il primo tipo di scansione assicura una copertura uniforme della
superficie, mentre la scansione manuale permette di acquisire solo
nelle regioni di interesse. Gli scanner passivi sono meno invasivi
in quanto fanno uso solo della luce ambientale.

Gli scanner passivi sono generalmente basati sul calcolo della di-
sparità di due o più immagini prese da diversi punti di vista. Sulle
diverse immagini vengono identificati i punti omologhi. Poiché il
matching a livello di pixel richiederebbe un pesante sforzo compu-
tazionale, molti algoritmi di matching sono basati sull’estrazione
di primitive ad un livello di astrazione più elevato (come spigoli e
vertici) [VZ98]. L’accuratezza della ricostruzione è quindi legata
sia al tipo di caratteristiche che vengono usate per abbinare i punti,
sia alla robustezza della procedura di estrazione di tali caratteri-
stiche. Questa operazione è resa difficile dalla presenza di ombre
e texture degli oggetti, ma è tuttavia meno sensibile al rumore di
quanto lo siano le procedure di matching basate su regioni di pixel
[CM92b]. Tipicamente vengono estratti gli spigoli e i vertici.

I dispositivi attualmente disponibili in commercio sono principal-
mente di tipo attivo [War00]. Essi consentono una maggiore preci-
sione della misura [PTR+98]. Le caratteristiche di riflessione della
superficie possono rendere difficoltosa l’operazione di acquisizione.
Questo problema è più sentito negli scanner passivi, ma superfici
particolarmente riflettenti (o particolarmente “assorbenti”) posso-
no creare problemi anche agli scanner attivi. Tale fenomeno viene
chiamato scattering è causato dal materiale di cui è composto il
soggetto dell’acquisizione (figura 2.14). Ciò può causare un errore
sistematico nella misura [LPC+00].

Radar Il Radar Laser funziona analogamente ad un radar a microonde,
rilevando la distanza di un oggetto misurando il tempo necessario
per un segnale per essere riflesso dall’oggetto stesso. La misura
del tempo è effettuata in due modi: misura diretta del tempo di
riflessione e misura indiretta per esempio tramite spostamento di
fase.

Nella misura diretta del tempo di riflessione (time of flight —
TOF), data la velocità estremamente elevata dell’impulso lumino-
so, il componente critico del sistema è quello dedicato alla misura
del tempo: un errore di 1 ps comporta un errore di 1 cm nella sti-
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Figura 2.13.: Texture procedurale

Figura 2.14.: Il fenomeno dello scattering provoca un errore sistematico
nella misura [LPC+00].
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ma della distanza. Tuttavia per oggetti di grandi dimensioni (e a
grandi distanze), questo può essere un errore accettabile. Inoltre,
problemi di rumore nel dispositivo ricevente possono causare erro-
ri di misura consistenti. In questo caso, misure multiple possono
migliorare l’accuratezza della misura.

La misura del tempo per spostamento di fase (phase shift) è basata
sulla differenza di fase tra l’onda trasmessa e l’onda ricevuta.

Interferometria L’interferometria è una tecnica di misura basata sullo
studio delle figure di interferenza create dalla sovrapposizione di
due semifasci di luce provenienti dalla stessa sorgente. I due se-
mifasci, originariamente in fase tra di loro, seguendo due percorsi
differenti si vengono a trovare sfasati. La loro sovrapposizione pro-
voca un rafforzamento o un’attenuazione dell’intensità della luce
in alcune regioni. Conoscendo la lunghezza di uno dei due per-
corsi, e la figura di interferenza cos̀ı composta, si può ricavare la
lunghezza dell’altro percorso.

Nella moderna ingegneria, soprattutto meccanica, è necessario la-
vorare pezzi di grosse dimensioni con precisioni elevate; per esem-
pio i componenti di un aereo hanno dimensioni superiori al metro
e vengono lavorati con precisioni dell’ordine dei 10 µm. Accura-
tezze di questo tipo possono essere raggiunte effettuando le misure
con metodi di interferometria laser, in virtù della coerenza della
radiazione, raggiungendo precisioni dell’ordine di λ/2, dove λ è la
lunghezza d’onda del raggio luminoso.

Scanner volumetrici Dati tridimensionali possono essere ottenuti anche
utilizzando strumenti di tipo diverso da quelli finora descritti, per
esempio un tomografo. In generale, però, si tratta di strumenti de-
dicati ad uno scopo ben preciso, e quindi con una scarsa flessibilità
d’uso. Inoltre, richiedono per il loro utilizzo operatori specializzati.
I dati acquisiti non sono relativi ad una singola superficie, ma sono
volumetrici. Lo spazio acquisito è cioè uniformemente campionato
nelle tre dimensioni. Il valore contenuto in ciascun campione non
è la posizione tridimensionale (la quale è ricavabile dalla posizione
del singolo campione nell’insieme di acquisizione), ma è una de-
scrizione del materiale contenuto nel volume corrispondente. La
superficie è ricavabile come frontiera tra regioni di diverso materia-
le. La ricostruzione deve quindi essere preceduta da un’operazione
di segmentazione dell’insieme acquisito.
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2.3.2. Tecniche di misura

Modalità di triangolazione

La tecnica più utilizzata per ottenere una misura di distanza è quel-
la detta triangolazione. Essa si basa essenzialmente sulla proprietà dei
triangoli di essere completamente specificati, cioè di avere definite le
lunghezze dei tre lati e le ampiezze dei tre angoli che li compongono,
dati tre di questi elementi. Sebbene nei casi reali la formalizzazione sia
più complessa (per esempio, rette che possono essere sghembe, distor-
sioni dovute alle lenti dei dispositivi ottici, errori di quantizzazione), la
spiegazione limitata al caso bidimensionale è più chiara ed essenziale.

I sistemi di acquisizione sono quindi progettati in modo formare un
triangolo tra i dispositivi del sistema (sensori e puntatore, per esempio)
ed il punto di cui misurare la posizione. Di questo triangolo almeno tre
elementi (fra angoli e lati) devono essere conosciuti.

Una casistica estesa delle soluzioni proposte in questo ambito presen-
ti in letteratura e sul mercato va oltre gli scopi di questa tesi. Verranno
quindi analizzati solo tre approcci, a fini esemplificativi.

Digibotics [DIGb] produce tre modelli di scanner a differenti dimen-
sioni. Essi hanno un laser e due sensori vincolati ad un piano. Inoltre,
come illustrato in figura 2.15, i due sensori sono orientati in una direzione
fissa di trenta gradi rispetto al laser. L’oggetto da acquisire viene posto
di fronte al laser, il quale proietta un punto sull’oggetto stesso. I due
sensori scorrono quindi su una guida orizzontale fino a trovare la mac-
chia luminosa proiettata dal laser. Il triangolo per la misura ha quindi
per vertici la posizione del laser, la posizione del sensore e la posizione
della macchia luminosa, cioè del punto della superficie. Conoscendo la
posizione del sensore rispetto al laser, l’orientamento del sensore (fisso)
e la direzione del laser (fissa, perpendicolare al piano di scorrimento) è
possibile calcolare la distanza laser-punto. Inoltre, gli scanner Digibotics
sono composti da una piattaforma rotante e da guide laterali di scorri-
mento del blocco laser-sensori che permettono una maggiore flessibilità
di acquisizione.

Il dispositivo di acquisizione di Autoscan [BFB+98] [BF00] è costi-
tuito da una coppia di TV-camere, da un comune puntatore laser da
conferenza. Il sistema è estremamente flessibile perché le TV-camere
possono essere posizionate ed orientate con la massima libertà ed il pun-
tatore laser può essere, ovviamente, manovrato senza vincoli. In questo
caso, la posizione e la direzione del laser non possono quindi essere co-
nosciute. Ciò che è conosciuto è la posizione e la direzione dei sensori,
le quali vengono rilevate durante la fase di calibrazione del sistema. In
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Autoscan, quindi la triangolazione viene basata sulla conoscenza della
lunghezza di un lato (la distanza tra i sensori) ed i due angoli ad esso
adiacenti (le direzioni lungo le quali il punto luminoso viene visto dalle
TV-camere). Il sistema Autoscan rappresenta un esempio di applica-
zione della metodologia studiata in questa tesi. Esso sarà trattato più
approfonditamente nel capitolo 5.

Il principio della triangolazione viene applicato iterativamente in Fa-
ro [FAR]. Faro è uno scanner meccanico costituito da un braccio a tre
snodi (figura 2.16). Il braccio snodabile forma una successione di trian-
goli, dei quali la lunghezza di un lato (un segmento del braccio) è cono-
sciuto (poiché è fisso) e gli angoli ad esso adiacenti vengono misurati dai
dispositivi collegati agli snodi.

Acquisizione del colore

Se le tecniche per misurare la geometria di un oggetto sono varie, la
misura delle caratteristiche cromatiche della superficie può avvenire solo
per mezzo di una videocamera a colori.

Poiché il colore apparente di un oggetto dipende da vari fattori, le
differenze maggiori tra le tecniche di acquisizione del colore differiscono
tra loro per i metodi impiegati per epurare le misure dalle componenti
causate dalle condizioni in cui la specifica misura è stata operata.

Per il Progetto Michelangelo [LPC+00] viene utilizzata una tecnica
di scansione che acquisisce per ogni punto sia la geometria che il colore.
Ogni acquisizione relativa al colore è composta di due immagini: una
con la sola luce ambientale e una anche con la luce artificiale. Per
determinare il colore reale della superficie viene utilizzata l’immagine
data dalla differenza delle due immagini. In questo modo, le condizioni
di illuminazione sono conosciute (solo illuminazione artificiale).

In [RB99] viene utilizzato un dispositivo dotato di cinque fonti di illu-
minazione. Ogni acquisizione, è quindi composta dalle cinque immagini
rappresentati l’oggetto illuminato da una delle cinque luci. Per la stima
del colore è necessario anche un modello (sia pure a bassa risoluzione)
della superficie.

2.4. Ricostruzione

Nella fase di ricostruzione vien cercata la superficie che meglio appros-
sima la collezione di dati fornita dalla fase di acquisizione. Due sono
i fattori principali che condizionano questo problema: la conoscenza a
priori sull’oggetto acquisito e il tipo di informazioni disponibili dalla
acquisizione.
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Figura 2.15.: Un modello di scanner Digibotics (sinistra )e la tecnica
utilizzata per la misura (destra) [DIGb].

Figura 2.16.: Lo scanner Faro [FAR].
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Per risolvere il problema è necessario un paradigma di rappresenta-
zione della superficie. Esso può essere usato per codificare la conoscenza
a priori sul problema. Maggiore è la conoscenza a priori sull’oggetto ac-
quisito di cui si dispone, più dettagliato, e per questo meno flessibile, è
possibile scegliere il formalismo di rappresentazione. Se, per esempio, si
è interessati all’acquisizione di oggetti derivanti da una classe ben preci-
sa, è possibile esprimere una forma parametrica per la rappresentazione
della classe ed eseguire la ricostruzione come ricerca dei valori dei para-
metri che meglio fanno adattare la forma ai dati disponibili. Tecniche
di ottimizzazione ad hoc possono essere studiate per questi casi.

Se, d’altra parte, la conoscenza a priori è limitata, il paradigma di
ricostruzione dovrà avere molti parametri per essere in grado di assumere
molte forme e la tecnica di ricostruzione dovrà essere più complessa.

Il problema della ricostruzione può essere riformulato, quindi, come
un problema di ottimizzazione. In generale, un approccio model based è
più robusto [DTM96]. Tuttavia, in questa tesi l’interesse è rivolto alla
metodologia e quindi si privilegerà la trattazione del caso più generale
dove la conoscenza a priori è più limitata.

Un analogo discorso può essere fatto per i dati. Sebbene vi siano
sistemi in grado di acquisire linee, spigoli o altre caratteristiche ad un
livello di astrazione più elevato e dal maggiore contenuto informativo,
la ricostruzione da punti è un problema più generale. Ciò giustifica
l’attenzione che verrà prestata al problema della ricostruzione a partire
da punti affetti da rumore.

Vale la pena di notare, però, che alcune informazioni ricavabili da
alcuni dispositivi di acquisizione possono essere sfruttate per la rico-
struzione. Per esempio, la direzione della normale alla superficie o la
direzione nella quale il sensore era rivolto durante l’effettuazione della
misura.

I problemi ai quali la fase di ricostruzione deve far fronte sono legati
all’incertezza presente sui dati (rumore, dati mancanti o ambigui) e la
mancanza di informazioni sulla topologia della superficie.

2.4.1. Ricostruzione da punti

La ricostruzione di una superficie a partire da una nuvola di punti tridi-
mensionali comporta implicitamente la definizione della topologia della
superficie stessa.

Per capire l’importanza della differenza tra geometria e topologia di
un insieme di dati, si consideri come esempio l’acquisizione della super-
ficie di una mano. Punti collocati sulle punte di due dita della stessa
mano potranno risultare geometricamente vicini, ma sono topologica-
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mente distanti. La distanza tra i due punti misurata come lunghezza
del segmento di linea più corto aventi come estremi i punti stessi (cioè,
distanza euclidea) sarà molto diversa dalla distanza misurata limitando
l’insieme dei segmenti a quelli appartenenti alla superficie (cioè, distanza
topologica). Le caratteristiche legate alla topologia non cambiano se la
superficie viene sottoposta ad alcune trasformazioni.

La distanza topologica tende a coincidere con la distanza geometrica
quanto più la regione di superficie contenente i due punti è approssi-
mabile con un piano. Via via che ci si avvicina al palmo, i punti ap-
partenenti alle due dita tendono ad avvicinarsi sia topologicamente che
geometricamente. A causa del rumore, alla base delle dita i punti po-
trebbero confondersi. La conoscenza della topologia rende più semplice
la ricostruzione. Per questo motivo, la conoscenza a priori sugli oggetti
da ricostruire è una preziosa risorsa, qualora si possibile codificarla e
includerla nella fase di ricostruzione.

Tuttavia, se le informazioni sulle quali la ricostruzione si basa so-
no limitate alla posizione dei punti acquisiti, la topologia deve essere
stimata. Poiché la distanza geometrica e tra i punti dati è l’unica infor-
mazione a disposizione, l’ipotesi utilizzata è che punti geometricamente
vicini lo siano anche topologicamente. Il metodo più usato per sopperire
alla mancanza di informazioni sulla topologia consiste nel costruire un
modello poligonale che rappresenti i dati a bassa risoluzione e utilizzarlo
come riferimento topologico. Si cerca quindi di ottenere una approssima-
zione localmente planare per approssimare la topologia della superficie
dell’oggetto. A partire da tale modello, si ricostruisce poi la superficie
in dettaglio.

Verranno ora passate in rassegna le tecniche più utilizzate per la
ricostruzione di superfici a partire da punti campionati. La scelta di
non considerare altre informazioni (quali, ad esempio, la direzione dalla
quale l’acquisizione è effettuata) è motivata dalla volontà di valutare le
caratteristiche delle varie tecniche indipendentemente dal dispositivo di
acquisizione utilizzato per collezionare i punti.

Il problema della ricostruzione di una superficie a partire da punti
campionati su di essa è stato di grande interesse nel recente passato e lo
è tutt’ora. Le tecniche per risolverlo possono suddividersi in due grandi
categorie:

• tecniche volumetriche, che trattano i dati senza avere alcuna infor-
mazione riguardo alla topologia e che quindi cercano di individuare
il volume occupato dall’oggetto;

• approssimazione di funzione, che cercano di individuare la superfi-
cie come funzione (espressa in forma implicita o esplicita) definita
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su un dominio dato.

È possibile utilizzare una combinazione di tecniche derivanti dalle
due categorie per individuare prima un dominio avente le stesse carat-
teristiche topologiche della superficie dell’oggetto acquisito e utilizzare
quindi tale dominio per costruire una approssimazione della superficie.
Questo è un approccio frequentemente seguito nei lavori in letteratura.

Un’altra differenza importante tra i procedimenti di ricostruzione
sono le caratteristiche della soluzione che si ottiene: interpolazione o ap-
prossimazione dei punti dati. Poiché, generalmente, i punti dati sono il
risultato di una misura, una interpolazione non costituisce una ricostru-
zione fedele della superficie dell’oggetto. Tuttavia, una interpolazione
può essere utilizzata come una prima approssimazione della superficie
da sottoporre ad un successivo raffinamento.

Una classificazione più dettagliata può essere trovata in [MM98b].
Vi sono alcune definizioni e metodi che appartengono al vocabolario

comunemente utilizzato nel settore della ricostruzione di superfici da
punti: convex hull, triangolazione di Delaunay, diagramma di Voronoi,
α-shapes, octree, marching cubes. Ad esse si farà riferimento nel seguito,
ma, per non appesantire la trattazione, le loro definizioni sono state
messe nel glossario (6.2).

Metodi volumetrici

Tipicamente, per ottenere la topologia dell’oggetto vengono utilizzati
metodi volumetrici. Gli algoritmi di questa classe sono composti dai
seguenti passi [MM98b]:

1. Scomposizione dello spazio occupato dai punti in celle.

2. Ricerca delle celle attraversate dalla superficie.

3. Calcolo della superficie a partire dalle celle selezionate.

In [AS96] il bounding box dei punti viene suddiviso in una griglia
regolare di voxel. Una prima approssimazione della superficie viene ot-
tenuta dalle facce esterne delle celle occupate da almeno un punto, le
quali vengono poi suddivise diagonalmente per ottenere una mesh trian-
golare. Ogni vertice di tale mesh viene riposizionato tramite un’opera-
zione di filtraggio. La posizione viene calcolata come media pesata della
posizione originale e della posizione dei suoi vertici adiacenti.

In [HDD+92] viene utilizzato il concetto di funzione distanza con se-
gno per approssimare la topologia della superficie. La funzione distanza
con segno dalla superficie assume un segno positivo nei punti esterni alla
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superficie e negativo all’interno della stessa. L’isosuperficie di distanza
nulla è chiaramente la superficie da ricostruire. Nel lavoro citato, lo
spazio occupato dai punti viene suddiviso in modo regolare ed ad ogni
vertice viene assegnato il valore della distanza con segno dalla superficie.
Vengono poi selezionati i soli cubi aventi vertici con segni discordi. Ciò
equivale a scegliere i cubi attraversati dalla superficie. Infine, l’algoritmo
marching cubes viene utilizzato per raffinare la superficie. Un approccio
simile è stato utilizzato in [RW97]. La differenza principale è racchiusa
nel metodo utilizzato per la stima della distanza con segno, il quale è
un elemento critico del procedimento. La funzione distanza con segno,
infatti, non è conosciuta a priori, altrimenti si conoscerebbe anche la
superficie. Essa deve essere stimata a partire dai dati.

Nei metodi volumetrici con griglia regolare, la dimensione delle celle
è una scelta critica. Alternativamente, la griglia può essere costruita
adattivamente. In [BBX95] vengono utilizzate celle di forma tetragona-
le. All’inizio, vi è un’unica cella che include tutti i punti, la quale viene
suddivisa in quattro aggiungendo all’insieme dei vertici il suo baricentro.
Viene quindi calcolata la distanza con segno di tutti i vertici. I tetraedri
con vertici di segno concorde vengono scartati. Per ognuno dei tetrae-
dri rimasti vien calcolata una approssimazione della superficie che lo
attraversa (una polinomiale di Bernstein-Bézier). Se l’errore di appros-
simazione di tale superficie rispetto ai punti contenuti nel tetraedro è
maggiore di una soglia prefissata, la cella viene suddivisa e la procedura
viene iterata. Per evitare la formazione di tetraedri troppo allungati, ad
ogni suddivisione viene ricalcolata la tetraedrizzazione secondo la con-
dizione di Delaunay. In [PYL00] l’insieme di punti viene partizionato
mediante una algoritmo di clustering (k-means). Ciascun cluster viene
rappresentato mediante una approssimazione poligonale ed il modello
risultante viene utilizzato come prima approssimazione della superficie
da ricostruire. Per evitare di porre nello stesso cluster punti provenienti
da facce opposte di oggetti sottili, nel clustering vengono utilizzate le
normali ai punti. Esse sono dedotte dalle fasi di acquisizione.

Alcuni metodi lavorano per eliminazione di elementi. Tale proce-
dimento viene anche chiamato sculpturing o carving. In [EM94] viene
proposto un algoritmo di ricostruzione basato sugli α-shape. Inizial-
mente viene ricostruita la triangolazione di Delaunay e successivamente
vengono eliminati gli elementi che non sono circoscrivibili da una sfera di
raggio α: gli elementi rimasti costituiscono quindi l’α-shape dell’insieme
di punti dati. Per determinare le facce che effettivamente compongo-
no la superficie viene adottato il seguente criterio. Per ogni triangolo
dell’α-shape vengono costruite le due sfere di raggio α che passano per
i suoi vertici: il triangolo appartiene alla superficie se almeno una del-
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le due sfere non contiene alcun punto dell’insieme dato. A fronte della
semplicità di utilizzo di un algoritmo del genere — un unico parame-
tro globale di semplice interpretazione, il raggio α — va notato che la
possibile variabilità della densità di campionamento può causare, se α
è troppo elevato, una ricostruzione troppo smooth con errori nella rico-
struzione della topologia o, se α è troppo piccolo, una ricostruzione con
buchi non presenti nella superficie reale.

L’estrazione di superficie da α-shape è trattato anche da [GMW97].
In questo lavoro vengono affrontati i problemi della decisione della dire-
zione della normale delle facce singole — triangoli che non appartengono
ad alcun tetraedro — e del rilevamento automatico del bordo della su-
perficie — rendendo cos̀ı possibile la ricostruzione di superfici aperte. La
procedura studiata è basata sulla costruzione di un grafo di adiacenza
delle facce, dove ogni arco è pesato in modo proporzionale all’angolo for-
mato dalle normali delle facce corrispondenti. Lo spanning tree minimo
del grafo fornisce un ordinamento per l’orientamento delle normali.

Recentemente è stato proposto un algoritmo che ricostruisce una
superficie con caratteristiche strettamente legate all’α-shape: il Ball Pi-
voting Algorithm [BMR+99]. Data una sfera di raggio ρ, partendo da
un triangolo iniziale, la sfera viene fatta ruotare imperniata ad ogni la-
to esterno della mesh. Quando la sfera interseca un punto, un nuovo
triangolo viene formato utilizzando gli estremi del lato perno e il nuovo
punto stesso. Il nuovo triangolo viene aggiunto alla mesh e la procedura
può continuare. Si dimostra che la mesh ottenuta è composta da un sot-
toinsieme delle facce appartenenti al ρ-shape dell’insieme di punti dato.
L’utilizzo di sfere di raggio via via più grande permette la ricostruzione
di superfici con differente densità di campionamento. La località delle
operazioni richieste consente il trattamento di insiemi di punti di gran-
di dimensioni. In figura 2.19, viene mostrata l’applicazione di questo
algoritmo su dati bidimensionali.

In [Wel96] viene espresso il concetto di stabilità di uno spigolo della
triangolazione di Delaunay di un insieme di punti. Uno spigolo viene
ritenuto stabile se effettuando la triangolazione dopo aver perturbato la
posizione dei punti dell’insieme considerato lo spigolo permane. Spigoli
topologicamente corretti tendono ad essere stabili.

Sempre sul tema della rimozione, [Boi84] propone un metodo che
partendo dall’insieme di tetraedri ottenuti dalla triangolazione di Delau-
nay di un insieme di punti dati, elimina quelli che sono ritenuti esterni
all’oggetto. I tetraedri selezionati per l’eliminazione sono scelti trami-
te un’euristica (quelli che presentano verso l’esterno due facce, cinque
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Figura 2.17.: Ricostruzione di una superficie effettuata con marching cu-
bes a differenti risoluzioni [Sha]. La superficie originale è
quella a sinistra.

Figura 2.18.: α-shape di un insieme di punti al variare del parametro α.

Figura 2.19.: Comportamento di Ball pivoting su dati con differenti
caratteristiche [BMR+99].
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spigoli e quattro punti oppure una faccia, tre spigoli e tre punti)6. I
tetraedri sono caratterizzati da un valore, il decision value, che ne in-
dividua la propensione all’eliminazione. Il decision value viene definito
come la massima distanza di un punto sulla sfera che circoscrive un te-
traedro dalle facce del tetraedro stesso. Tetraedri bassi e larghi, che
generalmente nascondono dettagli della superficie, vengono quindi ten-
denzialmente eliminati. L’algoritmo termina se tutti i punti giacciono
sulla superficie o se la rimozione del tetraedro con decision value più ele-
vato non aumenta la somma dei decision value dei tetraedri rimanenti
nella lista.

Questo algoritmo non consente la ricostruzione di superfici di genus
(vedi glossario 6.2) maggiore di zero. In [IBS98] viene proposta una va-
riante dell’algoritmo precedente in grado di ricostruire superfici di genus
arbitrario. Ciò è effettuato aggiungendo alla lista dei tetraedri rimuo-
vibili anche quelli con una faccia e quattro vertici o tutte e quattro le
facce. Viene inoltre definita una elimination function — il massimo de-
cision value dei tetraedri nella lista di eliminazione. Tale funzione viene
utilizzata per decidere la terminazione dell’algoritmo. Viene notato, in-
fatti, che l’andamento della elimination function presenta alcuni gradini.
L’ipotesi è che uno di questi gradini identifichi la superficie reale.

Un altro miglioramento all’approccio in [Boi84] viene apportato in
[Vel95]. In alternativa al decision value viene introdotto il γ-indicator,
un numero reale associato ad ogni tetraedro con almeno una faccia al-
l’esterno di una triangolazione di un insieme di punti. Il valore assoluto
viene definito come 1 − r

R , dove r è il raggio della sfera che circoscrive
il triangolo esterno e R è la sfera che circoscrive il tetraedro. Il segno
viene posto positivo se il centro della sfera circoscrivente è all’esterno del
tetraedro e negativo se interno. Il vantaggio dell’utilizzo del γ-indicator
per la scelta del tetraedro da rimuovere è la sua insensibilità alla dimen-
sione del tetraedro stesso. Si adatta quindi alle variazioni di frequenza
di campionamento nelle diverse regioni dell’oggetto.

Un approccio alternativo, basato sulla dualità tra la triangolazione
di Delaunay e il diagramma di Voronoi, è proposto in [SB97]. Vie-
ne costruito lo spanning tree minimo del diagramma di Voronoi (dove
i nodi corrispondono ai vertici del diagramma e la lunghezza di ogni
arco è la lunghezza dello spigolo corrispondente) e vengono applicate
alcune euristiche per sfoltirlo. L’eliminazione di un nodo dello span-
ning tree corrisponde all’eliminazione del tetraedro corrispondente nella
triangolazione.

6L’eliminazione di un tetraedro con all’esterno tre facce, sei spigoli e quattro punti
comporterebbe l’eliminazione di un punto dell’insieme dato.
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In [BBCS99] viene utilizzato lo stesso principio di “scultura” di una
triangolazione iniziale, qui ottenuta mediante α-shape. Il criterio di
eliminazione è però differente ed è basato su una misura di smoothness
locale. L’α-shape viene usata per individuare la struttura generale della
superficie, mentre la procedura di eliminazione dei tetraedri ha lo scopo
di liberare i dettagli.

Come in [HDD+92], la superficie può essere espressa tramite una
funzione distanza con segno. Tale funzione, come la superficie, è sco-
nosciuta. Una sua approssimazione è però ricavabile ed utilizzabile per
ottenere una migliore stima della superficie (per esempio attraverso l’al-
goritmo marching cubes). La funzione distanza stimata deve essere
ragionevolmente affidabile solo in un intorno della superficie.

In [HDD+92] viene utilizzato il seguente procedimento. Inizialmente
viene stimato il piano tangente alla superficie in ogni punto pi ∈ P . Esso
è ottenuto come il miglior piano (nel senso dei minimi quadrati) appros-
simante i k punti più vicini a pi, per un certo k. Per ogni piano tangente
viene definito un centroide, calcolato come il baricentro dei punti utiliz-
zati per la sua stima. Al fine di assegnare il corretto orientamento delle
normali, viene costruito un grafo dove i nodi corrispondono ai centroidi,
gli archi congiungono i k centroidi più vicini e la lunghezza degli archi
misura la differenza di orientamento dei piani. Il calcolo dello spanning
tree minimo fornisce un ordinamento per la propagazione delle norma-
li. I piani tangenti e l’orientamento consentono di calcolare la distanza
con segno nelle vicinanze della superficie. La distanza con segno dalla
superficie in un punto dello spazio viene calcolata come distanza (con
segno) dal piano tangente corrispondente al centroide più vicino.

In [RW97] viene proposto un metodo semplice ed efficiente per sti-
mare la funzione distanza con segno, illustrato nella figura 2.20. Lo
spazio contenente i punti viene suddiviso in modo regolare in una gri-
glia di voxel. La direzione della normale ad un punto viene calcolata
individuando i due punti dati più vicini ad esso fra quelli appartenenti
allo stesso voxel. per stabilire il verso della normale viene adottato un
criterio di visibilità: se un voxel è visibile da un punto posto a (più o
meno) infinito lungo uno dei tre assi, il segno della componente della
sua normale corrispondente all’asse considerato è fissato. Il segno per i
voxel non direttamente visibili viene definito per propagazione dai voxel
vicini. Questa euristica permette solo la ricostruzione di superfici chiuse
e senza buchi. Le normali vengono sottoposte ad un filtraggio passa-
basso per evitare brusche variazioni delle direzioni dovute al rumore di
misura. Il valore della funzione distanza con segno viene quindi calcolato
in ogni vertice della griglia come media pesata della distanza con segno
di ogni punto appartenente ai voxel adiacenti. La distanza con segno
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Figura 2.20.: Carving [RW97]. Lo spazio occupato dai dati dell’acquisi-
zione viene quantizzato e i voxel attraversati troppo spes-
so dalla linea di visione vengono eliminati (sinistra). La
superficie viene ricostruita a partire dalle facce dei voxel
rimasti visibili dall’infinito dalle sei direzioni parallele agli
assi.

di un punto ad un punto con normale viene definita come la distanza
euclidea da quel punto, con segno positivo se l’angolo tra la normale e
la congiungente è superiore a π

2 .

L’approccio suggerito in [BTG95] utilizza una stima della distanza
dalla superficie differente dalla distanza con segno: l’asse mediale (medial
axis). Esso è definito come l’insieme dei centri delle sfere massimali, le
quali sono le sfere interne alla superficie che non sono incluse in nessuna
altra sfera interna. L’asse mediale vien calcolato da un partizionamento
mediante griglia regolare del bounding box di un insieme di punti da-
ti, P . I voxel contenenti punti di P sono ritenuti il bordo del volume
racchiuso dalla superficie da ricostruire. Partendo dai voxel più esterni,
quelli che non contengono alcun punto di P vengono rimossi. A quelli
contenenti i punti viene assegnato una valore di distanza pari a zero. La
distanza viene quindi propagata verso l’interno del volume incrementan-
dola man mano che si procede. I voxel a distanza massima sono inclusi
nell’asse mediale. A ogni voxel dell’asse mediale viene assegnata una
sfera con raggio pari alla distanza. Ad ogni sfera è associato una fun-
zione di campo che permette di calcolare un valore scalare di campo in
un punto arbitrario dello spazio. La funzione campo delle sfere è ad-
ditiva. Il campo scalare consente di definire una funzione implicita per
l’approssimazione della superficie. Nel lavoro citato viene proposto una
procedura incrementale per minimizzare il numero di elementi dell’asse
mediale necessari alla ricostruzione della superficie e per ottimizzare il
valore dei parametri che definiscono il campo di ogni singola sfera.
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I metodi basati sulla triangolazione di Delaunay ipotizzano che i
punti dati siano esenti da errore. Solitamente nei casi reali la posizione
dei punti è il risultato di una misura e pertanto è affetta da rumore.
Una qualche operazione di filtraggio deve quindi essere effettuata dopo
la ricostruzione.

Approssimazione di funzioni

In [MBL+91] una mesh iniziale già abbastanza simile alla superficie da
ricostruire viene adattata ai punti dati. Il modello viene sottoposto a
deformazioni condizionate da una serie di vincoli. Ad ogni vertice viene
associata una funzione che esprime il costo delle deformazioni locali, te-
nendo in considerazione il rumore e le caratteristiche della ricostruzione,
nonché la semplicità della mesh.

Un approccio differente è seguito in [ST92] dove l’adattamento è ot-
tenuto mediante particelle orientate (oriented particles). Ogni particella
possiede alcuni parametri che vengono modificati durante l’adattamen-
to. La modellazione delle interazioni fra particelle plasma la forma della
superficie mediante forze attrattive e repulsive.

L’utilizzo della metafora fisica è stato utilizzato anche da altri autori.
In [AS96] un modello poligonale vicino alla superficie viene trasformato
in un modello fisico per sottoporlo ad un processo di adattamento ai
dati. I vertici sono interpretati come punti dotati di massa, mentre gli
spigoli vengono sostituiti da molle. Inoltre, ad ogni vertice viene asse-
gnata una molla che lo collega al punto dato più vicino. Il modello può
essere espresso in termini di un sistema di equazioni differenziali lineari,
la soluzione del quale può essere calcolata iterativamente. Una volta
calcolata la situazione di equilibrio, il modello fisico viene ritrasformato
in un modello geometrico. La soluzione individua quindi un compro-
messo fra la smoothness della superficie e l’aderenza ai dati. Il grado di
compromesso è determinato dai parametri fisici impostati.

La modellazione di un sistema fisico è stato utilizzato anche in [TM91],
con l’intento di ottenere un approccio di modellizzazione delle forme che
contemporaneamente soddisfasse i requisiti di ricostruzione e riconosci-
mento. Il paradigma proposto, chiamato Superquadriche Deformabili
(Deformable Superquadrics), consiste in una classe di modelli costitui-
ta da forme geometriche parametrizzate (ellissoidi superquadrici) usati
come dominio per costruire una funzione (descritta mediante spline).
Sono quindi consentite sia deformazioni locali che vincoli globali. Inol-
tre gli oggetti hanno un comportamento strutturale regolato da leggi di
dinamiche rigide o non rigide, espresse da un insieme di equazioni la-
grangiane del moto. La simulazione numerica delle equazioni del moto
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determina l’evoluzione dei gradi di libertà del modello sotto l’azione di
forze e vincoli. I vantaggi di una dinamica guidata da forze sono legati al
modo intuitivo con cui si possono correlare i gradi di libertà del modello
con le caratteristiche dei dati. In risposta alle forze generate dai dati il
modello si sposta, si deforma e si orienta in modo conforme ai dati.

Le strutture di adattamento iterativo sono state studiate anche nel-
l’ambito dell’intelligenza artificiale, come metodi di soluzione del pro-
blema dell’apprendimento da esempi (generalizzazione).

Le Self-Organizing Map (SOM) [Koh95], anche conosciute come Ko-
honen features map, sono costituite da un insieme di unità organizzate in
una struttura reticolare, {uj}, e caratterizzate da un valore nello spazio
delle caratteristiche, wj , (senza perdere di generalità, può essere RD).
La SOM viene sottoposta ad una fase di adattamento con lo scopo di
approssimare la distribuzione di un insieme dato, P ⊂ RD. Ad ogni
passo di adattamento, un elemento dell’insieme dato viene estratto, pi,
e confrontato con i wj . L’unità più vicina, uk, chiamata winning unit, e
le unità ad essa connesse vengono adattate secondo una regola del tipo:

wj(i + 1) = wj(i) + ηhj(k) · (p− wj(i))

dove η è il tasso di apprendimento — parametro che regola la velocità di
adattamento — e hj(k) è una funzione che esprime il grado di vicinanza
dell’unità j all’unità k. Adattando oltre che la winning unit anche le
unità ad essa vicine, al termine dell’adattamento le unità vicine nel
reticolo avranno anche vettori delle caratteristiche simili. Ciò significa,
utilizzando come dati punti tridimensionali, che la vicinanza topologica
rispecchierà la vicinanza geometrica. Il reticolo delle unità costituirà
quindi una superficie poligonale che approssimerà in modo smooth i
punti dati.

Le SOM, come molti paradigmi di questo tipo, presentano due pro-
blemi. Sebbene la configurazione iniziale del vettore delle caratteristi-
che delle unità possa essere totalmente casuale, una situazione iniziale
ragionevolmente vicina alla superficie risparmia risorse di calcolo che
possono essere utilizzate per ottenere una soluzione più raffinata. Una
pre-elaborazione per ottenere un modello iniziale è quindi indicata. In se-
condo luogo, alcune unità (chiamate dead unit) possono rimanere escluse
dall’adattamento. La posizione finale delle dead unit sarà quindi vicina
a quella di partenza e la superficie risultante poco smooth. Questo può
capitare quando queste unità sono troppo lontane dai punti dati per
risultare winning unit o quando il reticolo è troppo denso e le unità in
questione non cadono mai nell’insieme delle unità da adattare. Per far
fronte a questa situazione, in [BH94] viene proposta una procedura di
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Figura 2.21.: Superquadriche deformabili [TM91].

Figura 2.22.: Una mappa di Kohonen approssima una distribuzione
complessa [Koh95].
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addestramento inverso, dove, per ogni unità, viene individuato l’elemen-
to dell’insieme di punti dati più vicino e utilizzato per adattare l’unità
stessa. La combinazione di adattamento diretto ed inverso permette di
ottenere una superficie aderente ai punti dati.

Alcuni algoritmi ostruiscono la superficie in modo iterativo. Ad ogni
iterazione, la superficie viene estesa per descrivere un insieme più ampio
di dati. Questi metodi cercano di sfruttare la correlazione tra punti
geometricamente vicini per stimare il comportamento della superficie in
una regione circoscritta dello spazio tridimensionale. Essi sono quindi
caratterizzati dalla località delle operazioni.

In [Boi84] viene proposto un algoritmo che costruisce la superficie
in modo incrementale, aggiungendo un triangolo al bordo della mesh
fino ad allora ricostruita. Ad ogni passo viene aggiunto un triangolo,
selezionando un lato appartenente al bordo e individuando l’insieme di
punti ad esso vicini. Questi punti vengono utilizzati per stimare il piano
tangente passante per il lato. Il punto la cui proiezione massimizzi l’an-
golo sotteso tra la proiezione stessa ed il lato viene scelto per costruire
il nuovo triangolo. La procedura termina quando non vi sono più lati
disponibili.

In [MM98a] viene introdotto il concetto di surface description graph
(SGD). Esso è definito come estensione del minimo spanning tree del-
l’insieme dei punti. Ogni nodo del SDG viene utilizzato per estrarre le
caratteristiche della superficie nell’intorno attraverso una fase di features
extraction. Lo scopo è di individuare le regioni con le stesse caratteri-
stiche morfologiche e collegarle, ottenendo cos̀ı una ricostruzione della
superficie.

2.4.2. Multirisoluzione

Molti fenomeni del mondo reale hanno un contenuto informativo che si
manifesta a differenti scale spaziali. In particolare, le caratteristiche di
molti oggetti possono essere riferite come appartenenti alla loro forma
globale o al dettaglio. Le caratteristiche a scala elevata generalmente
sono legate al tipo di oggetto, mentre quelle a bassa scala costituisco-
no i particolari che differenziano gli elementi dello stesso tipo. Inoltre,
le caratteristiche ad ampia scala spaziale hanno generalmente un basso
contenuto in frequenza (cioè una bassa variabilità), mentre le caratteri-
stiche a bassa scala hanno un contenuto in frequenza più elevato. Questo
significa che organizzando le informazioni in base alla scala alla quale si
manifestano, poche risorse computazionali sono generalmente sufficienti
per descrivere il comportamento a scala elevata, mentre la configura-
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zione delle risorse dedicate alle caratteristiche a bassa scala può essere
effettuata limitando l’analisi ai dati in una regione circoscritta.

Su questi concetti si basano i paradigmi multirisoluzione e, più in par-
ticolare i paradigmi gerarchici. Essi sono infatti strutturati per fornire
una descrizione a diverse scale.

Esistono essenzialmente due modi per ottenere una descrizione mul-
tirisoluzione, i quali forniscono una chiave di classificazione per i para-
digmi multirisoluzione:

• coarse to fine (figura 4.11), quando vengono ottenute prima le
descrizioni a bassa risoluzione (ampia scala) e via via la risoluzione
viene aumentata aggiungendo il dettaglio (informazioni a bassa
scala);

• fine to coarse (figura 4.11), quando viene prima ricavata la descri-
zione a massima risoluzione e poi, man mano che il dettaglio viene
eliminato, vengono definite le descrizioni a bassa risoluzione.

Un paradigma multirisoluzione coarse to fine viene utilizzato, per
esempio, in [ZHH98], dove una nuvola di punti viene ricorsivamente ri-
costruita per mezzo di superquadriche. Inizialmente viene stimata la
superquadrica che meglio aderisce ai dati. Viene quindi calcolato l’erro-
re e individuato il piano che meglio segmenta l’insieme dato. Per ogni
sottoinsieme viene calcolata la superquadrica che rappresenta i dati in
modo ottimale. Se il procedimento viene iterato, per esempio segmen-
tando il sottoinsieme di punti peggio approssimati, per la superficie vie-
ne individuata una successione di modelli a complessità crescente che
possono essere associati a diverse risoluzioni.

Non si può però parlare di gerarchia, in quanto la rappresentazione
ad una data risoluzione non fa uso del modello alla risoluzione precedente
(se non in modo parziale).

I paradigmi gerarchici costituiscono un particolare, ma interessante,
sottoinsieme dei paradigmi multirisoluzione. Come è stato più formal-
mente descritto in §2.2.1, essi hanno una struttura a livelli (o strati), do-
ve ogni livello è caratterizzato da una data scala (generalmente codificata
da un opportuno parametro). Ogni livello è responsabile della codifica
delle informazioni presenti alla scala corrispondente. La ricostruzione ad
una data risoluzione viene ottenuta componendo i livelli corrispondenti
ad una scala maggiore o uguale a quella data. La rappresentazione ha
quindi una struttura gerarchica.

Una, sia pur debole, struttura gerarchica è ravvisabile nel paradigma
delle superquadriche deformabili [TM91], descritto in un paragrafo pre-
cedente. I parametri che governano la forma degli ellissoidi superquadri-
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ci utilizzati come domino codificano le caratteristiche a larga scala della
superficie, mentre le spline utilizzate per deformarne la forma codificano
il dettaglio, cioè le caratteristiche a bassa scala.

La struttura gerarchica è maggiormente evidente nei paradigmi che
fanno uso di elementi “omogenei” per la rappresentazione dei diversi
livelli di dettaglio. Paradigmi di questo tipo possono essere derivati
dalla approssimazione di funzioni, dove l’approssimazione viene scelta
tra gli elementi di uno spazio vettoriale di funzioni generato dalle unità
costitutive del paradigma.

Le Hierarchical Radial Basis Functions (HRBF) [BF98] [BF00], svi-
luppate durante questa tesi, sono costituite da più livelli formati come
combinazione lineare di gaussiane. Ogni livello è costituito da gaussiane
equispaziate, aventi la stessa deviazione standard — che ne determina la
regione di azione e quindi la scala. La configurazione dei pesi della com-
binazione lineare è basata sull’analisi dei dati che cadono nella regione
della corrispondente gaussiana. Un primo strato di gaussiane ad ampia
scala viene impiegato per approssimare la forma generale della super-
ficie. Il dettaglio viene codificato come differenza tra i dati originali e
l’approssimazione. Il parametro di scala viene diminuito ed un nuovo
strato viene generato per approssimare il dettaglio. Il procedimento può
essere iterato fino a raggiungere la massima risoluzione consentita dalla
densità dei dati. Il procedimento utilizzato per configurare il modello,
non iterativo e basato su elementi della teoria del segnale, fa quindi delle
HRBF un paradigma coarse to fine.

In modo simile, le Multilevel B-spline, proposte in [LWS97], opera-
no la ricostruzione sovrapponendo diversi livelli di B-spline. Partendo
da un reticolo di punti di controllo poco denso, i coefficienti del primo
strato vengono ottenuti con una ottimizzazione ai minimi quadrati, con-
siderando solo i punti che cadono nella regione di influenza della base
corrispondente. Il dettaglio viene calcolato come differenza tra i dati ori-
ginali e l’approssimazione del primo strato. Un nuovo livello di B-spline,
il cui reticolo di punti di controllo è ottenuto infittendo il reticolo del
livello precedente, viene quindi utilizzato per ricostruire il dettaglio. Un
procedimento analogo è utilizzato per la ricostruzione con Hierarchical
Spline in [FB88] [FB95], dove però la possibilità di ricostruzione della
superficie è limitata ai dati disposti in modo equispaziato. Per esse, tut-
tavia viene proposto anche un algoritmo di configurazione fine to coarse
in [FW98], dove la rappresentazione multirisoluzione viene derivata da
una rappresentazione B-spline iniziale alla massima risoluzione.

Tradizionalmente, anche le Analisi Multirisoluzione (Multiresolution
Analysis — MRA) basate sulla trasformata wavelet [Mal89] [Cha95]
operano sui dati equispaziati. Una MRA è caratterizzata da una cop-
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pia di funzioni che generano spazi tra loro complementari: la scaling
function e la wavelet. La scaling function viene utilizzata per rappre-
sentare l’approssimazione, mentre la wavelet viene usata per il dettaglio.
La ricostruzione viene effettuata in modalità fine to coarse calcolando i
coefficienti approssimazione e dettaglio come risultato della convoluzio-
ne dei dati con una coppia filtro (passa-basso per l’approssimazione e
passa-alto per il dettaglio). L’operazione viene poi iterata sui coefficienti
approssimazione, realizzando cos̀ı una ricostruzione multirisoluzione.

Alcuni lavori presenti in letteratura si sono occupati del problema
della generazione di una rappresentazione MRA di dati non equispaziati.
In [PR99] i dati sono costituiti da una nuvola di punti tridimensionali.
Si ipotizza che la superficie originale abbia la topologia ed il genus di una
sfera. La mesh poligonale iniziale viene costruita adattando una sfera
geodesica all’insieme di punti 3D. Alla mesh risultante viene applicata la
trasformata wavelet definita su un dominio sferico presentata in [SS95].

In [FE98] viene introdotta una tecnica fine to coarse per ottenere una
ricostruzione wavelet a partire da dati campionati in modo non unifor-
me, limitata al caso monodimensionale. I coefficienti di scaling function
e wavelet vengono ottenuti minimizzando l’errore di ricostruzione risol-
vendo un sistema lineare con il metodo dei minimi quadrati. Una delle
ipotesi sulle quali il metodo si basa è che la topologia dell’insieme di dati
sia quella della retta reale.

HRBF e MRA rivestono un ruolo di particolare interesse ai fini di
questa tesi. Essi verranno descritti in modo più approfondito nel capi-
tolo 4, dove le loro caratteristiche di approssimatori verranno messe a
confronto.

2.4.3. Parametrizzazione

Data una superficie di equazione F (x, y, z) = 0 nelle variabili x, y e z,
si cerca una parametrizzazione della soluzione dell’equazione in termini
di tre funzioni di due variabili, s e t:

(x, y, z) = (X(s, t), Y (s, t), Z(s, t)), ∀x, y, z ∈ R : F (x, y, z) = 0

La parametrizzazione della superficie è utile per alcune elabora-
zioni. Innanzitutto, una superficie parametrizzata può essere utiliz-
zata come dominio per costruire una superficie esplicita. Inoltre la
parametrizzazione è necessaria per le tecniche di mapping.

La parametrizzazione di una superficie non è unica. Per applicazioni
quali quelle menzionate, l’uniformità della parametrizzazione consente
di ottenere buoni risultati. Pertanto, l’uniformità (cioè una corrispon-
denza tra distanza topologica e distanza nello spazio parametrico) è uno
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dei fattori utilizzati per la scelta della parametrizzazione. Un para-
metrizzazione veramente uniforme, se la curvatura della superficie non
è costante, non è realizzabile. Quella che viene cercata è quindi una
parametrizzazione smooth [EDD+95].

La smoothness della geometria di un modello non implica la smoo-
thness della parametrizzazione. La smoothness geometrica descrive co-
me varia la normale alla superficie, mentre la smoothness parametrica
è una misura della variabilità della parametrizzazione. La smoothness
parametrica è importante per la qualità dei risultati di alcuni algorit-
mi [GSS99]. In [GSS99] viene proposta una procedura di remeshing
(procedura equivalente al ricampionamento di un segnale) che genera,
per un dato modello poligonale, un modello avente la stessa smoothness
geometrica, ma con i vertici disposti in modo più uniforme. Il nuovo mo-
dello può essere utilizzato come base per ottenere una parametrizzazione
smooth del modello originale.

In [EDD+95] viene costruita la parametrizzazione di un modello po-
ligonale su un dominio costituito da un modello base con poche facce
triangolari avente la stessa topologia del modello originale. Sia per co-
struzione del modello base (ottenuto semplificando il modello origina-
le) che per la costruzione della parametrizzazione, vengono utilizzate le
mappe armoniche (harmonic maps). Una mappa armonica è una fun-
zione che proietta i punti di una mesh avente la topologia di un disco
in un sottoinsieme del piano in modo da mantenere il più possibile i lati
dei singoli triangoli tra loro proporzionali e in modo da minimizzare le
variazioni di lunghezza dei lati.

In [EH96] viene trattato il problema di ricostruire una superficie
attraverso un reticolo di patch B-spline. Un modello topologicamente
equivalente alla superficie data, ma con un numero di facce (triango-
lari) sensibilmente inferiore, viene costruito mediante la procedura in
[EDD+95], ottenendo anche una funzione di proiezione della superficie
originale sul modello base. Invertendo quest’ultima, si ottiene la parame-
trizzazione su patch triangolari. Poiché le B-spline sono costruite su un
dominio rettangolare, le patch triangolari vengono abbinate due a due,
costruendo cos̀ı delle patch quadrangolari, avendo cura di minimizzare
la distorsione parametrica. Il problema dell’abbinamento di triangoli è
stato affrontato anche in [PYL00]. Poiché il problema è NP-completo,
per la sua soluzione sono utilizzate alcune euristiche (basate sui grafi).
La parametrizzazione in [PYL00] viene effettuata proiettando i punti
sul modello a patch quadrangolari e calcolando le coordinate relative ai
vertici della patch corrispondente.

In [LM98] viene presentato un metodo per il calcolo dello spazio
parametrico di una mesh triangolare tale da minimizzare le distorsioni.
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La procedura è modulare e si adatta alla elaborazione interattiva, dove
l’utente può introdurre vincoli quali linee isoparametriche e regioni dove
la distorsione è più critica.

In [LSS+98] viene proposto un algoritmo per la costruzione di una
parametrizzazione smooth tra i diversi modelli poligonali di una rap-
presentazione multirisoluzione (MAPS). In particolare, viene definita la
parametrizzazione del modello poligonale originale e la sua copia a bas-
sa risoluzione (chiamata base) che costituisce il supporto della superficie
multirisoluzione. Ogni punto della superficie originale, p, viene fatto
corrispondere tramite una funzione proiezione, Π, al punto p0 = Π(p)
della base. Il punto p0 viene espresso come:

p0 = αpi + βpj + γpk

dove pi, pj e pk sono i vertici del triangolo della base al quale p0 ap-
partiene e α, β e γ sono le coordinate baricentriche7: α + β + γ = 1.

In [GVSS00] la parametrizzazione è un fattore critico per una buona
prestazione del metodo di rappresentazione (normal meshes). La para-
metrizzazione inizialmente ottenuta mediante MAPS viene modificata
sia cambiando i vertici che compongono il modello base, sia modificando
la parametrizzazione dei vertici dei livelli risoluzione più elevata. In que-
sto caso, lo scopo non è ottenere una parametrizzazione più uniforme,
ma posizionare i punti a maggiore curvatura verso il centro dello spazio
parametrico.

2.4.4. Integrazione

L’integrazione è necessaria quando si desidera acquisire oggetti ad un
livello di dettaglio molto fine rispetto alle dimensioni dell’oggetto e/o
quando la regione di interesse dell’oggetto non è osservabile da un solo
sensore. In questi casi, per poter costruire una copia digitale dell’oggetto
è necessario che i sensori ne acquisiscano le forme da più punti di vista.
Le informazioni ricavate dalle diverse viste dell’oggetto devono poi essere
integrate per fornire un’unica rappresentazione. Tale operazione può
essere scomposta nelle seguenti fasi:

Registrazione le diverse sorgenti vengono riferite ad un’unico sistema
di riferimento.

Fusione le informazioni delle diverse sorgenti vengono inserite in un
unico modello.

7Fissando questa condizione, lo spazio parametrico è bidimensionale.
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Registrazione

La registrazione è un’operazione comune a molti settori, dove vi sia la ne-
cessità di unire diverse sorgenti di informazione, riferendole ad un comu-
ne modello. In particolare, nel caso della ricostruzione tridimensionale,
le acquisizioni possono differenziarsi per:

sessione l’acquisizione viene operata in diversi momenti, per esempio a
causa del ridotto numero di sensori disponibili;

sensore diversi sensori possono essere impiegati per acquisire differenti
caratteristiche dell’oggetto;

soggetto quando si intende comparare le caratteristiche di due oggetti
dello stesso tipo o quando si vogliono attribuire le caratteristiche
di un oggetto ad uno dello stesso tipo8.

La registrazione può essere facilitata dalla presenza di punti di repere
comuni alle diverse acquisizioni o da informazioni di calibrazione del
dispositivo di acquisizione. Un caso molto frequente è la registrazione
dei dati raccolti in un intervallo di tempo. In questo caso, la vista
è in realtà composta da una successione di (sotto)viste acquisite nei
diversi istanti di tempo. La registrazione delle viste corrisponde quindi
all’inversa della funzione che descrive il moto dell’oggetto rispetto al
sensore. Questo caso può verificarsi, per esempio, quando l’oggetto da
acquisire è posto su una tavola rotante (scansione cilindrica).

Se non sono disponibili punti di repere affidabili, è necessario indivi-
duare nelle diverse viste punti omologhi (e più in generale caratteristi-
che) per calcolare la trasformazione che li fa sovrapporre. Inoltre, poiché
in generale non accade che tutte le viste abbiano una sovrapposizione
con tutte le altre, bisogna evitare che si formi una partizione dell’insieme
di viste tale che le viste appartenenti alla stessa classe siano ben regi-
strate tra loro, ma che le diverse classi siano disallineate [Pul99]. Tale
situazione è illustrata in figura 2.24.

I problemi da risolvere per ottenere la registrazione sono quindi due:

• ottenere una buona stima delle caratteristiche;

• realizzare una buona diffusione dell’errore di registrazione.

L’algoritmo Iterative Closest Point (ICP) [BM92] è uno dei più citati
in letteratura. La sua validità è stata dimostrata provando un teorema

8Questa procedura è poco usata per ottenere una copia digitale di un oggetto reale,
ma può essere usata, per esempio, per comparare i dati di un soggetto con quelli
di un atlante medico.
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Figura 2.23.: MAPS: il modello a bassa risoluzione è utilizzato come base
per la parametrizzazione che poi viene propagata ai vertici
del modello originale [LSS+98].

Figura 2.24.: La formazione di clique è una situazione che la
registrazione deve evitare [Pul99].
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di convergenza formulato per una “qualsiasi” modalità di rappresenta-
zione [BM92]. L’ICP è basato sulla definizione di una funzione distanza
tra punti delle entità da registrare. Per un dato insieme di punti, vie-
ne calcolata la rototraslazione (espressa per mezzo di quaternioni) che
minimizza la distanza dai corrispondenti punti più vicini di una super-
ficie di riferimento. Iterando il procedimento, si ottiene la registrazione
delle sue entità. Questo algoritmo può rimanere intrappolato in minimi
locali. Necessita quindi di una buona inizializzazione e di una ampia
sovrapposizione tra le entità da registrare.

In [TL94] viene utilizzato un ICP modificato. Le viste sono rappre-
sentate come range image. Per ognuna di esse viene costruito un insieme
di superfici poligonali, in modo da evitare cautamente la possibilità di
introdurre connettività non esistenti. I vertici vengono inoltre pesati con
una misura di confidenza della bontà della misura. L’ICP viene appli-
cato solo ai vertici che trovano un corrispondente sull’altra mesh ad una
distanza inferiore ad una certa soglia. Per velocizzare l’allineamento,
le operazioni vengono effettuate inizialmente su una rappresentazione a
risoluzione ridotta (ottenuta semplicemente sottocampionando le viste)
e incrementando via via la risoluzione. La registrazione di viste multiple
viene realizzata scegliendo una vista di riferimento ed allineando le altre
ad essa. L’ipotesi su cui si basa questa soluzione è la disponibilità di una
scansione cilindrica, la quale possa avere regioni in comune con tutte le
altre viste.

In [Pul99], dove viene riportata anche una buona revisione (sia pure
sintetica) dei metodi parwise-matching iterativi, il problema della diffu-
sione dell’errore viene risolto operando prima una registrazione a coppie
e utilizzando le informazioni derivanti da questa fase come vincoli per
la fase di registrazione globale.

La registrazione in [DWJM98] viene effettuata tramite una modifi-
ca dell’algoritmo in [CM92a] (anche [CM91]). L’algoritmo originale si
basa sulla minimizzazione della distanza tra i punti di una superficie
di riferimento e gli omologhi stimati sulla superficie registrata. La mo-
difica consiste nell’utilizzo di una tecnica per stimare la coerenza delle
corrispondenze trovate. Le corrispondenze non coerenti non vengono
utilizzate per valutare la trasformazione.

In [YA98] la registrazione viene effettuata in due passi, a partire dalle
superfici corrispondenti alle diverse viste. Nella prima fase, vengono
individuati i punti con gradiente elevato. L’ipotesi è che questi punti
siano peculiari e che quindi le curve poligonali che li uniscono siano
caratteristiche robuste. L’allineamento viene quindi calcolato allineando
le curve.
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Fusione

A causa di errori di calibrazione e di ricostruzione, le superfici anche
dopo la registrazione, non sono perfettamente sovrapposte. La semplice
unione dei dati di due viste registrate o delle superfici da essi ricostruite
produce, in generale, una rappresentazione poco fedele della superfi-
cie dell’oggetto, con increspature nella regione di sovrapposizione. La
fusione ha quindi lo scopo di individuare una rappresentazione che so-
stituisca le viste registrate, mediando opportunamente le informazioni
da esse derivate.

In generale, ogni dispositivo di acquisizione ha una distribuzione del-
l’errore che dipende dalle caratteristiche dell’acquisizione. Per esempio,
l’incertezza sui dati che formano il bordo della regione acquisita è ge-
neralmente superiore che all’interno della regione. Queste informazioni,
dipendenti dal dispositivo di acquisizione, possono essere impiegate nel-
la procedura di fusione per pesare l’affidabilità della ricostruzione delle
differenti viste.

In [DWJM98], dove ogni vista è costituita da una range image, l’al-
goritmo di fusione pesa ogni pixel della vista con la distanza (in metrica
4-vicinanza) dal pixel del bordo più vicino. La profondità di ogni pi-
xel dell’immagine risultante dalla fusione viene poi calcolata utilizzando
una media pesata. I pixel del bordo vengono quindi “piegati” in modo
smooth. La procedura può essere modificata per operare la fusione di
più viste. In tale caso, si ricorre ad una voxellizazione dello spazio oc-
cupato dall’oggetto. Per ogni voxel occupato viene calcolato un punto
della mesh risultante, la posizione del quale è la media pesata dei punti
che cadono nel voxel considerato.

La fusione in [TL94] viene realizzata in due passi. Inizialmente l’at-
tenzione viene prestata alla ricostruzione di una mesh che abbia la stessa
topologia dell’oggetto. Successivamente, l’accuratezza geometrica viene
recuperata adattando la mesh precedentemente costruita ai dati regi-
strati. Al primo passo vengono rimosse le parti delle mesh che si sovrap-
porrebbero e vengono “incollati” i bordi, triangolando i vertici che l̀ı
vi giacciono. La procedura può generare triangoli di piccole dimensioni
in corrispondenza dei bordi. Una opportuna procedura di semplifica-
zione provvede a rimuoverli. La mesh cos̀ı ottenuta viene considerata
attendibile per quanto riguarda la topologia dell’oggetto, ma non per la
sua geometria (alcuni punti, ritenuti ridondanti, vengono infatti scarta-
ti). Per ricostruire anche i dettagli, la mesh è sottoposta ad una fase di
raffinamento basato sulla modifica dei suoi vertici nella direzione della
normale della superficie. Per ogni vertice della mesh finale viene calco-
lato l’insieme di vertici delle mesh originali che cadono in un suo intorno
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sferico. La normale alla superficie finale nel vertice considerato viene
stimata come media delle normali nei vertici selezionati. Il vertice vie-
ne riposizionato nella media dei punti risultanti dall’intersezione della
normale con mesh originali.

Altre tecniche possono essere utilizzate per la fusione. Per esempio,
in [NBC+99] vengono presentate alcune tecniche per integrare l’infor-
mazione contenuta in immagini volumetriche utilizzando la trasformata
wavelet. Le immagini originali vengono scomposte nelle loro componenti
(alta e bassa frequenza), integrate in questi domini e poi ricomposte.

La fusione può riguardare anche viste provenienti da sensori di di-
versa natura. Per esempio, in [YKOL96] viene fusa l’informazione sulla
posizione di spigoli (acquisita mediante stereo matching) con quella di
superficie (laser stripe).

2.4.5. Applicazione del colore

La stima del colore della superficie è una particolare operazione di inte-
grazione delle informazioni. Le informazioni fotometriche devono infatti
essere allineate a quelle geometriche.

Il colore apparente dipende da diversi parametri, tra i quali la cur-
vatura della superficie e la posizione relativa delle sorgenti luminose e
dell’oggetto rispetto all’osservatore. Il colore recepito dal sensore può
quindi essere molto diverso dal colore effettivo dell’oggetto.

Per una stima accurata del colore effettivo è quindi necessario cono-
scere la posizione delle fonti luminose e la forma dell’oggetto.

Diverse tecniche sono state sviluppate per la stima del colore in mo-
do robusto. Il tema comune è l’utilizzo di molteplici viste e di molteplici
luci per evitare i riflessi e le ombre. Inoltre, la conoscenza della posi-
zione del sensore e della curvatura della superficie (ricavate dopo una
opportuna registrazione del sensore-colore rispetto ai sensori per la geo-
metria [RB99] [Rig00]) possono essere utilizzate per stimare l’affidabilità
relativa di una immagine e quindi ottenere il colore effettivo come me-
dia pesata dei colori osservati nelle diverse viste [PARD+98] [DTM96]
[SI96] [RCMS99]. In tal caso è necessario un modello geometrico della
superficie.

In [LPC+00] per evitare i riflessi, vengono scartati i pixel acquisiti
perpendicolarmente. Inoltre, poiché ogni punto viene acquisito più volte,
è possibile utilizzare la affidabilità dell’acquisizione per stimare il colore
mediante una media pesata. In [RB99], inoltre, i pixel troppo chiari o
troppo scuri rispetto alla tonalità dei pixel vicini non vengono considerati
per la stima.
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In [RB99] viene ipotizzato un modello lambertiano di illuminazio-
ne e riflessione. La conoscenza di un modello geometrico approssimato
consente una stima iniziale delle normali. Cinque immagini prese dallo
stesso punto di vista, ma con differenti sorgenti di illuminazione di di-
rezione conosciuta, consentono di calcolare i parametri fotometrici del
modello.

Le informazioni fotometriche devono poi essere utilizzate per as-
segnare il colore al modello geometrico. I paradigmi maggiormente
utilizzati per questo scopo sono due:

• texture mapping

• per vertex color

Il texture mapping [Cat74] [BN76] è una delle più utilizzate nella
sintesi di immagini per dare realismo all’immagine prodotta [Hec86].
Questa tecnica può essere utilizzata per conferire altre caratteristiche
oltre a quelle di colore, sia geometriche (normali alla superficie, displa-
cement) che cromatiche specularità, trasparenza, illuminazione). L’uti-
lizzo del texture mapping implica la conoscenza (e quindi la preventiva
costruzione) di una parametrizzazione della superficie.

Il per vertex color [Rig00] [LPC+00] è una tecnica che permette l’u-
tilizzo di una procedura di visualizzazione computazionalmente leggera.
Inoltre, anche la costruzione del modello risulta più economica, in quanto
non necessita né di parametrizzazione né di costruzione della texture.

2.5. Elaborazioni post-ricostruzione

Un modello 3D può essere utilizzato in diverse applicazioni. A seconda
delle caratteristiche dell’applicazione, può essere necessario sottoporre
il modello ad una elaborazione post-ricostruzione. Per esempio, una
applicazione di realtà virtuale richiederà un modello con meno poligoni
possibile, mentre il suo utilizzo per effetti speciali di un film potrebbe
necessitare di un ritocco (più o meno pesante) o della inclusione di uno
struttura scheletrica per la sua animazione. Le trasformazioni possono
essere facilitate da un opportuno paradigma utilizzato per rappresentare
la superficie.

Fra le elaborazioni più comuni che in genere si operano sul modello
si possono menzionare:

• la conversione

• la compressione
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• il watermarking

• la modifica

• l’animazione

• il morphing

La conversione del modello viene applicata per ottenere una rap-
presentazione delle informazioni contenute nel modello in un formato
adatto ad essere elaborato da altre applicazioni. Una comune opera-
zione di conversione è la triangolazione della superficie di un modello
[HG99].

Un aspetto particolare della conversione è la riparametrizzazione. In
[LSS+98] viene presentato un metodo multirisoluzione per parametrizza-
re una mesh triangolare. La mesh originale viene via via semplificata (in
O(N) livelli, N numero di vertici) fino ad ottenere una mesh con pochi
poligoni, la quale viene utilizzata come base per la parametrizzazione.
I vertici rimossi vengono cioè associati ad uno dei triangoli della base e
vengono espressi in coordinate relative ai vertici del loro triangolo ba-
se. La descrizione risultante permette di realizzare una ristrutturazione
della mesh, per esempio per distribuire i triangoli in modo più equili-
brato o con una connettività costante e predeterminata. Quest’ultima
caratteristica permette di utilizzare facilmente gli strumenti legati alle
wavelet.

La compressione viene generalmente operata in modo lossy (cioè con
perdita d’informazione). Lo scopo è, dato una certa quantità di risorse a
disposizione per la rappresentazione (per esempio, un numero massimo
di triangoli), minimizzare la perdita di informazione percepibile. L’u-
tilizzo di una codifica in grado di decorrelare i coefficienti usati per la
rappresentazione consente in genere di ottenere una buona compressione.

Il watermarking [PHF99] è un problema che per alcuni aspetti è
legato alla compressione. In questo caso si tratta modificare la rap-
presentazione dell’oggetto inserendovi dell’informazione non visivamen-
te percepibile. Solo una opportuna elaborazione è in grado di estrarre
l’informazione aggiunta, rendendo cos̀ı possibile il riconoscimento del
modello. Il watermarking rende possibile la distribuzione dei modelli
prodotti, permettendo però la rintracciabilità del singolo modello. La
caratteristica fondamentale di una procedura di watermarking è la sua
robustezza. Esso deve essere essere resistente alle operazioni più comuni,
quali per esempio, variazione di scala, ricampionamento e sezionamento.

La modifica, l’animazione ed il morphing sono elaborazioni che ven-
gono effettuate spesso nel settore della computer graphics.
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Sebbene non rientrino nelle tematiche studiate in questa tesi, le ela-
borazioni post-ricostruzione sono interesanti perché evidenziano le ca-
ratteristiche che un paradigma per la rappresentazione di oggetti tri-
dimensionali deve possedere. Nei prossimi paragrafi, verranno trattati
più approfonditamente i temi legati all’ottimizzazione della rappresen-
tazione poligonale (surface simplification, §2.5.1), della modifica (Mode-
ling/Editing, 2.5.2), della animazione (Animation, 2.5.3) e del morphing
(§2.5.4).

2.5.1. Surface simplification

Nelle applicazioni di realtà virtuale e nei CAD tridimensionali l’inte-
rattività, intesa come risposta immediata del programma all’input del-
l’utente, è una condizione fondamentale per l’efficacia del programma:
per esempio, nei CAD, un lungo tempo di risposta ad un comando di
modellazione o una mancanza di fluidità nell’ispezione di un oggetto
possono stancare l’utente o diminuire l’intuitività di una operazione. In
alcune situazioni, la descrizione di una superficie è ridondante; per esem-
pio, se un oggetto è situato molto distante dal punto di vista, molti dei
suoi elementi costitutivi saranno visualizzati dallo stesso pixel, oppure
se l’oggetto è in movimento rispetto all’osservatore la precisione della
visualizzazione può essere sacrificata in favore di una maggiore fluidità
del movimento stesso (cioè del frame rate).

In casi come questi, una descrizione della superficie troppo ricca di
dettagli è inutile e rischia di essere dannosa per l’efficienza dell’applica-
zione. Sono quindi state studiate diverse tecniche per ottenere una de-
scrizione della stessa superficie a diversi livelli di dettaglio. Il problema
viene chiamato surface simplification: ottenere una descrizione più com-
patta della superficie (cioè utilizzando meno elementi), minimizzando la
differenza tra la superficie originale e quella semplificata.

Poiché molto spesso le superfici sono rappresentate attraverso un in-
sieme di triangoli (vedi §2.2.1), il problema viene spesso ricondotto alla
semplificazione di mesh poligonali (mesh simplification), cioè alla ridu-
zione del numero di triangoli necessario per rappresentare un oggetto
[CMS98]. Le tecniche di mesh simplification si differenziano dalle tec-
niche citate nel paragrafo 2.4.2 (ricostruzione multirisoluzione da punti)
per l’approccio alla costruzione della superficie multirisoluzione: nella
mesh simplification è necessario avere una descrizione della superficie in
formato poligonale, mentre gli approcci precedentemente illustrati sono
in grado di operare una ricostruzione a partire da un insieme di pun-
ti campionati sulla superficie stessa. In generale, quindi, le tecniche di
semplificazione vengono utilizzate dopo la ricostruzione. Il loro uso è in-
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Figura 2.25.: Descrizione multirisoluzione di una mesh [Hop96]

fatti legato ai vantaggi che si possono ottenere nella sintesi di immagini
tridimensionali.

L’obbiettivo della semplificazione è di preservare, per quanto possi-
bile, l’aspetto della superficie dell’oggetto, non la sua geometria o la sua
topologia.

Una prima classificazione degli algoritmi di surface simplification può
essere operata in base al fatto che la procedura sia studiata per un pre-
processing dei modelli oppure che la semplificazione debba esser effet-
tuata in real time. Il preprocessing viene effettuato per includere nella
rappresentazione dell’oggetto informazioni riguardanti la forma dell’og-
getto stesso a diversi gradi di precisione. Queste descrizioni possono
essere essenzialmente di due tipi [CCMS97]: Level of Detail (LOD) e
Multirisoluzione. Una descrizione LOD è composta da un insieme di
modelli dell’oggetto in questione caratterizzati da diversi gradi di detta-
glio. Una descrizione multirisoluzione contiene le informazioni necessarie
per passare, con una certa continuità, attraverso operazioni “elementa-
ri”, da un modello a descrizione minima (può essere anche un triangolo)
al modello alla massima risoluzione.

Gli algoritmi di mesh simplification si possono inoltre differenziare
a seconda dell’input e dell’output. La maggior parte degli algoritmi ac-
cetta in ingresso una rappresentazione della superficie descritta tramite
un insieme di vertici ed un insieme di triangoli descritti attraverso una
terna di vertici (vedi §2.2.1). Alcuni algoritmi sono in grado di gestire
anche informazioni relative al colore o ad altre caratteristiche dei vertici
o dei triangoli.

Vertex Clustering

Questa procedura di semplificazione è stata proposta da Rossignac e Bor-
rel nel 1993 [RB93]. Richiede come input una struttura dati composta
da una lista di vertici (coordinate 3D) e da una lista di facce poligonali
(non necessariamente triangolari) descritte tramite la sequenza di vertici
che le delimitano. L’algoritmo è composto da sette fasi:
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• Grading : Ad ogni vertice viene associato un peso che definisce
l’importanza percettiva del vertice. Sono tenuti in considerazione
i vertici che hanno una maggiore probabilità di essere sul profilo
dell’oggetto e quelli che non contengono piccoli dettagli. Il primo
fattore viene stimato mediante l’inverso del maggior angolo for-
mato dalle coppie di lati che incidono sul vertice. Il secondo fat-
tore viene stimato attraverso l’area delle facce alle quali il vertice
appartiene.

• Triangolazione: Ogni faccia è decomposta in triangoli. La lista
delle facce contiene cos̀ı solo sequenze di tre vertici.

• Clustering : I vertici vengono quindi raggruppati in cluster, in base
alla vicinanza geometrica. Il bounding box viene suddiviso unifor-
memente in celle (parallelepipedi). Il risultato di questa procedura
è una tabella contenente per ogni vertice l’indice della cella alla
quale appartiene.

• Sintesi : Viene calcolato il rappresentante per ogni cella. Una scel-
ta comunemente utilizzata è il vertice più vicino alla media pesata
dei vertici appartenenti alla cella. Ogni triangolo verrà ora rico-
struito mediante i tre vertici rappresentanti le celle nelle quali si
trovavano i vertici originali.

• Eliminazione: I triangoli originali possono essere degenerati in
segmenti o in punti, a seconda che due dei vertici originali o tutti
e tre siano stati mappati nello stesso vertice rappresentante. Se
questi triangoli degeneri appartengono già ad un triangolo nella
versione semplificata del modello possono essere rimossi. Inoltre
più triangoli possono essere stati mappati nello stesso triangolo e
quindi anche essi possono essere eliminati dalla descrizione.

• Calcolo delle normali : Le facce adiacenti e quasi coplanari vengono
raggruppate e la normale al vertice comune viene calcolata come
media delle normali alle facce in esame.

Mediante questa procedura, si possono calcolare una serie di modelli a
differenti LOD e poi decidere run-time quale modello utilizzare. L’ope-
razione di Grading è molto sensibile alla particolare tassellatura: con
gli stessi vertici, una faccia poligonale può essere suddivisa in triango-
li in diversi modi, influendo cos̀ı sia sul primo che sul secondo fattore
del Grading. Se la potenza di calcolo a disposizione lo consente, la
semplificazione può essere operata run-time. In tal caso, la regione da
suddividere durante il clustering può essere il bounding box dell’oggetto
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o un unico parallelepipedo contenente la scena (per esempio se si vuole
avere lo stesso livello di dettaglio in tutta la scena). Il numero di celle
della suddivisione dipende dalla complessità dell’oggetto, dal livello di
semplificazione desiderato e dall’importanza dell’oggetto relativamente
alla scena. Questa scelta va fatta run-time anche tenendo conto del-
le caratteristiche grafiche del sistema. Questo approccio non permette
di predeterminare in alcun modo il numero di triangoli finali o l’errore
di rappresentazione. La scelta dei rappresentanti dei cluster come sot-
toinsieme dei vertici originali ha il vantaggio di mantenere compatta la
descrizione dell’oggetto semplificato, in quanto non richiedere spazio per
la memorizzazione delle nuove coordinate, ma solo l’indice nella tabella
dei vertici. Qualora la semplificazione sia realizzata su un modello già
semplificato, al fine di contenere l’errore di approssimazione, è opportu-
no che la suddivisione al livello più fine sia propriamente contenuta nella
suddivisione a scala più ampia.

Questo approccio è stato migliorato in [LT97], dove vengono sugge-
rite le seguenti modifiche:

• Grading : utilizzo di cos(α
2 ) invece di 1

α , dove α è il massimo angolo
di incidenza.

• Clustering : viene introdotta la strategia chiamata floating cell clu-
stering, che consiste nel centrare ogni cella nel vertice con peso
maggiore. Il partizionamento dello spazio non è più uniforme, ma
viene eseguito iterativamente, mantenendo una lista dei vertici an-
cora da assegnare alle celle. In questo modo, il rappresentante è
più vicino al vertice con peso maggiore. L’effetto visivo è che i
triangoli stretti non tendono ad allargarsi.

• Eliminazione: triangoli allungati che collassano in lati vengono
visualizzati mediante segmenti di spessore e colore proporzionale
alle loro dimensioni e orientamento.

Progressive Mesh

L’approccio proposto da Hoppe in [Hop96] è di tipo multirisoluzione (fi-
gura 2.25). La rappresentazione multirisoluzione supporta geomorphing,
trasmissione progressiva, compressione e raffinamento selettivo. A parti-
re da una mesh triangolare (che può essere dotata anche di caratteristiche
quali il colore) produce una rappresentazione multirisoluzione composta
da un modello “minimo” e dalle informazioni per aggiungere i dettagli
necessari a raggiungere la risoluzione del modello originario. L’algoritmo
proposto si basa su una operazione di semplificazione (edge collapsing)
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invertibile (tramite vertex splitting). La qualità delle rappresentazioni
a risoluzione ridotta dipendono dall’ordine con il quale si scelgono i lati
da collassare. Poiché la procedura viene eseguita off-line si può scegliere
un algoritmo di selezione che assicuri un buon risultato percettivo. Allo
scopo, viene definita una funzione energia E che misura la differenza tra
una mesh M e la mesh originale Mo.

E(M) = Edist(M) + Espring(M) + Escalar(M) + Edisc(M)

Edist(M) misura la distanza tra i punti di Mo dalla mesh M e la mesh
originale, Espring(M) misura la lunghezza dei lati della mesh M (rego-
larizzatore), Escalar(M) misura l’accuratezza degli attributi dei vertici e
Edisc(M) misura l’accuratezza geometrica delle curve discontinue di M
(le forti discontinuità nella curvatura sono fattori percettivamente im-
portanti). All’inizio della semplificazione, viene calcolata la variazione
di energia per ogni spigolo e viene cos̀ı generata una lista di priorità.
Ad ogni passo viene collassato il lato che comporta la minore variazione
di energia e la lista viene aggiornata calcolando la variazione di ener-
gia relativa a ciascuno dei suoi vicini. Per calcolare il valore di Edist

relativo al collassamento di un dato lato, vengono presi i vertici di Mo

più, opzionalmente, una serie di punti campionati dalle sue facce. Essi
vengono proiettati sulla mesh M risultante dal collassamento e l’ener-
gia Edist assume un valore proporzionale alla distanza media tra i punti
prima e dopo il collassamento. Dopo il collassamento, una coppia di
vertici assume una posizione coincidente. Tale punto viene scelto tra i
due vertici che delimitano il lato ed il punto medio del lato stesso. La
scelta ricade su quello che minimizza la variazione di energia. Il pe-
so di Espring (che equivale alla costante di allungamento elastico) viene
fatto diminuire con il procedere della semplificazione. Per il calcolo di
Escalar bisogna determinare gli attributi del nuovo vertice in modo da
minimizzare una funzione distanza definita sullo spazio degli attributi.
Edisc rende conto sia delle discontinuità geometriche che di quelle degli
attributi. Questa energia è calcolata campionando un insieme di punti
dai lati a forte curvatura della mesh originale, e calcolando la distanza
di questi punti dai lati a forte curvatura della mesh attuale.

La codifica Progressive Mesh di una mesh poligonale consente di raf-
finare selettivamente la rappresentazione dell’oggetto in funzione delle
caratteristiche del dispositivo di visualizzazione [Hop97]. I criteri sui
quali il raffinamento è basato prendono in considerazione la regione di
spazio visualizzata nel frame considerato, l’orientamento della superficie
e l’errore di visualizzazione dello schermo. La procedura di raffinamento
o semplificazione viene eseguita in real-time. L’algoritmo utilizza geo-
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morphing per suddividere la trasformazione su diversi frame, evitando
cos̀ı l’apparizione o la sparizione istantanea di dettagli (popping).

Multiresolution Decimation

Un approccio simile è utilizzato in [CCMS97]. A differenza dei metodi
precedenti, l’insieme dei vertici utilizzati nelle mesh alle varie risoluzioni
è sempre un sottoinsieme dei vertici di partenza. Questo fatto consente
di mantenere contenuta la dimensione della rappresentazione multiriso-
luzione. Ad ogni passo viene eliminato un vertice e la superficie viene
ritriangolata in modo da minimizzare una funzione costo che tiene conto
della variazione dell’aspetto della superficie. Gli errori introdotti dal-
la eliminazione di un vertice e dalla successiva ritriangolazione vengono
calcolati in modo accurato. Il modello viene memorizzato come insie-
me di vertici e di facce. Per ogni faccia, viene memorizzata l’errore al
momento della sua apparizione e della sua scomparsa. Ciò consente di
ottenere, per un dato errore, il rappresentante del modello originale ge-
nerato come composizione delle facce il cui intervallo di errore include il
valore dato.

Quadric Error Metrics

Un approccio simile a quello in [Hop96] viene proposto in [GH97]. In
esso, l’operazione di edge collapsing viene sostituita con quella di pair
contraction. Entrambe le operazioni sostituiscono una coppia di vertici
con un vertice solo, ma mentre la prima limita la selezione della coppia
ai vertici topologicamente adiacenti, la seconda non pone questo limite.
Questa particolarità permette la fusione di parti separate, ma vicine, di
uno stesso modello. In questo modo viene mantenuto l’aspetto globale
dell’oggetto rappresentato — o, più in generale, degli oggetti che appar-
tengono alla scena. Ad ogni vertice è associata una quadrica (attraverso
una matrice) rappresentante la distanza del vertice dai piani delle facce
originali. Il vertice risultante dalla contrazione eredita le quadriche co-
me somma delle matrici dei genitori. La posizione del nuovo vertice è
calcolata, minimizzando una funzione errore quadratica, come soluzione
di un sistema lineare. Ad ogni passo viene operata la contrazione che
minimizza l’errore di rappresentazione. Data la località della procedu-
ra, il calcolo della variazione dell’errore va aggiornato solo per i punti
vicini alla coppia collassata. L’algoritmo è stato successivamente esteso
[GH98] per includere nel calcolo dell’errore anche attributi dei vertici
quali colore e texture. La motivazione teorica della abilità dei metodi
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Figura 2.26.: Semplificazione tramite quadric error metrics [GH97].

basati sulla metrica di errore quadrica di misurare l’errore geometrico è
stata discussa in [HG99].

Una metrica quadrica per misurare la differenza di rappresentazione
degli attributi dei vertici (appearance attributes) è utilizzata anche in
[Hop99].

Analisi Multirisoluzione

[LDW97] hanno proposto un’estensione dell’analisi multirisoluzione wa-
velet a superfici di topologia arbitraria. Tuttavia, il loro approccio ri-
chiede una mesh iniziale con connettività regolare (subdivision connec-
tivity). In [EDD+95] viene proposto un algoritmo per calcolare una
parametrizzazione smooth di una superficie poligonale ad alta risoluzio-
ne rispetto ad un dominio costituito da una copia a bassa risoluzione.
Questa parametrizzazione può essere utilizzata per ricampionare la su-
perficie ottenendo una mesh a connettività regolare da usare per una
rappresentazione multirisoluzione.

Normal Meshes

In [GVSS00] viene proposta una rappresentazione gerarchica denomina-
ta normal mesh. In tale rappresentazione, una mesh a bassa risoluzio-
ne (ma con le stesse proprietà topologiche della superficie finale) viene
utilizzata come livello gerarchico iniziale. I vertici degli strati seguen-
ti vengono memorizzati utilizzando una sola coordinata (l’altezza). A
partire da una mesh irregolare a bassa risoluzione, la risoluzione viene
aumentata utilizzando una suddivisione regolare 1:4. I vertici aggiunti
si trovano sulla normale al lato del triangolo originale, nel suo punto
mediano. Particolare attenzione deve però essere posta alla costruzio-
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ne della trasformazione della mesh originale nella sua rappresentazione
“normale”.

2.5.2. Modeling/Editing

Una rappresentazione gerarchica è utile per poter modificare le caratteri-
stiche del modello a diversi livelli di dettaglio [FB95][ZSS97][EDD+95]-
[LSS+98][GSS99][LJ94]. Nella realtà fisica, l’azione a diversi livelli di
dettaglio viene operata utilizzando strumenti diversi (per esempio, una
lima per sgrossare e un’altra per rifinire), ma la virtualità del model-
lo permette di utilizzare anche la codifica dell’oggetto oltre che dello
strumento. Ciò significa che un oggetto virtuale (per esempio, un se-
gnale digitale) può essere elaborato utilizzando strumenti che agiscono
a diverse scale (per esempio, filtri passabasso a differenti frequenze di
taglio) oppure, se la codifica dell’oggetto lo permette, operando solo sul
sottoinsieme di parametri dell’oggetto che codificano le caratteristiche
ad una determinata scale (per esempio, i coefficienti wavelet). Indipen-
dentemente dal tipo di multirisoluzione utilizzato per rappresentare la
superficie, la modellazione può essere applicata ad una determinata scala
agendo sulla codifica al livello di dettaglio corrispondente e lasciando in-
variati i rimanenti coefficienti della codifica. La località della rappresen-
tazione è una caratteristica ricercata per questo tipo di trasformazioni,
in quanto consente di agire su un limitato (e facilmente individuabile)
numero di coefficienti.

2.5.3. Animation

L’animazione di un modello 3D si ottiene associando una legge (in fun-
zione del tempo) di movimento dei punti della superficie. In pratica, per
modelli minimamente complessi, non è possibile specificare la legge di
moto di ogni punto della superficie. Una tecnica molto usata per l’ani-
mazione prevede l’utilizzo di una struttura scheletrica per la mappatura
del movimento. Generalmente questa struttura è costituita da segmenti
connessi fra loro in modo gerarchico e sottoposti a vincoli geometrici.
Ogni punto della superficie viene vincolato ad uno o più segmenti e
l’animazione viene ottenuta animando solo la struttura scheletrica.

Una rappresentazione gerarchica della superficie facilita l’animazione
del modello. La costruzione dello scheletro e la sua successiva associa-
zione al modello può essere effettuata utilizzando il modello a risoluzione
più bassa [LSS+98] [LMH00].

74



2.6. Conclusioni

Se il modello a bassa risoluzione corrisponde al dominio sul quale
viene definito il dettaglio, la sua modifica si ripercuote automaticamente
ai livelli superiori.

Alternativamente, viene usato lo space warping [LJ94]. Anche in
questo caso, la modifica può essere effettuata, efficientemente, solo sul
modello a bassa risoluzione.

2.5.4. Morphing

Il morphing è l’effetto visivo tramite il quale si realizza la trasformazio-
ne di un oggetto in un’altro. Il morphing viene realizzato mettendo in
relazione i parametri dei due diversi modelli mediante una funzione (pos-
sibilmente smooth) del tempo. Inoltre, per l’ottenimento di un migliore
effetto visivo, è importante che la relazione leghi tra loro i coefficienti
dei diversi modelli che codificano le caratteristiche omologhe. Per esem-
pio, per la realizzazione di un morphing tra due volti, il naso del volto
originale deve trasformarsi nel naso del volto finale.

La presenza di una struttura gerarchica per la rappresentazione delle
superfici facilita la realizzazione di tale effetto. Ciò è dovuto al fatto che
le caratteristiche principali degli oggetti dovrebbero essere percepibili
a scala elevata e quindi la costruzione della funzione di morphing può
essere effettuata sui coefficienti dei livelli a bassa risoluzione.

Anche in questo caso, la località della rappresentazione può essere
un vantaggio [LDSS99].

2.6. Conclusioni

La digitalizzazione di oggetti reali è un’operazione complessa, necessaria
in una vasta gamma di settori. I casi reali sono quindi caratterizzati da
una forte variabilità delle condizioni in cui la digitalizzazione deve essere
effettuata. Nonostante l’ampio spettro di soluzioni proposte, la digitaliz-
zazione, almeno ad un livello di astrazione sufficientemente elevato, può
essere descritta come una successione di operazioni ben caratterizzate.

L’acquisizione viene effettuata con lo scopo di collezionare un insieme
di dati che quantifichi le caratteristiche dell’oggetto acquisito. La rico-
struzione integra fra loro i dati raccolti nella fase precedente, producendo
una descrizione unica e accurata dell’oggetto. La fase di ottimizzazione
converte il modello ricostruito in un formalismo adatto alle successive
elaborazioni.

Lo scopo di questa tesi è di fornire una metodologia per la digita-
lizzazione. In particolar modo, l’attenzione sarà prestata alla fase di
ricostruzione.
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Nel prossimo capitolo, verrà esposta la metodologia sviluppata nel-
l’ambito di questa tesi. Essa si propone di organizzare in modo struttu-
rato le varie attività che la compongono, esplicitandone le funzionalità
e le relazioni che legano le varie fasi elaborative. Nel capitolo 4 verrà
approfondita la descrizione di due paradigmi multirisoluzione, MRA ed
HRBF, già introdotti nel paragrafo 2.4.2. HRBF è stato sviluppato
nell’ambito di questa tesi. Le sue proprietà di approssimatore verran-
no comparate con quelle di MRA. Nel capitolo 5 verrà presentato un
esempio applicativo della metodologia sviluppata, Autoscan.
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Il problema della generazione di copie digitali di oggetti reali scompo-
nibile in diversi sottoproblemi, categorizzabili in acquisizione dei dati,
ricostruzione del modello e ottimizzazione. Nel capitolo precedente so-
no stati analizzati i problemi e le peculiarità degli approcci proposti in
letteratura per trattare con essi.

Una revisione critica degli approcci in letteratura è utile per fornire
una visione del problema utilizzando diverse chiavi di lettura. Essa
favorisce una categorizzazione dei problemi di maggiore interesse e delle
tecniche utilizzate per risolverli.

Una metodologia è uno schema nel quale far rientrare una classe di
problemi e le corrispondenti tecniche per la loro soluzione. Essa non
fornisce quindi diretti spunti implementativi, ma si pone ad un livello
di astrazione più elevato, epurando dai dettagli implementativi legati
alle esigenze dell’applicazione specifica e suggerendo una strategia co-
mune alla soluzione di una classe di problemi. L’uso di una metodologia
consente la valutazione delle funzionalità e l’esplicitazione delle relazioni
tra le varie fasi elaborative piuttosto che delle prestazioni delle singole
tecniche.

Alla luce degli aspetti emersi nel capitolo 2, uno schema generale per
la digitalizzazione sarà discusso in §3.1.

Il lavoro di questa tesi è stato focalizzato sul problema della ricostru-
zione. Un contributo innovativo di questa tesi è infatti costituito dalla
formalizzazione di una metodologia per la generazione di modelli tridi-
mensionali di oggetti reali a partire da dati campionati sulla superficie
degli oggetti. Essa sarà presentata in §3.2. Inoltre, come verrà descritto
in §3.3, la ricerca è stata rivolta alla ideazione ed allo sviluppo di un
paradigma di rappresentazione del modello che rispondesse ai requisiti
richiesti dalla metodologia proposta ed allo sviluppo di una realizzazione
della metodologia, cioè di un sistema di digitalizzazione rientrante nello
schema tracciato nella metodologia.
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3.1. La digitalizzazione

La digitalizzazione si può scomporre in tre fasi: acquisizione, ricostru-
zione e ottimizzazione.

3.1.1. Acquisizione

Lo scopo della fase di acquisizione è fornire, a partire da un oggetto
reale, una collezione di informazioni riguardanti la superficie dell’oggetto
stesso. Essa di compone di tre attività: pianificazione, calibrazione e
misura.

La pianificazione delle acquisizioni ha come scopo il posizionamento
dei sensori del sistema in modo da coprire le regioni di interesse del-
la superficie dell’oggetto. La calibrazione fornisce una descrizione della
trasformazione operata dai sensori. La fase di misura utilizza le infor-
mazioni di calibrazione per trasformare i dati ricavati dai sensori nella
collezione di dati da passare alla fase di ricostruzione.

Le variabili della fase di acquisizione sono legate essenzialmente al
tipo di strumento utilizzato per il campionamento ed il tipo di ogget-
to: dimensioni dell’oggetto, condizioni ambientali, motilità dell’oggetto,
sensibilità dell’oggetto a misure invasive, tipo di dispositivo di misu-
ra, numero di sensori, risoluzione dei sensori, campo di acquisizione dei
sensori, livello di dettaglio desiderato. A seconda della conoscenza o
del controllo che si possono esercitare su di esse è possibile determinare
le condizioni operative ottimali. Fra le variabili si possono individuare
alcuni gruppi tra loro dipendenti. Per esempio, numero di sensori, riso-
luzione dei sensori, campo di acquisizione dei sensori limitano il livello
di dettaglio ottenibile in fase di ricostruzione.

La fase di acquisizione colloquia con la fase di ricostruzione. La prima
passa alla seconda la collezione di dati acquisiti, eventualmente corredati
da informazioni aggiuntive (per esempio, la posizione dei sensori rispetto
ai dati). Da essa può ricevere la richiesta di nuove acquisizioni (dati
mancanti o ambigui, maggiore dettaglio) o un modello approssimato per
migliorare l’accuratezza delle misure effettuate (per esempio, migliorare
la stima del colore effettivo data la curvatura della superficie).

3.1.2. Ricostruzione

La fase di ricostruzione deve fornire un modello digitale tridimensio-
nale dell’oggetto a partire dalla collezione di dati forniti dalla fase di
acquisizione. Essa si compone principalmente di tre attività: generaliz-
zazione, registrazione e fusione. Questa fase è di particolare interesse
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ACQUISIZIONE
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Figura 3.1.: Schema ad alto livello della metodologia di digitalizzazione
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per questa tesi. Essa sarà discussa in modo più formale ed approfon-
dito nel paragrafo §3.2. Le variabili di questa fase sono: conoscenze
a priori sulle caratteristiche dell’oggetto, appartenenza dell’oggetto ad
una classe, scelta del paradigma di rappresentazione e dell’algoritmo di
configurazione, risoluzione e accuratezza desiderata.

La fase di ricostruzione colloquia con la fase di acquisizione e con
la fase di ottimizzazione. Le modalità e le informazioni scambiate sono
descritte nei paragrafi dedicati a queste fasi (§3.1.1 e §3.1.3).

3.1.3. Ottimizzazione

La fase di ottimizzazione e conversione finalizza il modello generato dal-
la fase di ricostruzione per una determinata applicazione obbiettivo. Le
attività svolte in questa fase sono quindi fortemente dipendenti dal-
le caratteristiche richieste dall’applicazione obbiettivo. Tipicamente, vi
vengono operate una conversione del modello in un altro paradigma e
la sua ottimizzazione. Le variabili sono: formalismo di rappresentazione
utilizzato dall’applicazione obbiettivo, risorse computazionali a disposi-
zione dell’applicazione, supporto di visualizzazione utilizzato, esigenze
di animazione e/o modellazione.

Questa fase dialoga con la fase di ricostruzione, dalla quale riceve il
modello tridimensionale dell’oggetto acquisito ed alla quale, in linea teo-
rica, può richiedere un modello maggiormente dettagliato. Nella pratica,
tuttavia, raramente vi è necessità di un ritorno di informazioni verso la
fase di ricostruzione, in quanto la risoluzione di acquisizione è general-
mente più elevata di quanto i dispositivi di visualizzazione riescano a
supportare.

3.2. La ricostruzione

In questa tesi è stata dedicata maggiore attenzione alla fase di rico-
struzione, in quanto essa rappresenta il nocciolo del problema della di-
gitalizzazione. Essa sarà quindi analizzata più in dettaglio delle fasi di
acquisizione ed ottimizzazione, strutturando e caratterizzando le attività
di cui essa si compone in modo più particolareggiato.

La fase di acquisizione fornisce una collezione di viste (view) dalle
quali vengono estratti (campionati) i dati per la ricostruzione. I dati
vengono poi elaborati (generalmente mediante uno schema iterativo)
per ricostruire un modello tridimensionale dell’oggetto acquisito.

Sia S0 = {S0
1 , . . . , S0

N} l’insieme di dati campionati ricavati dalle N
viste. L’indice in apice riporta il numero ordinale di iterazioni eseguite
durante il processo di raffinamento — inizialmente 0.
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Possono essere individuate essenzialmente due strategie per la rico-
struzione di modelli digitali da informazioni raccolte mediante molteplici
di viste:

• Per ogni insieme, S0
i , i dati vengono utilizzati per costruire, tramite

generalizzazione, un modello M0
i . I modelli delle singole viste ven-

gono suddivisi in gruppi di viste adiacenti e poi sottoposti ad una
trasformazione al fine di riportarli in un unico sistema di riferimen-
to per gruppo (registrazione). Infine, i modelli sono sottoposti ad
una trasformazione che ne modifica la geometria nelle regioni di so-
vrapposizione, al fine di ottenere un unico modello tridimensionale
per gruppo (fusione). Al termine di un ciclo di elaborazione appe-
na descritto, si ha la collezione di modelli M1 = {M1

1 , . . . , M1
N1},

dove N1 è il numero di gruppi formati durante la registrazione dei
modelli al passo 0. La procedura di registrazione e fusione viene
iterata fino all’ottenimento di un unico modello tridimensionale.
Queste operazioni sono schematizzabili come riportato in figura
3.2.

• Per ogni insieme, S0
i , i dati vengono utilizzati per costruire, trami-

te generalizzazione, un modello M0
i . I modelli delle singole viste

vengono suddivisi in gruppi di ricostruzioni parzialmente sovrap-
poste e, all’interno di ogni gruppo, sottoposti ad una trasforma-
zione al fine di riportarli ad un sistema di riferimento comune,
(registrazione). Tale trasformazione viene applicata anche ai da-
ti, generando cos̀ı la collezione di insiemi S1 = {S1

1 , . . . , S1
N1}.

Tali insiemi vengono utilizzati per costruire un’altra collezione di
modelli, M1 = {M1

1 , . . . , M1
N1}. Agli elementi di M1 può essere

nuovamente applicata la procedura di registrazione, fino all’otte-
nimento di un unico insieme di dati dal quale ricavare il modello
tridimensionale dell’oggetto acquisito. Questa strategia è stata
schematizzata in figura 3.3.

La differenza tra i due approcci risiede essenzialmente nel ruolo della
generalizzazione. Nel primo caso, tutta la potenza del metodo scelto
per la ricostruzione della superficie è utilizzata nella ricostruzione delle
superfici delle varie viste: i dati non saranno più utilizzati. La ricostru-
zione deve quindi estrarre tutta l’informazione che gli è possibile ricavare
dai dati. Nel secondo caso, invece, la ricostruzione è utilizzata come sup-
porto per la registrazione e la fusione. I dati vengono aggiornati ad ogni
iterazione e un nuovo modello viene ricostruito.

La seconda strategia è quindi più costosa (si ricalcolano i modelli ad
ogni iterazione), ma è anche la più scrupolosa: le ricostruzioni possono
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S0
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M z

Figura 3.2.: La ricostruzione può essere effettuata utilizzando i da-
ti forniti dall’acquisizione solo per ricostruire le superfici
corrispondenti alle viste.
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Figura 3.3.: Le elaborazioni vengono effettuate sulle ricostruzioni
parziali e poi vengono riportate ai dati.
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infatti giovarsi di insiemi di dati più estesi (effetto ai bordi, ridondanza).
Inoltre, se l’operazione di fusione viene definita componendo la registra-
zione dei dati, la loro fusione e la successiva ricostruzione del modello, la
prima strategia può essere vista come un caso particolare della seconda1.

La multirisoluzione può essere impiegata per ridurre il costo com-
putazionale delle procedure e per conferir loro maggiore robustezza. I
paradigmi gerarchici, infatti, consentono di rappresentare la superficie
ricostruita a diversi gradi di dettaglio. Questo fatto permette di procede-
re, nella ricerca delle trasformazioni ottimali, mediante approssimazioni
successive. Prendendo in considerazione solo le caratteristiche essenziali
delle superfici — le quali generalmente diventano evidenti anche a bas-
sa risoluzione — è possibile esplorare in modo robusto (anche se non
accurato) estese regioni dello spazio di ricerca. Partendo da una soluzio-
ne approssimata, il dettaglio — eventualmente a scale differenti — può
essere preso in considerazione per trovare la soluzione ottimale. Al con-
trario, utilizzando superfici con molti dettagli a bassa scala, la soluzione
trovata è costosa (più dettagli, più calcoli) e la procedura di ricerca è
maggiormente soggetta a rimanere intrappolata nei minimi locali.

3.2.1. Formalizzazione della metodologia

SiaM il paradigma utilizzato per la rappresentazione della superficie. Ai
fini ed al livello di astrazione di questa trattazione, una istanza M ∈M
di questo paradigma può essere caratterizzata univocamente dall’insieme
{θ, K, P}, dove θ è un vettore di parametri che esprime le caratteristiche
geometriche e fotometriche della superficie di M , K è una descrizione
della topologia di M e P è la parametrizzazione della superficie. La
procedura di generalizzazione di un insieme di dati S, formalizzabile
come una funzione G : S → M, ha quindi lo scopo di scegliere, dato
un paradigma M l’elemento Mi più adatto alla rappresentazione della
superficie dalla quale S è stato campionato. La scelta viene fatta, per
una opportuna funzione D che misura la distanza tra la superficie e i
dati, individuando il modello ottimale:

G(S) = arg min
Mi∈M

= D(Mi, S)

1Questi approcci possono essere ulteriormente generalizzati prendendo in conside-
razione anche una retropropagazione alla fase di acquisizione delle informazioni
risultanti dall’integrazione. La possibilità di utilizzare tali informazioni per dimi-
nuire l’incertezza presente sui dati è però fortemente dipendente dallo strumento
di misura e dalle tecniche utilizzati per ottenere gli insiemi di dati relativi alle vi-
ste. L’analisi dettagliata di tale retropropagazione va oltre gli scopi della presente
tesi.
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In teoria la ricerca dovrebbe estendersi su tutto l’insieme delle caratte-
ristiche del modello, {θi, Ki, Pi}. Ciò è però difficilmente realizzabile
nella pratica, dove la topologia, Ki, e la parametrizzazione, Pi, vengono
fornite a priori, limitando cos̀ı la ricerca al vettore delle caratteristiche
geometriche, θi. Solitamente, nella pratica, le informazioni di natura
geometrica e quelle fotometriche vengono trattate in due momenti diffe-
renti. Per semplicità, le caratteristiche fotometriche vengono ricostruite
dopo aver individuato le caratteristiche di superficie ottimali. Al livel-
lo di astrazione in cui si pone la presente trattazione, tuttavia, queste
procedure possono essere come un’unica procedura di adattamento ai
dati. La parametrizzazione, Pi, può poi essere adattata (a posteriori)
sulla topologia e la geometria in base alle necessità della applicazio-
ne obiettivo. Inoltre, la ricerca è spesso vincolata dalla formalizzazio-
ne di alcune caratteristiche conosciute a priori (per esempio, grado di
accuratezza, ingombro della rappresentazione). Una più realistica mo-
dellizzazione della procedura di generalizzazione è quindi una funzione
G : S × K × P × V → M, dove K e P sono rispettivamente l’insieme
delle topologie e delle parametrizzazioni2 degli elementi di M, e V è la
classe degli insiemi di vincoli che si possono imporre sui vettori delle
caratteristiche geometriche θi.

La procedura di ricostruzione parte da una collezione di N0 insie-
mi di dati S0 = {S0

1 , . . . , S0
N0} ed ottiene la sequenza di collezioni

{Sj | j = 1, . . . , z}, composte ciascuna di N j elementi, N j+1 < N j , con
N z = 1. Al passo j-esimo della generazione del modello, vengono rico-
struite le corrispondenti superfici M j = {M j

1 , . . . , M j
Nj}. Esse vengono

utilizzate per la registrazione, la quale avviene partizionando l’insieme
M j in N j+1 gruppi di superfici che coprono regioni parzialmente sovrap-
poste dell’oggetto da ricostruire, e individuando una trasformazione che
porti le loro rappresentazioni in un sistema di riferimento consistente
con la realtà. Al termine della registrazione, quindi, ad ogni modello
M j

i è associata una trasformazione Rj
i che può essere applicata ai dati

Sj
i . I dati appartenenti ad ogni partizione possono quindi essere fusi tra

di loro, generando cos̀ı l’insieme Sj+1. Per rendere più leggera la lettu-
ra, dove non vi siano possibili ambiguità, l’apice che indica il numero di
passi di raffinamento eseguiti verrà tralasciato.

Per formalizzare in modo più chiaro le operazioni di integrazione, è
necessario introdurre esplicitamente una notazione per descrivere la par-
tizione. Essa verrà denotata come la collezione di indici che individuano

2La parametrizzazione è solitamente legata alla topologia, quindi la funzione G può
essere non suriettiva.
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Figura 3.4.: Acquisizione multi-vista.
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i modelli dello stesso cluster:
{

Cj
k |Cj

k ⊆ {1, . . . , N j}, k = 1, . . . , N j+1
}

tali per cui
⋃

k Ck = {1, . . . , N} e Ck ∩ Ch = ∅, ∀k, h k 6= h. Le elabo-
razioni necessarie per l’integrazione dei dati vengono operate a livello di
cluster. Dunque, al passo j, il k-esimo cluster è composto dai modelli
MCk

= {Mh |h ∈ Ck} ed al termine del passo di integrazione, l’insieme
di dati Sj+i

k sarà ottenuto come fusione della collezione di insiemi di dati
SCk

= {Sj
h |h ∈ Cj

k}. Per comodità di notazione definiamo, per ogni clu-
ster Ck, una funzione enumerativa ck(·), la quale enumera gli elementi
dell’insieme di indici Ck. La collezione di modelli del k-esimo cluster è
cos̀ı esprimibile nel seguente modo:

MCk
= {Mck(1), . . . ,Mck(|Ck|)}

dove |Ck| indica la cardinalità dell’insieme Ck. Il partizionamento può
essere effettuato utilizzando eventuali informazioni derivate dalla cali-
brazione (che potrebbe fornire la posizione dei sensori ed il campo di
acquisizione rispetto ad un sistema di riferimento esterno) o dall’acquisi-
zione (la posizione di marcatori speciali rispetto al sistema di riferimento
dei sensori).

La registrazione consiste essenzialmente nella ricerca della trasforma-
zioni affini (§6.2) da applicare ad ogni modello per far s̀ı che le regioni
comuni siano sovrapposte. Nei casi reali, i dati dai quali i modelli so-
no stati generati sono affetti da rumore e distorsioni che differiscono da
vista a vista: anche nelle regioni comuni, quindi, i modelli differisco-
no tra loro. La sovrapposizione perfetta non si può perciò ottenere, e
pertanto si cerca un insieme di trasformazioni tale da minimizzare la
distanza delle superfici nelle regioni comuni. Questa ottimizzazione, ge-
neralmente, non viene effettuata utilizzando direttamente le superfici
per via del costo computazionale che tale procedura richiederebbe e per
la sua sensibilità ai minimi locali. Per questo motivo, la registrazione è
generalmente composta di due passi:

• estrazione di caratteristiche (features),

• allineamento.

La prima operazione ha per scopo la caratterizzazione delle regioni co-
muni alle superfici appartenenti allo stesso cluster. Le caratteristiche
possono essere per esempio, punti o linee sulla superficie. L’importante
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è che siano stimabili in modo robusto, perché da esse dipende l’affida-
bilità della registrazione. Esse vengono modellizzate come il risultato di
una procedura:

f j
i = E(M j

i ).

Le caratteristiche sono definibili come proprietà dell’oggetto nelle regioni
comuni del cluster, e il termine fi identifica la loro rappresentazione nel
modello Mi.

Le caratteristiche vengono utilizzate per calcolare le trasformazioni
necessarie per allineare le superfici. La ricerca della trasformazione affine
basata su poche caratteristiche affidabili è infatti molto più robusta ed
economica. L’allineamento, per ogni cluster Ck, è quindi formalizzabile
come:

[Rck(1) · · · Rck(|Ck|)] = arg min
[R1 ···R|Ck|]

Distf
([

R1(fck(1)) · · · R|Ck|(fck(|Ck|))
])

[Rck(1) · · · Rck(|Ck|)] identifica il vettore di trasformazioni di registrazione
per i modelli appartenenti al cluster k-esimo. La funzione Distf misura
la differenza tra le trasformazioni subite dalle caratteristiche dei modelli
dello stesso cluster.

Per rendere la soluzione univoca, in generale si può fissare una di que-
ste trasformazioni come l’identità. Per esempio, senza perdere di genera-
lità, si può fissare Rck(1) = I. Le altre trasformazioni, {Rck(2), . . . , Rck(|Ck|)},
avranno quindi lo scopo di riferire i modelli ad esse corrispondenti al
sistema di riferimento del primo modello del cluster (identificato da
ck(1)).

La minimizzazione della funzione Dist non è facilmente ottenibi-
le. Sebbene la trasformazione di registrazione sia essenzialmente una
trasformazione lineare, il numero dei possibili abbinamenti delle caratte-
ristiche rende improponibile una ricerca esaustiva dello spazio di ricer-
ca. Per questo motivo si ricorre spesso a procedure iterative, come ad
esempio ICP.

La registrazione viene quindi propagata agli insiemi di dati apparte-
nenti al cluster, i quali vengono successivamente fusi tra loro per formare
uno degli insiemi di dati del passo di integrazione successivo:

Sj+1
k = F (R

Cj
k
(Sj

Cj
k

))

Una definizione banale di F può essere l’operazione di unione insie-
mistica:

F (RCk
(SCk

)) =
⋃

i∈Ck

RCk
(Si)
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1 2 3 4

5 6 7 8

Figura 3.5.: I dati raccolti dalla sessione raffigurata in figura 3.4 ven-
gono generalizzati (il vero profilo dell’oggetto è riportato
tratteggiato).
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Figura 3.6.: Estrazione delle caratteristiche.
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Ciò non tiene però conto delle caratteristiche dei sistemi di acquisizio-
ne: l’errore di misura non è uniforme, ma dipende dalle caratteristiche
della superficie nel punto campionato. Per esempio, regioni quasi pa-
rallele alla direzione di acquisizione hanno una incertezza nella misura
maggiore di quelle perpendicolari al sensore. La semplice unione degli
insiemi di dati potrebbe quindi causare la presenza, nella stessa regione
di spazio, di dati con differente grado di affidabilità. Questo non è un
problema, se l’operatore di generalizzazione è in grado di trattare dati
considerandone anche il grado di affidabilità.

Una soluzione più generale può includere nella fase di fusione l’o-
mogeneizzazione dei dati delle regioni comuni, utilizzando i dati più
affidabili per correggere quelli affetti da una maggiore incertezza. Un
operatore di fusione con queste proprietà deve quindi essere costruito
sulle caratteristiche dei dati appartenenti al cluster. Ciò può essere rea-
lizzato sfruttando la descrizione della superficie dell’oggetto fornita dal
modello.

L’operazione di fusione può quindi essere prima effettuata sui mo-
delli dello stesso cluster (Fh(Rh(Mh)), ∀h ∈ Ck) e poi retropropagata
agli insiemi di dati corrispondenti (Fh(Rh(Sh)), ∀h ∈ Ck). Ciò equivale
nei fatti alla costruzione di un nuovo modello. In particolare, è richie-
sta la fusione delle informazioni topologiche e di parametrizzazione. In
generale, tuttavia, il modello risultante dalla fusione dei modelli di un
cluster, F j

Ck
(M j

Cj
k

) sarà diverso dal modello ottenuto generalizzando il

risultato della fusione dei dati del cluster considerato, M j+1
k = G(Sj

Cj
k

).

Inoltre, come è stato detto in precedenza, solitamente la procedura
di generalizzazione richiede una topologia sulla quale costruire il mo-
dello. Sebbene, come è stato illustrato in §2.4, esistano metodi per la
ricostruzione della topologia a partire da informazioni geometriche, la
conoscenza accumulata nel precedente passo di integrazione può essere
sfruttata, migliorando cos̀ı l’efficienza della metodologia. La fusione dei
modelli al passo j richiede (o induce) la fusione della topologia dei mo-
delli del cluster. Essa può essere utilizzata per la fase di generalizzazione
del passo j +1. La topologia del passo 0 può essere omeomorfa al piano,
cos̀ı come la parametrizzazione. Dopo la fusione, si ottiene una nuova
topologia e una nuova parametrizzazione, che possono essere utilizzate
come topologia e parametrizzazione del passo 1. In generale, quindi:

Kj+1
k = F j

k (Kj

Cj
k

) e P j+1
k = F j

k (P j

Cj
k

).
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3.2.2. Utilizzo dei paradigmi gerarchici

I paradigmi gerarchici (§2.4.2) si contraddistinguono per:

• multirisoluzione

• località spaziale

La multirisoluzione permette di descrivere le caratteristiche geometriche
della superficie a diversi livelli di dettaglio. In un’ottica di teoria del
segnale questa proprietà può essere vista come località nel dominio delle
frequenze. La località spaziale consente di limitare l’utilizzo di risorse
computazionali solo nelle regioni dove vi è effettivamente informazione.

Queste caratteristiche possono essere sfruttate in diverse fasi della
metodologia introdotta nel precedente paragrafo.

L’uso più immediato è durante la fase di generalizzazione: la rap-
presentazione della geometria di una superficie è l’uso più naturale per
questi paradigmi. La località spaziale consente di configurare il modello
geometrico in modo economico in quanto coinvolge solo una parte dell’in-
sieme di dati. La multirisoluzione consente di limitare l’ottimizzazione
al grado di approssimazione necessario per le elaborazioni successive.
Inoltre, in generale, l’utilizzo di una struttura gerarchica consente di
limitare l’uso di risorse computazionali.

La loro capacità di decorrelare l’informazione a differenti livelli det-
taglio fornisce uno strumento sia per limitare l’utilizzo delle risorse com-
putazionali, che per disporre di informazioni già caratterizzate da una
finestra spazio-frequenza. Questa particolarità può essere sfruttata per
la registrazione, sia durante la fase di estrazione delle caratteristiche che
durante l’allineamento. Le caratteristiche sono generalmente legate alle
proprietà delle derivate della superficie (per esempio, spigoli) le quali
vengono in genere facilmente individuate a partire dalla rappresentazio-
ne multirisoluzione. Appare, inoltre, evidente che prima di cercare una
correlazione tra le caratteristiche a scala bassa dei modelli dello stesso
cluster, è necessario cercarla fra le caratteristiche a larga scala.

La caratteristica di località spaziale può inoltre essere sfruttata al
momento della fusione: solo le unità nelle regioni comuni saranno inte-
ressate dalle modifiche.

La rappresentazione multirisoluzione può essere sfruttata anche per
un raffinamento della topologia. I dettagli sono ovviamente legati al
particolare paradigma, M, scelto per la rappresentazione dell’oggetto
acquisito. Tuttavia, una rappresentazione a bassa risoluzione può essere
utilizzata come descrizione della topologia dei modelli a risoluzione più
elevata.
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3.2.3. Alcuni problemi nell’acquisizione dei dati

La metodologia esposta poco sopra non considera esplicitamente alcuni
problemi causati dalla forma che un generico oggetto reale può avere. La
rilevazione e la soluzione di questi problemi può tuttavia essere inclusa
nei passi di cui si compone la metodologia.

Può capitare che alcune parti dell’oggetto ne nascondano altre alla
visione dei sensori (figura 3.10). Ciò può causare due situazioni:

• ambiguità,

• dati mancanti.

I dati si dicono ambigui quando portano a conclusioni discordanti.
Nel contesto considerato, le ricostruzioni effettuate sulle singole viste
sono geometricamente discordanti. All’interno della metodologia propo-
sta, le ambiguità possono essere rilevate in fase di registrazione, dove può
verificarsi che in alcune regioni vi siano corrispondenze, mentre in altre
vi siano differenze sostanziali. Una delle ipotesi sulle quali si basano le
ricostruzioni è che le viste siano composte da dati spazialmente contigui,
il che permette alla generalizzazione di descrivere una superficie conti-
nua. Questa ipotesi viene chiaramente a cadere in caso di occlusioni in
acquisizione.

I dati mancanti sono causati dall’impossibilità dei sensori di rac-
cogliere informazioni in alcune regioni della superficie dell’oggetto. Essi
possono essere il sintomo di un cattivo view-planning, ma possono essere
anche dovuti alla effettiva inaccessibilità della superficie. In tal caso, il
comportamento della metodologia è guidato dalla strategia di individua-
zione della topologia e dalla capacità della procedura di generalizzazione
del paradigma prescelto di sopperire alla mancanza di informazioni in
una regione più o meno estesa (figura 3.11).

Per correggere questa situazione, è necessario introdurre una fase di
segmentazione dei dati delle viste. In genere, in questa fase possono es-
sere utilizzate conoscenze e informazioni ausiliarie derivanti dal sistema
di acquisizione utilizzato. Per esempio, analisi della pendenza [PST00]
[HJBJ+96]. Se nella fare di registrazione si rileva un’ambiguità, bisogna
quindi annullare alcune operazioni (roll-back) e modificare le condizioni
di partenza. In questo caso, si annulla la ricostruzione (ed eventualmen-
te il clustering) e si torna alle collezioni di dati delle viste. Su di esse si
opera la segmentazione (utilizzando le informazioni derivate dalla regi-
strazione fallita), suddividendo le viste che erano causa di ambiguità in
due o più (sotto)viste (figura 3.12).
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3.3. Contributo della tesi

Nell’ambito di questa tesi, la ricerca è stata svolta, sia in campo teo-
rico che applicativo, con l’intento di sviluppare una metodologia che
organicamente incorpora in modo innovativo i passi atti ad ottenere la
riproduzione digitale di oggetti reali a partire da un campionamento del-
la superficie. In particolare, lo sforzo è stato indirizzato nella soluzione
del problema della ricostruzione delle caratteristiche di una superficie a
partire da dati campionati su di essa.

In quest’ottica va considerata la metodologia esposta in §3.2. Es-
sa è stata sviluppata ad alto livello di astrazione al fine di fornire un
approccio strutturato, ma fortemente modulare e flessibile, capace di
adattarsi efficacemente a numerose condizioni operative, includendo si-
nergicamente e organicamente non solo soluzioni innovative, ma anche
la maggior parte delle tecniche presentate in letteratura per trattare i
singoli aspetti del problema (capitolo 2). Il procedimento è stata suddi-
viso in diverse fasi, ognuna delle quali caratterizzata dall’elaborazione di
un modello tridimensionale scelto all’interno di un paradigma di rappre-
sentazione. Le fasi sono tra loro differenziate in base alle elaborazioni
operate sui modelli. Il paradigma di rappresentazione non è specificato,
ma deve essere in grado di descrivere le caratteristiche della superficie di
un oggetto reale. Diversi paradigmi sono stati presentati nel capitolo 2.
Sebbene quasi tutti abbiano le capacità descrittive richieste dalla meto-
dologia individuata, appare evidente (§3.2.2) che i paradigmi gerarchici
possano fornire un supporto più elegante alle diverse fasi elaborative.

Allo scopo è stato sviluppato il paradigma HRBF (accennato in
§2.4.2, verrà illustrato nei dettagli nel capitolo 4), indagando sulle sue
proprietà come approssimatore di funzioni in termini di accuratezza e ro-
bustezza della ricostruzione. Ad una dimostrazione teorica delle qualità
citate, sono state fatte seguire prove sperimentali su insiemi di dati sia
sintetici che reali. HRBF è stato utilizzato come paradigma ricostrutti-
vo per il modulo di ricostruzione di uno scanner digitale sperimentale,
Autoscan (§5). I vantaggi della multirisoluzione prodotta da HRBF so-
no stati illustrati all’interno del sistema Autoscan per la digitalizzazio-
ne di volti umani. Autoscan rappresenta una istanza realizzativa della
metodologia illustrata precedentemente. La sua struttura modulare ri-
specchia la suddivisione operativa e la relazione tra i vari passi proposta
nella metodologia.

HRBF è stato confrontato con il paradigma gerarchico più diffuso,
MRA, basato sulla trasformata wavelet. Il confronto ha riguardato sia
gli aspetti teorici, che quelli pratici. A tale scopo, sulla scia di quanto
esistente per l’elaborazione mediante MRA, HRBF è stato riformulato
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in chiave digitale. Ciò da un lato ha permesso un confronto più pun-
tuale con MRA, dall’altro ha messo in evidenza la possibilità di una im-
plementazione veloce e robusta eventualmente utilizzando componenti
hardware standard.

Il contributo innovativo della presente tesi può quindi essere riassunto
nei seguenti punti:

• definizione di una metodologia modulare e strutturata per la ge-
nerazione di modelli tridimensionali;

• ideazione e valutazione di HRBF come paradigma multirisoluzione
per la ricostruzione di superfici a partire da dati campionati affetti
da rumore;

• comparazione con MRA;

• riformulazione degli algoritmi HRBF in chiave digitale;

• contributo rilevante alla creazione del modulo di ricostruzione di
Autoscan nonché valutazione delle prestazioni di accuratezza nel
campionamento di superfici.

Metodologia In questa tesi è stata definita una metodologia modula-
re e strutturata capace di inglobare organicamente i passi necessari ad
affrontare specifiche condizioni operative delle applicazioni.

Valutazione di HRBF come paradigma multirisoluzione Una parte
cospicua del lavoro di questa tesi è consistita nella comparazione tra le
proprietà delle HRBF con quelle delle Analisi Multirisoluzione (MRA),
il paradigma multirisoluzione più diffusamente utilizzato (un breve ac-
cenno in §2.4.2, una trattazione più estesa nel capitolo 4). Il loro utilizzo
spazia, infatti, in diverse discipline e campi applicativi. In [BMF99] so-
no state esplorate le caratteristiche di approssimazione e di convergenza
delle HRBF e confrontate con quelle delle MRA. È possibile dimostrare
che, sebbene le HRBF non possano essere assimilate alle MRA, con esse
condividono il fatto di realizzare una base di Riesz per lo spazio del-
le approssimazioni e possiedono le stesse proprietà di approssimazione
asintotica. Inoltre, raggiungono più facilmente un desiderato grado di
approssimazione.

Una delle ragioni della diffusione delle MRA è la possibilità di ri-
cavare la codifica e di ricostruire un insieme di dati in modo rapido
ed efficiente mediante un algoritmo chiamato Fast Wavelet Transform
(FWT). Esso permette una implementazione mediante filtri FIR digitali
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che ne rendono possibile la realizzazione hardware utilizzando compo-
nenti poco complessi. Il campo di applicazione è limitato al caso di dati
equispaziati, ma questo non rappresenta una limitazione nei casi reali.

Riformulazione HRBF in chiave digitale In [FBP00] è stata opera-
ta una riformulazione delle HRBF in chiave digitale, la quale è stata
utilizzata per un confronto con la FWT.

Sebbene il filtro gaussiano non sia un filtro FIR, esso può esser-
vi approssimato trascurando gli elementi inferiori ad una certa soglia.
Poiché il valore della gaussiana decresce in modo esponenziale, l’appros-
simazione è generalmente accettabile. Allo scopo, le HRBF sono state
riformulate per il caso di dati equispaziati.

Allo scopo di compararne le prestazioni in termini di robustezza,
le grandezze coinvolte nella ricostruzione sono state perturbate simu-
landone la rappresentazione mediante notazioni a virgola fissa e mobile
a diverse precisioni. La comparazione ha mostrato che i due paradig-
mi hanno compartamenti simili per precisioni elevate, ma che le HRBF
resistono meglio a perturbazioni consistenti.

Valutazione delle procedure di acquisizione di Autoscan In [BF00]
si è caratterizzato il rumore di misura di Autoscan. L’accuratezza della
acquisizione è stata determinata sperimentalmente, utilizzando un me-
todo simile a quello riportato in [GR99]. L’esperimento è costituito da
una serie di acquisizioni di un piano posizionato al centro del campo di
visione delle TV-camere. Per ogni acquisizione è stata stimato il piano
ottimale e calcolata la distanza dai punti acquisiti da esso. L’accuratez-
za è stata misurata mediante l’errore quadratico medio. Questa cifra di
merito varia linearmente con le dimensioni del volume, ed è consistente
con le misure di accuratezza riportate nel campo dell’analisi del movi-
mento [BC00]. La distribuzione dell’errore di misura è risultata normale
ed a media nulla.

Ricostruzione di superficie mediante HRBF In [BF00] si inoltre è
mostrata la validità delle HRBF [BF98] nel campo della ricostruzione
di superfici a partire da punti campionati. Esse sono state applicate al
caso pratico della ricostruzione di punti campionati su un volto umano.

Dato il set-up utilizzato (due TV-camere) e considerato il tipo di
superficie da ricostruire (un volto umano), la superficie da ricostruire
può essere formalizzata come una funzione R2 → R (§6).

Autoscan è stato spesso utilizzato per la ricostruzione di parti del
corpo umano, volti in particolare. Quest’ultimo caso rappresenta un
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compito particolarmente difficile, in quanto il contenuto in frequenza è
altamente variabile nelle diverse regioni del viso.

Le HRBF ben si adattano a questo compito. Esse, infatti, realizzano
una ricostruzione multirisoluzione mediante strati di unità gaussiane a
differente ampiezza. Le gaussiane ad ampiezza maggiore forniscono una
approssimazione delle regioni a basso contenuto di frequenza, mentre
quelli con gaussiane più strette ricostruiscono il dettaglio più fine.

3.4. Conclusioni

In questo capitolo sono state rielaborate ad alto livello di astrazione le at-
tività e le tecniche utilizzate in letteratura per operare la digitalizzazione
di oggetti reali, le quali erano state esposte nel capitolo precedente. Esse
sono state organizzate e strutturate in uno schema generale che riassume
e formalizza la maggior parte degli approcci in letteratura. Particolare
attenzione è stata prestata alla formalizzazione di una metodologia per
la fase di ricostruzione.

Nei prossimi capitolo saranno illustrati gli altri contributi innovativi
sviluppati durante questa tesi ed i risultati ottenuti.

Il capitolo 4 è dedicato ai paradigmi gerarchici utilizzati per la ri-
costruzione: HRBF — paradigma ideato e sviluppato nel contesto di
questa tesi — ed MRA — il paradigma gerarchico più diffuso in lettera-
tura —. Saranno illustrati i concetti ai quali sono ispirati e le proprietà
di approssimazione di cui godono. L’inquadramento teorico fornirà una
base per il confronto delle prestazioni dei due paradigmi impiegati nel
ruolo di approssimatori di funzioni da dati sparsi.

Nel capitolo 5 sarà invece descritto lo scanner tridimensionale Auto-
scan. Il suo flusso di elaborazione e la sua struttura modulare rispecchia-
no le fasi individuate nella metodologia proposta in questo capitolo, della
quale Autoscan è una istanza implementativa. Il modulo di ricostruzio-
ne di Autoscan utilizza HRBF come paradigma di rappresentazione del
modello tridimensionale.

Infine, il capitolo 6 riassumerà le idee e i risultati esposti per tracciare
le conclusioni e le possibili linee di ricerca future.
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Figura 3.7.: La registrazione viene effettuata allineando le caratteristi-
che.
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(a)

(b)

Figura 3.8.: Le ricostruzioni dello stesso cluster, allineate (a), vengono
integrate tra loro (b).
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(a)

(b)

Figura 3.9.: Le trasformazioni di integrazione vengono propagate ai dati.

Figura 3.10.: La parte visibile dell’oggetto può nascondere altre regioni.
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Figura 3.11.: La ricostruzione in regioni dove i dati siano mancanti è
affidata alle proprietà di generalizzazione del paradigma
scelto per la ricostruzione.

Figura 3.12.: Dati non contigui devono essere separati(segmentazione).
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4. Tecniche gerarchiche per l’analisi
e la sintesi di immagini 3D

La metodologia descritta nel capitolo 3 può avvantaggiarsi dell’utilizzo
di un paradigma multirisoluzione di rappresentazione della ricostruzione.

I paradigmi gerarchici che permettono la ricostruzione e la rappresen-
tazione multirisoluzione delle superfici sono raggruppabili in due classi,
a seconda del loro modo di operare la multirisoluzione. Alcuni paradig-
mi operano prima sulle informazioni a larga scala (bassa frequenza) dei
dati a disposizione, per poi raffinare la descrizione della superficie ag-
giungendo le descrizioni dell’andamento della superficie a scale via via
più piccole. Questa modalità viene detta coarse to fine, e viene con-
trapposta a quella detta fine to coarse che caratterizza i paradigmi che
operano estraendo prima il dettaglio e procedendo quindi a determinare
le approssimazioni a scala via via più ampia.

Alla prima classe, coarse to fine, appartengono paradigmi quali Hie-
rarchical RBF (HRBF) [BF98] o Multilevel B-spline [LWS97], mentre
wavelet [Mal89] [EDD+95] o Hierarchical Spline [FW98] fanno general-
mente uso di tecniche fine to coarse.

La possibilità di operare in modalità coarse to fine può rendere
meno computazionalmente pesanti le operazioni nelle situazioni in cui
l’informazione contenuta nel dettaglio possa essere trascurata.

Il paradigma HRBF, ideato e sviluppato nell’ambito di questa tesi,
possiede queste caratteristiche. Le MRA sono state largamente studiate
in letteratura e sono state utilizzate per molte applicazioni.

In questo capitolo le caratteristiche di questi due paradigmi gerar-
chici saranno analizzate. Nella loro formulazione originale il supporto
utilizzato per l’espressione della funzione ricostruita (ciò che nel para-
grafo §2.2.1 era stato chiamato spazio parametrico U) è il piano XY. È
possibile estendere la trattazione a domini più generici, ma ciò richiede
ipotesi aggiuntive sulla definizione di tali domini.

Inoltre, si evidenzieranno i particolari teorici e applicativi che ac-
comunano e differenziano le due tecniche di ricostruzione. Si discute-
ranno infine i risultati delle prove effettuate per saggiare le capacità di
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ricostruzione in termini di accuratezza e robustezza in diverse condizioni.

Nel seguito i simboli in grassetto verranno utilizzati per indicare vet-
tori e sequenze. Inoltre, con la notazione 〈·, ·〉 si indicherà il prodotto
scalare di due elementi di uno spazio vettoriale. La presenza di un solo
termine tra le parentesi angolari, 〈·〉, indicherà, invece, lo spazio generato
dalla base indicata (span).

4.1. Le Wavelet

La teoria delle wavelet è stata derivata utilizzando conoscenze tipiche di
differenti campi di ricerca: approssimazione di funzioni, computer vision,
teoria del segnale, solo per citare i principali. I concetti che stanno alla
base di questa teoria possono quindi essere trattati da diversi punti di
vista, dando risalto alle diverse caratteristiche, e partendo da diversi
presupposti. Una completa trattazione della teoria delle wavelet è al di
fuori dello scopo di questo tesi. Per una descrizione più dettagliata si
vedano [JS94] [Cha95] [Dau92] [Mal98] [SN96]. In [Dau96] la derivazione
della teoria è trattata in modo meno formale. Una versione estesa della
trattazione nelle sezioni seguenti si può trovare in [Fer99].

4.1.1. La Trasformata Wavelet Continua

La trasformata wavelet è una rappresentazione di una funzione f(x) ∈
L2(R) mediante una combinazione lineare di funzioni base. Le funzio-
ni base, dette wavelet, sono generate traslando e scalando in ampiezza
un’unica funzione detta mother wavelet ψ(x) ∈ L2(R). La forma delle
wavelet ψa,b(x) dipende da due parametri reali a e b. Essi rappresentano
la scala e la posizione della wavelet ψa,b(x) e possono variare in modo
continuo. Formalmente, la generica wavelet alla scala a e nella posizione
b, è espressa come:

ψa,b(x) =
1√
|a| ψ

(
x− b

a

)
con a, b ∈ R, a 6= 0 (4.1)

Si definisce trasformata wavelet continua (CWT) di una funzione
f(x) ∈ L2(R):

W (a, b) = 〈f, ψa,b〉 (4.2)

L’ampiezza di W (a, b) indica quanto la funzione f(x) assomiglia alla
wavelet ψa,b(x). La trasformata di Fourier di ψa,b(x) vale:

ψ̂a,b(ω) =
a√
|a| e

−ιωb ψ̂(aω) (4.3)
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La trasformata wavelet ha una alta risoluzione in frequenza ed una
bassa risoluzione nel dominio dello spazio per alti valori del parametro
di scala, a, e, viceversa, una bassa risoluzione in frequenza ed una ele-
vata risoluzione nel tempo per bassi valori di a. Questa caratteristica
è molto utile nella pratica, dove spesso gli eventi di breve durata sono
caratterizzati da segnali con componenti ad alta frequenza, mentre gli
eventi di lunga durata sono caratterizzati da segnali a bassa frequenza.

Se la wavelet ψ(x) soddisfa la condizione di ammissibilità:

Cψ =
∫ ∞

−∞

|ψ̂(ω)|2
ω

dω < ∞ (4.4)

allora la CWT W (a, b) è invertibile sul suo dominio, e la sua trasformata
inversa è data dalla relazione:

f(x) =
1

Cψ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W (a, b) ψa,b(x)

dadb

2
(4.5)

È quindi possibile ricostruire una funzione f(x) a partire dall’insieme
(infinito) dei coefficienti della trasformata wavelet, W (a, b). Dalla con-
dizione di ammissibilità si può dedurre che ψ̂(0) = 0, e, quindi, ψ(x)
deve oscillare. L’attribuzione del nome wavelet (“ondina”) alla trasfor-
mata descritta, è da ascrivere a questa proprietà ed alla limitazione nel
dominio dello spazio e della frequenza.

Campionamento diadico

La possibilità di ricostruire una funzione continua a partire da un insieme
di campioni discreti è regolata dal teorema di Nyquist, secondo il quale,
la frequenza di campionamento non può essere inferiore del doppio della
massima frequenza contenuta nella funzione campionata. Il contenuto in
frequenza della W (a, b) diminuisce all’aumentare del parametro di scala,
a. La frequenza di campionamento può quindi variare al variare della
scala. La scelta più comune è il campionamento in corrispondenza della
griglia diadica: il parametro a assume i valori delle potenze di due e la
traslazione viene effettuata con un passo pari ad a. In altre parole, si
pone a = 2−j e b = ak, con j, k ∈ Z (cf. [SN96]).

In generale, minore è il numero di valori di a e b che si vogliono
utilizzare, maggiori sono le restrizioni che bisogna porre sulla wavelet
perché quest’ultima possa generare un insieme di funzioni base che siano
in grado di ricostruire una qualsiasi funzione appartenente ad L2(R).

103



4. Tecniche gerarchiche per l’analisi e la sintesi di immagini 3D

4.1.2. La Trasformata Wavelet Discreta

La trasformazione che usa valori diadici è detta trasformazione wavelet
discreta (DWT). La teoria della DWT è stata particolarmente sviluppata
in questi ultimi anni, in quanto essa rende possibile il calcolo della tra-
sformata wavelet senza necessità di ricorrere alle approssimazioni insite
nella discretizzazione della CWT. Le funzioni base sono sempre continue
(con eventualmente un insieme numerabile di discontinuità), ma la loro
scala e traslazione variano in modo discreto.

Analisi Multirisoluzione

La teoria dell’Analisi Multirisoluzione [Mal89] consente di ricavare un
algoritmo veloce per il calcolo della trasformata wavelet discreta, che
in seguito sarà chiamata Fast Wavelet Transform (FWT). Allo scopo
sarà introdotta nella teoria wavelet una famiglia di funzioni chiamate
scaling function. Una analisi multirisoluzione definisce, per ogni funzione
f(x) appartenente ad L2(R), una successione di funzioni approssimanti
{Pj [f(x)]}j∈Z che converge alla funzione stessa. La funzione Pj [f(x)]
è una combinazione lineare di funzioni ottenute da un’unica funzione,
detta scaling function, per traslazione. La forma della scaling function
è controllata da un parametro di scala che caratterizza la risoluzione
dell’approssimazione.

Scaling function e sottospazi Vj

Riprendiamo i concetti sopra esposti in modo più rigoroso.
Una Analisi Multirisoluzione (MRA) di L2(R) è definita come la

sequenza dei sottospazi chiusi Vj ∈ L2(R), j ∈ Z, con le seguenti
proprietà:

1. Vj ⊂ Vj+1

2. v(x) ∈ Vj ⇔ v(2x) ∈ Vj+1

3. v(x) ∈ V0 ⇔ v(x + 1) ∈ V0

4.
⋃∞

j=−∞ Vj è denso in L2(R) e
⋂∞

j=−∞ Vj = {0}

5. Esiste una funzione ϕ(x) ∈ V0, con integrale non nullo, tale che
l’insieme {(ϕ(x − k)|k ∈ Z} è una base di Riesz per V0. ϕ(x) è
detta scaling function.

104



4.1. Le Wavelet

Poiché ϕ(x) ∈ V0 ⊂ V1, si dimostra che esiste una sequenza {hk} ∈
l2(Z) per cui la scaling function soddisfa [Mal89]:

ϕ(x) = 2
∑

k

hk ϕ(2x− k) (4.6)

La (4.6) è nota come refinement equation (o anche dilation equation o
two-scale difference equation) ed esprime il fatto che le funzioni base
di V0 possono essere descritte mediante una combinazione lineare di
elementi di V1. La (4.6) può essere generalizzata in modo da esprimere
la stessa relazione tra le funzioni base di due generici spazi Vj e Vj+1.
Inoltre, si dimostra che, per ogni j ∈ Z, l’insieme di funzioni:

{ϕj,k(x) | k ∈ Z} con ϕj,k(x) =
√

2j ϕ(2jx− k) (4.7)

è una base di Riesz per Vj . Risulta quindi che l’insieme {ϕj,k(x) | j, k ∈
Z} è una base di Riesz per L2(R).

Le caratteristiche degli spazi Vj possono essere sfruttate per costruire
approssimatori di funzioni. Ciò viene realizzato definendo appropriate
proiezioni su questi spazi. Poiché l’unione di tutti i Vj è densa in L2(R)
(con un abuso di notazione si potrebbe scrivere V∞ ≡ L2(R)), ogni data
funzione f(x) appartenente a questo spazio può essere approssimata con
arbitraria precisione dalle proiezioni Pj [f(x)]. In altri termini:

∀f(x) ∈ L2(R), lim
j→∞

Pj [f(x)] = f(x) (4.8)

Poiché Pj [f(x)] è un elemento di Vj , esso può essere scritto come com-
binazione lineare delle basi di Vj :

Pj [f(x)] =
∑

k

λj,k ϕj,k(x) (4.9)

con appropriati coefficienti {λj,k}.

Funzione Wavelet e spazi dettaglio Wj

Dato che lo spazio Vj+1 contiene tutte le funzioni dello spazio Vj , è
sensato immaginarsi che l’approssimazione di una funzione f(x) in Vj+1,
Pj+1[f(x)], sia più dettagliata di quella nello spazio Vj , cioè sia più vicina
ad f(x).

Chiamiamo Wj lo spazio complementare a Vj in Vj+1, cioè lo spazio
che soddisfa:

Vj+1 = Vj ⊕Wj = {vj + wj | vj ∈ Vj , wj ∈ Wj}
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dove il simbolo ⊕ indica l’operatore di somma diretta. In altre paro-
le, ogni elemento di Vj+1 può essere scomposto univocamente come la
somma di un elemento di Vj (approssimazione) e di un elemento di Wj

(dettaglio) (figura 4.1).

Figura 4.1.: Annidamento degli spazi approssimazione (Vj) e dettaglio
(Wj).

Lo spazio Wj contiene le informazioni “dettaglio” necessarie per pas-
sare da un’approssimazione a risoluzione j ad una a risoluzione j + 1.
Conseguentemente: ⊕

j

Wj = L2(R)

Una funzione ψ(x) è una wavelet se l’insieme delle funzioni {ψ(x −
k) | k ∈ Z} è una base di Riesz per W0. La wavelet quindi genera una
base per descrivere il dettaglio. Si può dimostrare che l’insieme delle
funzioni {ψj,k(x) | j, k ∈ Z} tale che:

ψj,k(x) =
√

2j ψ(2jx− k) (4.10)

è una base di Riesz per L2(R). La (4.10) corrisponde alla (4.1) qualora
i parametri a e b giacciano in corrispondenza della griglia diadica, cioè
quando a = 2−j e b = ak per j, k ∈ Z.

Dato che V1 = V0⊕W0 e W0 ⊆ V1, la wavelet ψ(x) sarà un elemento
di V1. Esiste allora una sequenza {gk} ∈ l2(Z) tale che:

ψ0,0(x) = ψ(x) = 2
∑

k

gk ϕ(2x− k) (4.11)
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ψ0,0 è detta mother wavelet.
Tutti gli spazi Vj e Wj hanno complemento in L2(R) indicati rispet-

tivamente con V c
j e W c

j . Si ha che:

V c
j =

∞⊕

i=j

Wi e W c
j =

∞⊕

i 6=j

Wi

Definendo Qj l’operatore proiezione su Wj parallelo a W c
j , una qualsiasi

funzione f(x) appartenente ad L2(R) può essere scritta come:

f(x) =
∑

j

Qj [f(x)] =
∑

j,k

γj,k ψj,k(x) (4.12)

Questa equazione (da confrontare con le (4.5), (4.8) e (4.9)) esprime
una trasformata wavelet discreta inversa, per cui la funzione f(x) si
può ottenere come combinazione lineare di funzioni dettaglio. Resta
aperto il problema di trovare in maniera efficiente i coefficienti {γj,k}.
La facilità con la quale questo compito può essere realizzato dipende
dalle caratteristiche della MRA, cioè delle basi utilizzate. Nelle prossime
sezioni si descriveranno classi di basi che consentono di utilizzare un
algoritmo efficiente per il calcolo dei coefficienti {γj,k}.

Wavelet Ortogonali

La scelta di una base ortogonale per rappresentare una funzione è parti-
colarmente interessante in quanto permette di scomporre una funzione
in elementi tra essi scorrelati. Dalle proprietà della MRA, descritte nel
paragrafo 4.1.2, si può dimostrare che le funzioni definite in (4.7) o so-
no ortonormali, o comunque possono essere utilizzate per calcolare una
base ortonormale per lo spazio vettoriale Vj . I coefficienti {λj,k} della
(4.9) saranno ottenuti mediante la proiezione ortogonale della funzione
f(x) sulle corrispondenti scaling function:

λj,k = 〈f, ϕj,k〉

Pertanto, la proiezione Pj [f(x)] della funzione f(x) sullo spazio Vj (cioè
l’approssimazione della funzione f alla scala j),

Pj [f(x)] =
∑

k

〈f, ϕj,k〉 ϕj,k(x),

è una proiezione ortogonale e definisce la migliore approssimazione in Vj

di f(x), nel senso che:

∀g(x) ∈ Vj ⇒ ||g(x)− f(x)|| ≥ ||Pj [f(x)]− f(x)||
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Analogamente, se le funzioni wavelet ψj,k(x) formano una base orto-
gonale di L2(R), le proiezioni {Qj}, (4.12), sono proiezioni ortogonali.
In tal caso, i coefficienti {γj,k} possono essere ottenuti proiettando la
funzione f(x) sulle wavelet stesse:

γj,k = 〈f, ψj,k〉

ed il dettagli alla scala j viene espresso come:

Qj [f(x)] =
∑

k

〈f, ψj,k〉 ψj,k(x) =
∑

k

γj,k ψj,k(x)

Una MRA dove lo spazio wavelet Wj è il complemento ortogonale
a Vj in Vj+1, si definisce analisi multirisoluzione ortogonale. Ne conse-
gue che gli spazi Wj , con j ∈ Z, sono tutti mutuamente ortogonali, le
proiezioni Pj e Qj , precedentemente definite, sono ortogonali fra loro e
l’espansione:

f(x) =
∑

j

Qj [f(x)] =
∑

j,k

〈f, ψj,k〉 ψj,k(x) =

= lim
j→∞

Pj [f(x)] = lim
j→∞

∑

k

〈f, ϕj,k〉 ϕj,k(x)

è un’espansione di funzioni ortogonali.
Pj [f(x)] e Qj [f(x)] offrono la migliore approssimazione di f(x) nei

rispettivi spazi.
Una condizione sufficiente affinché una MRA sia ortogonale è:

W0 ⊥ V0 oppure 〈ψ(x), ϕ(x− k)〉 = 0 per k ∈ Z

Wavelet Biortogonali

L’ortogonalità limita fortemente la costruzione di wavelet. Per esempio,
la wavelet di Haar è la sola wavelet a valori reali definita su un dominio
compatto, che è simmetrica ed ortogonale. La definizione su di un domi-
nio compatto consente una accurata implementazione della trasformata,
in quanto i filtri hk e gk, associati alla scaling function ed alla wavelet
(equazioni (4.6) e (4.11)), sono filtri FIR e quindi caratterizzati da un
numero finito di coefficienti non nulli. Come sarà descritto più avanti,
è possibile calcolare i valori dei coefficienti della trasformata utilizzan-
do operazioni di convoluzione della funzione da trasformare con i filtri
della MRA. L’esistenza di filtri FIR corrispondenti ad una determinata
MRA rende quindi possibile una procedura di calcolo efficiente della tra-
sformata secondo la MRA stessa. L’estensione della teoria dell’analisi
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multirisoluzione a basi biortogonali consente di ottenere due coppie di
filtri, una da usare per la trasformata (per ottenere i coefficienti) e una
per l’antitrasformata (per ricostruire la funzione dai coefficienti). Gli
schemi in figura 4.2 riassumono questi concetti.

f → g
h

→
→

{λj,k}
{γj,k}

trasformata

{λj,k}
{γj,k}

→
→

g
h → f

anti-trasformata

MRA ortogonale

f → g̃

h̃
→
→

{λj,k}
{γj,k}

trasformata

{λj,k}
{γj,k}

→
→

g
h → f

anti-trasformata

MRA biortogonale

Figura 4.2.: Calcolo della trasformata e della antitrasformata con le
differenti famiglie di MRA

La generalizzazione a wavelet biortogonali permette una maggiore
flessibilità nella scelta delle funzioni base. In questo caso, esistono le
funzioni ϕ̃(x) e ψ̃(x) , rispettivamente scaling function duale e wavelet
duale, le quali generano una MRA duale con sottospazi Ṽj e W̃j , tali
che:

Ṽj ⊥ Wj e Vj ⊥ W̃j (4.13)

Dato che Vj = Vj−1 ⊕Wj−1, risulta:

W̃j ⊥ (Vj−i ⊕Wj−1)

e, conseguentemente:

Wj ⊥ W̃k per j 6= k
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Esplicitando la (4.13) mediante relazioni tra le basi degli spazi con-
siderati:

〈ϕ̃(x), ψ(x− k)〉 =
〈
ψ̃(x), ϕ(x− k)

〉
= 0

Devono inoltre essere verificate le seguenti condizioni:

〈ϕ̃j,l, ϕj,k〉 = δl−k j, k, l ∈ Z (4.14)

〈
ψ̃j,l, ψi,k

〉
= δj−iδl−k i, j, k, l ∈ Z (4.15)

In particolare:

〈ϕ̃, ϕ(−k)〉 = δk e
〈
ψ̃, ψ(−k)

〉
= δk

La definizione della ϕ̃j,k(x) e della ψ̃j,k(x) è simile a quella di, ri-
spettivamente, ϕj,k(x) e ψj,k(x). Il ruolo delle funzioni primali e duali
è interscambiabile: sostituendo le une alle altre, le formule sono ancora
valide. È uso comune denominare “duale” la MRA dedicata all’analisi.

Dalle condizioni di biortogonalità è possibile ottenere:

h̃k−2l = 〈ϕ̃(· − l), ϕ(2 · −k)〉 (4.16)

g̃k−2l = 〈ψ̃(· − l), ϕ(2 · −k)〉 (4.17)

In particolare, scrivendo ϕ(2 · −k) ∈ V1 utilizzando le basi di V0 e W0:

ϕ(2 · −k) =
∑

l

h̃k−2l ϕ(· − l) +
∑

l

g̃k−2l ψ(· − l) (4.18)

Ricordando le relazioni in (4.7) e (4.10), la (4.18) è generalizzabile: una
funzione base per lo spazio Vj è esprimibile combinando le funzioni base
di Vj−1 e di Wj−1. Queste relazioni verranno utilizzate per ottenere un
algoritmo veloce per il calcolo della trasformata e della antitrasformata
wavelet.

Le MRA biortogonali vengono utilizzate per aggirare le limitazioni
delle MRA ortogonali, pur mantenendone il maggior pregio: la possi-
bilità di calcolare i coefficienti della trasformata mediante la proiezione
ortogonale della funzione sulle funzioni base. Nel caso di una coppia di
MRA biortogonali, una delle due è utilizzata per il calcolo dei coefficienti
(analysis MRA) e l’altra è utilizzata per il calcolo dell’approssimazio-
ne (synthesis MRA) e del dettaglio. Gli operatori proiezione Pj e Qj

diventano cos̀ı:

Pj [f(x)] =
∑

k

〈f, ϕ̃j,k〉 ϕj,k(x) (4.19)

Qj [f(x)] =
∑

k

〈
f, ψ̃j,k

〉
ψj,k(x) (4.20)
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e la trasformata wavelet discreta assume la forma:

f =
∑

j,k

〈
f, ψ̃j,k

〉
ψj,k

Per la dualità che sussiste tra le due MRA, è possibile definire una
coppia di proiezioni duale P̃j [f(x)] e Q̃j [f(x)] con caratteristiche analo-
ghe alla coppia Pj e Qj .

Fast Wavelet Transform

Le relazioni di ortogonalità o biortogonalità consentono di definire un
algoritmo veloce per il calcolo della trasformata wavelet. Esso sfrutta la
relazione tra le funzioni base ed i filtri ad esse associati per riformulare
l’operazione di proiezione della funzione sugli spazi approssimazione e
dettaglio come un’operazione di filtraggio con filtri FIR passa-basso e
passa-alto.

Dato che Vj è uguale a Vj−1 ⊕ Wj−1, una funzione vj(x) ∈ Vj può
essere scritta in modo univoco come somma di una funzione vj−1(x) ∈
Vj−1 e di una funzione wj−1(x) ∈ Wj−1:

vj(x) =
∑

k

λj,k ϕj,k(x) = vj−1(x) + wj−1(x) =

=
∑

k

λj−1,k ϕj−1,k(x) +
∑

k

γj−1,k ψj−1,k(x)

per opportuni insiemi di coefficienti {λj,k}, {λj−1,k} e {γj−1,k}.
Abbiamo quindi due rappresentazioni della stessa funzione vj(x),

una come elemento di Vj , associata alla sequenza {λj,k}, ed una come
somma di elementi di Vj−1 e di Wj−1, associata alle sequenze {λj−1,k}
e {γj−1,k}. La relazione tra queste due rappresentazioni permetterà di
definire una tecnica efficiente per applicare la trasformata wavelet. Si
ha infatti che:

λj−1,l = 〈vj , ϕ̃j−1,l〉 =
√

2

〈
vj ,

∑

k

h̃k−2l ϕ̃j,l

〉
=
√

2
∑

k

h̃k−2l λj,l

(4.21)
In modo analogo si ottiene:

γj−1,l =
√

2
∑

k

g̃k−2l λj,l (4.22)

La relazione inversa di ottiene dalla refinement equation della duale:

λj,k =
√

2
∑

l

hk−2l λj−1,l +
√

2
∑

l

hk−2l gk−2l γj−1,l (4.23)
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L’applicazione ricorsiva di queste formule definisce la Fast Wavelet
Transform (FWT); in particolare, la (4.21) e la (4.22) definiscono la
trasformazione diretta (forward transform) mentre la (4.23) definisce la
trasformazione inversa (Inverse FWT — IFWT ). L’algoritmo di analisi
e sintesi di segnali digitali appena descritto viene anche chiamato cascade
algorithm [Mal89].

La (4.21) e la (4.22), le quali permettono di calcolare i coefficien-
ti dell’approssimazione e del dettaglio a livello (j − 1), corrispondono
quindi alla convoluzione dei vettori dei filtri (eventualmente infiniti) h̃
e g̃ con il vettore dei coefficienti approssimazione a livello j, λj , seguita
da una sottocampionamento. Trattando con elementi discreti, definiti
su un intervallo finito, gli insiemi {λj−1,k} e {γj−1,k} avranno, quindi,
un numero di elementi pari alla metà dell’insieme {λj,k}. Il numero
di coefficienti necessari per rappresentare la funzione, quindi, rimane
invariato.

Le trasformata inversa, realizzata mediante la (4.23), corrisponde
essenzialmente alla somma della convoluzione dei vettori h e g rispetti-
vamente con le successioni ottenute intercalando le successioni {λj−1,k}
e {γj−1,k} con elementi nulli.

Questa procedura è adatta ad essere realizzata mediante circuiti di-
gitali — e questo è uno dei motivi del diffuso utilizzo della FWT — e
può essere riformulata a questo scopo in modo più compatto. Data una
sequenza f ottenuta campionando regolarmente il segnale f(·), i coef-
ficienti approssimazione del primo livello wavelet sono quindi ottenuti
come a1 = ↓ 2(f ∗ g̃), e i coefficienti dettaglio come d1 = ↓ 2(f ∗ h̃), dove
g̃ e h̃ sono rispettivamente il filtro FIR di scomposizione (analisi) passa-
basso e passa-alto (i filtri duali) caratteristici della MRA considerata,
aventi un numero finito di elementi. L’operatore ↓ 2(·) è l’operatore di
sottocampionamento: scarta un campione ogni due. La procedura viene
iterata per ottenere i coefficienti degli strati a scala più elevata uti-
lizzando i coefficienti approssimazione calcolati nello strato precedente:
aj = ↓ 2(aj−1 ∗ g̃) e dj = ↓ 2(aj−1 ∗ h̃). Dopo n iterazioni, il segnale f è
rappresentato dalla seguente collezione di coefficienti: {an, d1, . . . ,dn}.
Dati an e dn, i coefficienti approssimazione dello strato a risoluzione più
elevata possono essere calcolati come an−1 = ↑ 2(an) ∗ g+ ↑ 2(dn) ∗ h,
dove g e h sono i filtri FIR di ricostruzione (sintesi) passa-basso e passa-
alto, e ↑ 2(·) è l’operatore di sovracampionamento, il quale inserisce
elementi nulli fra gli elementi della sequenza. I filtri g e h sono legati ai
filtri g̃ e h̃ da una relazione di ortogonalità o biortogonalità (pp. 107 e
108).

Le figure 4.3 e 4.4 contengono gli schemi di analisi e sintesi della
MRA mediante FWT. Gli schemi riportati prendono in considerazione
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quattro livelli di scomposizione. Questa particolarità è esclusivamente
legata all’esperimento comparativo riportato nel seguito (§4.3.2). Uno
schema più generale dovrebbe avere una struttura iterativa, della quale
lo schema riportato rappresenta lo srotolamento eseguito per quattro
passi.

Figura 4.3.: Schema per una implementazione digitale della FWT

Figura 4.4.: Schema per una implementazione digitale della IFWT

Un problema da risolvere per poter applicare lo schema della tra-
sformata wavelet veloce, consiste nello stimare i coefficienti λ0 iniziali.
Essi corrispondono al prodotto interno della scaling function del livel-
lo iniziale con la funzione. Sebbene ciò sia concettualmente differente
dal campionamento della funzione, è possibile dimostrare che i campioni
della funzione possono essere efficacemente utilizzati allo scopo. Intui-
tivamente, la scaling function a livello 0 può essere vista come un’ap-
prossimazione della funzione δ di Dirac. È importante notare che se i
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filtri h e g sono filtri finiti (hanno cioè un numero finito di elementi
non nulli), la FWT definisce un algoritmo per calcolare esattamente il
prodotto interno della funzione per le scaling function dei livelli inferiori
utilizzando solamente i coefficienti λ del livello considerato.

Grafici delle funzioni relative alle MRA

Talvolta le funzioni relative ad una MRA non possono essere espresse
in forma analitica. È però possibile utilizzare il cascade algorithm per
tracciare un grafico approssimato del loro andamento.

Un funzione f(x) ∈ L2(R) può essere rappresentata come:

f(x) =
∑

k

λj,k ϕj,k(x) +
∑

l≥j

∑

k

γl,k ψl,k(x)

per un j fissato.
Disponendo dei coefficienti {λj,k} e {γl,k | l ≥ j}, la funzione f(x)

può essere ricostruita utilizzando il cascade algorithm.
L’unico requisito per operare la costruzione appena descritta sono i

valori dei coefficienti dei filtri della MRA, {g, h, g̃, h̃}.
Questa tecnica è utilizzata per ricostruire funzioni smooth a partire

da punti campionati (in modo equispaziato): si applica qualche passo
del cascade algorithm con coefficienti dettaglio, {γj,k}, nulli. Se la MRA
è interpolante, la funzione ricostruita passa per i punti campionati. Se
la MRA non è interpolante, la funzione ricostruita è una versione filtrata
dei punti campionati. Analogo effetto di filtraggio lo si può ottenere non
utilizzando alcuni coefficienti dettaglio.

4.1.3. Applicazione alle immagini digitali

La trasformata wavelet può essere applicata anche a funzioni multidi-
mensionali, quali le immagini digitali.

Analogamente al caso monodimensionale, si può definire una analisi
multirisoluzione di L2(R2), e per essa dimostrare che esiste un una fun-
zione ϕ(x, y) tale per cui l’insieme di funzioni {ϕj,k,l | j, k, l ∈ Z} definite
come:

ϕj,k,l(x, y) =
√

2j ϕ(2jx− k, 2jx− l)

forma una base di Riesz per lo spazio V j .
Sono particolarmente interessanti le MRA separabili, nelle quali ogni

sottospazio Vj può essere espresso come prodotto tensoriale di due sot-
tospazi di V 1

j ⊂ L2(R) identici:

Vj = V 1
j ⊗ V 1

j .
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Figura 4.5.: Funzioni base e filtri della MRA biortogonale 3.3
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Figura 4.6.: Funzioni base e filtri della MRA biortogonale 3.7
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In tal caso, si può dimostrare che la funzione ϕj,k,l(x, y) può essere
espressa come:

ϕ(x, y) = ϕ(x) ϕ(y)

dove ϕ(x) è la scaling function di V 1.
Sia ψ(x) la wavelet associata a ϕ(x). Si può dimostrare [Mal89], che

esistono tre wavelet associate a ϕ(x, y). Esse sono:

ψ1(x, y) = ϕ(x) ψ(y);
ψ2(x, y) = ψ(x) ϕ(y);
ψ3(x, y) = ψ(x) ψ(y).

La scomposizione wavelet di un’immagine digitale produce quindi quat-
tro sottoimmagini: una fornisce l’immagine a risoluzione ridotta, la qua-
le rappresenta le componenti a bassa frequenza dell’immagine originale
(approssimazione a risoluzione ridotta), mentre le altre forniscono rispet-
tivamente le alte frequenze nella direzione orizzontale, nella direzione
verticale ed in entrambe (il dettaglio nelle tre direzioni).

La separabilità della MRA comporta una semplificazione algoritmi-
ca molto vantaggiosa. Utilizzando una MRA separabile, infatti, la tra-
sformata wavelet di immagini digitali può essere effettuata applicando
la FWT monodimensionale prima sulle righe e poi sulle colonne. Se la
MRA non fosse separabile, si dovrebbero applicare quattro filtri bidimen-
sionali, con corrispondente incremento della complessità computazionale
della trasformata.

Le considerazioni fatte per le immagini si applicano direttamente alle
superfici del tipo R2 → R, se i punti della superficie sono campionati in
modo equispaziato.

4.1.4. Estensioni

La formulazione originale delle wavelet è stata estesa per evitare le limi-
tazioni che ne rendevano difficile o impossibile l’utilizzo in casi reali di
particolare interesse.

In particolare, la ricerca è stata orientata verso il superamento dei
seguenti vincoli:

• L’equispaziatura dei dati è una condizione necessaria per l’utilizzo
degli operatori (campionamento e FFT) usati nella FWT. Nella
pratica, però, i range data sono un caso molto diffuso.

• La formulazione prevede che lo spazio di definizione delle funzioni
base abbia una topologia omeomorfa al piano. Molte applicazioni,
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però, necessitano di una definizione in un dominio con topologia
non-euclidea. Per esempio, la superficie di oggetti reali in generale
non ha la topologia del piano.

• La particolare famiglia di funzioni base della MRA viene scelta
in funzione delle caratteristiche dei dati che l’applicazione deve
individuare. Tali caratteristiche sono talvolta in contrasto l’una
con l’altra e quindi la scelta della forma delle funzioni base deve
sottostare ad un appropriato compromesso. Definendo le caratte-
ristiche degli spazi approssimazione e dettaglio in modo diverso, si
può permettere l’uso contemporaneo di più di una mother wavelet.

Recentemente è stato proposta una metodologia, chiamata Lifting
Scheme, per costruire wavelet adatte all’elaborazione di funzioni definite
su un dominio di topologia più generale del piano euclideo (per esem-
pio, la sfera [SS95]) e dati non equispaziati [Swe95], [Swe96], [Swe97].
Si tratta di una generalizzazione del cascade algorithm che consente di
adattare la forma delle funzioni base di una MRA ai dati disponibili.
Il Lifting Scheme scompone il calcolo della trasformata wavelet in una
catena di operazioni di media pesata e differenze, intercalate con opera-
zioni di (sovra/sotto)campionamento. Queste operazioni possono essere
facilmente generalizzate o ridefinite per trattare il caso di dati non equi-
spaziati. Se i dati non sono equispaziati, le funzioni base non sono più
copie dilatate e traslate di una stessa funzione, ma, pur mantenendo le
proprietà di annidamento (§4.1.2) e di complementarietà (§4.1.2) degli
spazi da esse generati, si adattano ai dati a disposizione. La maggiore
elasticità nel trattamento dei dati viene raggiunta a scapito della velo-
cità dell’algoritmo, in quanto il valore dei coefficienti dei filtri debbono
essere calcolati per ogni campione.

L’applicazione del Lifting Scheme a spazi di dimensione superiore
richiede una riformulazione in grado di trattare dati dotati di una topo-
logia arbitraria, ed è quindi più complessa che non nel caso tradizionale
[DGSSed]. Tuttavia, per modelli poligonali, il dominio è localmente to-
pologicamente assimilabile al piano. I vertici del modello poligonale ven-
gono utilizzati come i punti campionati e la relazione di adiacenza data
dall’appartenenza alla stesso triangolo, fornisce la topologia del dominio.
La mancanza della regolarità nel campionamento, richiede la definizione
di un opportuno operatore di sottocampionamento. Esso può essere for-
nito da una qualsiasi procedura di semplificazione di superfici poligonali,
alcuni dei quali sono stati descritti in §2.5.1. In [DGSSed] viene utilizzato
Progressive Meshes [Hop96]. Questa scelta impone una ulteriore diffe-
renza tra le wavelet tradizionali e quelle che vengono chiamate wavelet di
seconda generazione. In queste ultime un passo di applicazione della tra-
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sformata non ha come argomento l’intera superficie, ma solo un vertice
di essa. Tuttavia, una differente scelta dell’operatore di sottocampio-
namento può comportare un numero di livelli più contenuto, come, per
esempio, in [LSS+98]. Per il calcolo dei coefficienti viene utilizzata una
generalizzazione dello schema piramidale Burt-Adelson [BA83], basato
su un’operazione di smoothing per ottenere i coefficienti approssimazio-
ne, mentre i coefficienti dettaglio vengono calcolati come differenza tra
la superficie originale e la copia a bassa risoluzione. La definizione di tali
operazioni nell’ambito delle mesh poligonali con connettività arbitraria,
viene descritto in [GSS99].

Un procedimento analogo, in grado di fornire una rappresentazione
MRA di una mesh triangolare con connettività arbitraria, viene pro-
posto in [Bon98], dove la connettività delle mesh appartenenti alla ge-
rarchia di approssimazioni viene definita mediante la triangolazione di
Delaunay gerarchica [Kir83]. La trasformazione wavelet proposta è una
generalizzazione delle wavelet di Haar.

Le tecniche presentate finora si applicano ad una mesh poligonale.
In molti casi reali, come visto nel capitolo 2, i dati a disposizione sono
costituiti da punti tridimensionali campionati in modo non uniforme.
La ricostruzione della mesh poligonale che li approssimi è di importan-
za critica, perché fissa il genus del modello ricostruito. Diversi metodi
per realizzare questo compito sono stati illustrati in §2.4. Alcuni lavori
presenti in letteratura si sono occupati del problema della generazione
di una rappresentazione MRA di dati non equispaziati. In [FE98] vie-
ne introdotta una tecnica fine to coarse per ottenere una ricostruzione
wavelet a partire da dati campionati in modo non uniforme, limitata
al caso monodimensionale. I coefficienti di scaling function e wavelet
vengono ottenuti minimizzando l’errore di ricostruzione risolvendo un
sistema lineare con il metodo dei minimi quadrati. Una delle ipotesi
sulle quali il metodo si basa è che la topologia dell’insieme di dati sia
quella della retta reale. In [PR99] i dati sono costituiti da una nuvola
di punti tridimensionali. Si ipotizza che la superficie originale abbia la
topologia ed il genus di una sfera. La mesh poligonale iniziale viene co-
struita adattando una sfera geodesica all’insieme di punti 3D. Alla mesh
risultante viene applicata la trasformata wavelet definita su un dominio
sferico presentata in [SS95].

Le wavelet a M -bande (o multiwavelet) [SHGB93] [Hel95] [Mag99]
[Mag00] rappresentano un’altra possibile generalizzazione della teoria
MRA classica. La differenza nasce dalla formulazione più generale della
proprietà 2 delle MRA (§4.1.2), dove, nella teoria delle wavelet a M -
bande, con M > 1, diventa:
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2′. v(x) ∈ Vj ⇔ v(Mx) ∈ Vj+1

Di conseguenza, la (4.7) viene modificata. È infatti possibile dedurre
che, per ogni j, una base di Riesz per Vj è data da:

{ϕj,k(x) | k ∈ Z} con ϕj,k(x) =
√

M j ϕ(M jx− k) (4.24)

Come nel caso M = 2 è possibile costruire spazi Wj che sono il com-
plemento ortogonale di Vj in Vj+1, ottenendo cos̀i MRA ortogonali a
M -bande. Passando da 2 a M bande, però, non è più possibile trovare
una base per gli spazi Wj che sia costituita dalle traslazioni e dilatazioni
di un’unica funzione. In questo caso, sono necessarie M − 1 wavelet, or-
togonali tra di loro, non legate da relazioni di traslazione e dilatazione:

ψj,k,l(x) =
√

M j ψl(M jx− k) j, k,∈ Z, l ∈ {1, . . . , M − 1} (4.25)

Rimanono valide le relazioni di ortogonalità tra gli spazi Wj e tra le
funzioni che ne costituiscono le basi:

〈ψj,k,l, ψj′,k′,l′〉 = δj,k,l δj′,k′,l′ j, k, j′, k′ ∈ Z, l, l′ ∈ {1, . . . , M − 1}
(4.26)

Una analoga generalizzazione si può operare per le MRA biortogonali.
Per le MRA spline ortogonali è possibile calcolare i filtri per le wa-

velet a partire da quelli per le scaling function [CDF92]. Al contrario,
[Soa00], per le MRA spline biortogonali i coefficienti dei filtri per le wa-
velet non sono né facilmente né univocamente determinabili a partire da
quelli relativi alle scaling function. Essi presentano però il vantaggio,
rispetto alle MRA ortogonali di una regolarità delle funzioni sintetizzate
che cresce linearmente con la lunghezza dei filtri, contro una crescita solo
logaritmica della regolarità nel caso ortogonale. A fronte di una maggio-
re difficoltà nella progettazione, le wavelet a M -bande presentano una
maggiore flessibilità di utilizzo. È possibile quindi imporre differenti con-
dizioni sulle M−1 wavelet in modo da ricavare informazioni di differente
natura sul segnale, quali, per citarne alcune, simmetria, antisimmetria e
regolarità. Poiché il sistema visivo umano sembra essere meno sensibile
a errori simmetrici che a quelli antisimmetrici, uno schema lossy di com-
pressione per immagini dovrebbe tendenzialmente scartare informazione
dovuta alla simmetria piuttosto che a quella di natura antisimmetrica.
Una coppia di wavelet, una simmetrica ed una antisimmetrica, possono
essere utilizzate per separare questo tipo di informazione [Mag00]. Inol-
tre, il comportamento delle due wavelet sarà differente in prossimità di
uno spigolo, il quale potrà quindi essere facilmente individuato in una
immagine digitale.
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4.2. Reti HRBF

4.2.1. Introduzione

L’approssimazione di una superficie della quale si conoscano un limi-
tato numero di punti affetti da rumore è visto in ambito connessio-
nistico come un problema di apprendimento. È un caso particolare
dell’approssimazione di superfici in spazi n-dimensionali.

In questo lavoro, siamo interessati ad un particolare tipo di rete
neurale della famiglia dei percettroni [HKP91]. All’interno di questa
famiglia di modelli, i diversi tipi di rete si differenziano tra loro per la
struttura e per la funzione di attivazione (o di risposta) delle unità neu-
rali. In particolare, le unità a simmetria radiale consentono di ottenere
una buona approssimazione con un numero ridotto di unità. Inoltre,
queste unità sono generalmente locali. Esse sono caratterizzate da una
posizione nello spazio di input e da un “raggio” che definisce la loro regio-
ne di influenza: solamente input all’interno di questa regione producono
una risposta significativa dell’unità. La proprietà di località contribui-
sce a migliorare il processo di apprendimento, evitando la collinearità
degli errori e la produzione di cattive soluzioni associate a minimi locali.
Inoltre, è stato proposto come reti di questo tipo possano essere uno dei
moduli di base computazionali implementati nel nostro sistema nervo-
so centrale [PG90] [Pla91] [MD89]. Le reti che utilizzano queste unità
prendono il nome di Radial Basis Functions Networks (RBF) [Pog90].

Usando unità Gaussiane, una RBF è, in generale, esprimibile come
funzione s(x) : RD → R di seguito descritta:

s(x) =
M∑

k=1

wkg(x; ck, σk) =
M∑

k=1

wk
e
− ||x−ck||

2

σ2
k√

πDσD
k

(4.27)

dove M è il numero di gaussiane utilizzate, wk ∈ R è il coefficiente molti-
plicativo (o peso), σk ∈ R e ck ∈ RD sono rispettivamente, la deviazione
standard e la posizione della k-esima gaussiana, D è la dimensione dello
spazio di input. σk determina l’ampiezza della regione di influenza: la
k-esima gaussiana, infatti, assume un valore significativamente diverso
da zero nella regione circolare di centro ck e raggio funzione di σk. Le
gaussiane qui utilizzate hanno norma unitaria.

Il problema dell’apprendimento può essere formulato nel seguente
modo: dato un insieme di punti X = {(xj , zj)|x ∈ RD, z ∈ R, 1 ≤
j ≤ N} individuare l’insieme di parametri {M, ck, σk, wk} tali che una
opportuna funzione errore E (s(x), {z}) sia minimizzata.
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Il problema è di per sé mal posto perché esistono infinite superfici che
passano per i punti dati (che sono in numero finito). Occorre pertanto
introdurre dei vincoli che aiutino a scegliere fra le infinite soluzioni la
più adatta al compito di approssimazione. Un vincolo naturale è quello
di smoothness: a piccole variazioni della posizione di un punto devono
corrispondere piccole variazioni della superficie.

La selezione dei parametri ottimali è un problema complesso, e im-
plica una ottimizzazione non lineare in presenza di molti minimi locali.
Diverse euristiche sono state proposte per la selezione dei parametri.

Vincoli ed euristiche hanno lo scopo di guidare l’apprendimento del-
la rete in modo da inglobare la conoscenza a priori sulla funzione da
apprendere.

Il problema dell’apprendimento può essere riformulato nel campo
della regolarizzazione introducendo un termine di smoothness nella fun-
zione costo da minimizzare [GJP95] [Pog90] [Yui88]. Si dimostra che
una combinazione lineare di gaussiane centrate nei punti dati è in gra-
do di minimizzare tale funzione costo. A questa chiara formulazione
non corrisponde però una soluzione algoritmica calcolabile (cf. [BA95]
[NP91] [WD92]). L’uso di gradiente stocastico [GJP95] risente dei mini-
mi locali, i quali possono impedire di ottenere una soluzione accettabile.
Per ottenere il minimo globale, devono essere quindi impiegati algoritmi
specializzati e complessi (cf. [Ber93] [CBB93] [GST94]). La soluzione
può essere cercata operando una ottimizzazione su tutti parametri uti-
lizzando tecniche alternative [BZ95] [NT89] [KGV83], le quali, sebbene
teoricamente in grado di raggiungere il minimo globale, sono basate sul-
la ricerca esaustiva nello spazio dei parametri e richiedono un notevole
sforzo computazionale.

Una strategia differente, chiamata hybrid learning [BL88] [MD89],
deriva dall’osservazione che i parametri della rete espressa in (4.27) pos-
sono essere divisi in due categorie a seconda della funzione da loro svolta:
parametri strutturali e pesi sinaptici. Alla prima categoria appartengono
i parametri che influenzano il comportamento delle gaussiane, cioè M ,
{ck} e {σk}, mentre alla seconda appartengono i parametri che stanno a
valle delle funzioni gaussiane: i pesi {wk}. La differente natura di questi
insiemi di parametri, suggerisce di usare algoritmi diversi per assegnare
loro il valore appropriato. In un approccio di questo tipo, il numero
delle gaussiane, M , è solitamente dato a priori e la loro posizione, {ck},
è determinata mediante algoritmi di clustering [Llo82] [MBS93]. I para-
metri {σk}, critici in quanto definiscono il comportamento della funzione
nelle regioni fra i campioni, sono determinati utilizzando considerazioni
euristiche [MD89] [Orr95] [Pla91] [Spe90].
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Qualora i parametri strutturali siano fissati, la (4.27) descrive un
sistema lineare dove le uniche incognite sono i pesi, {wk}. Sebbene
questi possano essere calcolati risolvendo il sistema, per reti di grandi
dimensioni questa soluzione può causare sia problemi numerici che di
allocazione della memoria, e quindi uno schema locale per il calcolo
dei pesi può essere preferibile. Un miglioramento degli schemi ibridi
è rappresentato dalle strutture ad accrescimento [Fri94] [Fri95] [Pla91],
dove il numero di gaussiane (e in generale delle unità) non è dato a
priori, ma le unità vengono inserite nella rete una alla volta, fino al
soddisfacimento di un certo criterio. Questi schemi sono iterativi e,
per trovare valori ragionevolmente ottimali dei parametri, richiedono un
apprendimento relativamente lungo.

Un approccio alternativo, che deriva dalla computer vision e dal con-
trollo, consiste nel disporre nello spazio di input una griglia di gaussiane
equispaziate [PM90] [SS92]. L’inconveniente di questo approccio sta nel-
la rigidità della struttura adottata, la quale è dotata di un’unica varianza
per tutte le unità: la funzione risultante può quindi contemporaneamen-
te soffrire di overfitting1 in alcune regioni dello spazio di input e perdere
particolari di interesse in altre. Inoltre, la presenza di overfitting implica
uno spreco di risorse dovuto ad un eccesso di unità.

In questo capitolo verrà presentato un paradigma, chiamato Hierar-
chical Radial Basis Functions (HRBF) [BF98] [BMF99], che combina le
caratteristiche delle strutture ad accrescimento con la teoria del filtrag-
gio per ottenere una determinazione rapida e stabile sia dei parametri
strutturali che dei pesi della rete.

4.2.2. Rete RBF gaussiana regolare e filtro gaussiano

In un primo momento, limiteremo la trattazione al caso R → R. L’e-
stensione agli spazi di dimensionalità superiore è facile per via della
fattorizzabilità della gaussiana e verrà introdotta in §4.2.4.

Quando le gaussiane sono equispaziate ed hanno tutte la stessa de-
viazione standard, σ, la rete opera una convoluzione della sequenza di
pesi wk con un filtro gaussiano g(x). La teoria del filtraggio può essere
quindi utilizzata efficacemente per individuare i valori da assegnare ai
parametri strutturali ed ai pesi.

s(x) =
M∑

k=1

wkg(x; ck, σ) =
M∑

k=1

wk
e−

(x−ck)2

σ2

√
πσ

(4.28)

1L’overfitting è la situazione per la quale una rete (e più in generale uno sti-
matore) approssima i dati in modo troppo accurato, fornendo cos̀ı una cattiva
generalizzazione dell’insieme dato.
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Filtro Gaussiano

Il filtro passa-basso ideale lascia inalterate tutte le frequenze inferiori ad
ωcut−off e annulla il contributo delle componenti a frequenza superiore.
Questo filtro non è però fisicamente realizzabile. Nella pratica un filtro
passa-basso, f̂(ω), è caratterizzato da due frequenze, ωcut−off e ωmax,
che identificano tre bande. Definendo due soglie δ1 e δ2, ωcut−off e ωmax

sono identificate dalle seguenti relazioni:

δ1 ≤ |f̂(ω)| ≤ 1 per 0 ≤ ω ≤ ωcut−off (4.29)

0 ≤ |f̂(ω)| ≤ δ2 per ωmax ≤ ω ≤ +∞ (4.30)

Le tre bande, Pass Band, Stop Band e Transition Band, corrispondo-
no alle regioni dove le frequenze vengono mantenute inalterate, soppresse
o progressivamente smorzate.

Il filtro gaussiano (figura 4.7) è espresso dalla seguente formula:

g(x; σ) =
1√
πσ

e−
x2

σ2 (4.31)

La sua trasformata di Fourier è:

ĝ(ω; σ) = e−π2σ2ω2
(4.32)

Le frequenze caratteristiche sono legate alla σ tramite le seguenti rela-
zioni:

{
e−π2σ2ω2

cut−off = δ1

e−π2σ2ω2
max = δ2

⇒
{

ωcut−off =
√− ln δ1

πσ

ωmax =
√− ln δ2

πσ

(4.33)

Rete RBF regolare continua

La (4.28) descrive una rete neurale, che, per essere fisicamente realiz-
zabile, deve necessariamente essere costituita da un numero finito di
gaussiane. È possibile però immaginare una generalizzazione di tale re-
te, costituita da infiniti elementi contigui. La continuità strutturale di
questa nuova RBF è descritta tramite un regione di supporto U ⊆ R
(intervallo del dominio di input nel quale sono definite le gaussiane),
una funzione peso w(x) : U→ R e da una funzione σ(x) : U→ R+.

Se la distanza tra le gaussiane tende a zero, l’equazione (4.28) può
essere generalizzata mediante una RBF continua con U ≡ R e σ(x) = σ:

ŝ(x) =
∫

R
w(c) g(x− c|σ) dc = w(x) ∗ g(x; σ) (4.34)
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Figura 4.7.: Filtro gaussiano

Per il teorema della convoluzione, la (4.34) implica:

ŝ(ω) = ŵ(ω) ĝ(ω) (4.35)

Se al posto di w(x) utilizziamo la funzione s(x) stessa, otteniamo la
funzione s̃(x):

s̃(x) =
∫

R
s(c) g(x− c|σ) dc = s(x) ∗ g(x; σ) (4.36)

e nel dominio della frequenza:

ˆ̃s(ω) = ŝ(ω) ĝ(ω;σ) (4.37)

Dalla (4.37) risulta chiaro che s̃(x) sarà quindi una versione smooth
di s(x) in quanto tutte le componenti in frequenza di s(x) superiori
a ωcut−off del filtro gaussiano saranno progressivamente attenuate. Per
ottenere una approssimazione fedele, se s(x) ha componenti in frequenza
non oltre ωM, la scelta del valore da utilizzare per il parametro σ sarà
sottoposta al soddisfacimento del seguente vincolo:

ωcut−off > ωM (4.38)

Rete RBF regolare discreta

Nei casi di interesse pratico, si hanno a disposizione solo un numero limi-
tato, N , di campioni. Ipotizziamo di ricostruire la funzione utilizzando
una combinazione lineare di gaussiane equispaziate, con passo ∆xp. Si
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dimostra che la funzione può essere ricostruita in corrispondenza dei
punti campionati {xj} come:

s̃(xj) =
N∑

k=1

sk g(xj ; xk, σ)∆xp =
∆xp√
π σ

N∑

k=1

sk e−
(xj−xk)2

σ2 (4.39)

La (4.39) può essere estesa a tutto l’intervallo continuo usando la
seguente interpolazione:

s̃(x) =
N∑

k=1

sk g(x; xk, σ)∆xp =
∆xp√
π σ

N∑

k=1

sk e−
(x−xk)2

σ2 (4.40)

In (4.39) anche il filtro gaussiano viene campionato. Questo fatto
introduce un ulteriore vincolo:

ωmax <
ωs

2
(4.41)

È quindi opportuno ritoccare le relazioni (4.33) nel seguente modo:
{

e−π2σ2ω2
cut−off = δ1

e−π2σ2ω2
max = δ2/2

(4.42)

dove δ2 è stato dimezzato perché quando ωmax = ωs/2, la gaussiana ri-
ceve un uguale contributo sia dal lobo principale che dalla sua replica
più vicina. Ulteriori repliche potrebbero essere considerate in questo
ragionamento, ma sono ritenute troppo distanti per influire significati-
vamente.

Si dimostra che disponendo di un campionamento a frequenza ωs, la
funzione ricostruita non avrà componenti in frequenza superiori a ω̄M

pari a:

ω̄M =

√
ln δ1

ln δ2/2
ωs

2
(4.43)

La (4.43) è confrontabile con il teorema di Shannon, secondo il quale
la massima frequenza ricostruibile di un segnale campionato è pari alla
metà della frequenza di campionamento del segnale stesso. Poiché, per
come sono stati definiti, δ1 > δ2, la frequenza massima ricostruibile sarà
inferiore a quella indicata da Shannon.

Fissando δ1 a
√

2/2, in accordo con la pratica comune (attenuazione
di 3dB), e δ2 a 0.01, sostituendo i valori numerici nella (4.43) si ottiene:

ωs = 7.820 ω̄M (4.44)
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La frequenza di campionamento dovrà essere circa otto volte superiore
alla massima frequenza che si vuole ricostruire.

Diminuendo δ1 o aumentando δ2 il rapporto si avvicina a due. Cos̀ı
facendo, però si peggiora la qualità della ricostruzione: aumentare δ2

significa incrementare l’effetto di aliasing, mentre diminuire δ1 comporta
una maggiore attenuazione delle componenti a frequenza più elevata
della funzione da ricostruire.

Utilizzando le relazioni sopra descritte, siamo in grado, una volta
fissata la massima frequenza da ricostruire, ω̄M, compatibilmente con la
frequenza di campionamento dei dati di input ωs, di fissare il numero,
M , la posizione, {ck}, e la σ delle gaussiane. I pesi {wk} saranno dati
dalla sottocampionatura dei dati di input risultante. Per esempio, sia
X = {(xj , zj) |x ∈ R, z ∈ R, j ∈ {1, ..., N}} un insieme di punti cam-
pionati regolarmente, ∆x = xj+1 − xj , ∀j. Per la (4.44), una RBF del
tipo sopra descritto è in grado di ricostruire componenti di frequenza
non superiore a circa 1

8∆x . Se questa è la massima frequenza contenuta
nella funzione dalla quale sono stati campionati i dati X, essa può es-
sere ricostruita ponendo una gaussiana in corrispondenza di ogni punto
campionato: ck = xk, M = N . Dai vincoli precedentemente imposti
sulle frequenze, e ponendo ∆x = 1/ωs , si può dedurre che il parame-
tro σ non potrà essere inferiore a 1.465 ∆x. I pesi wk corrispondono ai
valori assunti dai punti campionati: wk = zk. Se la massima frequenza
contenuta nella funzione da ricostruire fosse inferiore a 1

8∆x , la funzione
potrebbe essere ricostruita con un numero inferiore di gaussiane, ope-
rando un sottocampionamento dei dati per ottenere i pesi e le posizioni
delle gaussiane.

4.2.3. HRBF: la multirisoluzione

La tecnica precedente illustrata è inefficiente qualora la funzione da ri-
costruire presenti un contenuto in frequenza molto diverso in differenti
regioni del suo dominio. La presenza di particolari ad alta frequenza in
una porzione limitata del dominio comporta l’utilizzo di un gran numero
di gaussiane, anche nelle regioni a basso contenuto in frequenza. Que-
ste regioni potrebbero essere più efficientemente coperte con un numero
inferiore di gaussiane aventi una σ più ampia (ωcut−off minore).

La ricostruzione può essere effettuata utilizzando più di una rete,
ognuna caratterizzata da un valore differente del parametro σ. La prima
rete viene costruita con lo scopo di realizzare una buona approssimazione
dell’andamento generale della funzione, a1(x). Il valore della ωcut−off

viene quindi scelto relativamente basso, ω1, e per la stima dei pesi delle
gaussiane viene operato un opportuno sottocampionamento dell’insieme
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di punti dato. Il residuo r1(xk) è un insieme costituito dalla differenza
tra la funzione ricostruita dalla prima rete e i punti dati:

r1 = {zk − a1(xk)} (4.45)

Una seconda rete, caratterizzata da una ωcut−off di valore ω2, ω2 > ω1,
è utilizzata per ottenere una approssimazione del residuo r1. In questo
modo si ottiene una rete che realizza la funzione a2(x). La procedura
può essere ripetuta fino a che la ωcut−off della rete rimane inferiore di

1
8∆x o fino a che il residuo è sufficientemente basso.

La procedura descritta genera una rappresentazione multirisoluzione
della funzione da ricostruire. La rappresentazione alla risoluzione j è
data dalla somma delle uscite delle prime j reti.

Generalizzazione: dati affetti da rumore e non equispaziati

La procedura sopra descritta presuppone dati equispaziati e non affetti
da rumore. Qualora queste ipotesi non siano verificate, deve essere indi-
viduata una tecnica per stimare il valore della funzione in corrispondenza
delle gaussiane.

La presenza di rumore non è di per sè un problema, in quanto il filtro
gaussiano attenua le alte frequenze.

È però possibile migliorare la ricostruzione sfruttando la ridondanza
informativa dei dati vicini, informazione che magari andrebbe perduta a
causa del sottocampionamento. Inoltre, la spaziatura non uniforme tra
i campioni non permette di posizionare le gaussiane in corrispondenza
dei punti campionati. Bisogna quindi utilizzare una stima del valore
assunto dalla funzione in corrispondenza dei centri delle gaussiane.

A tale scopo, occorre stabilire:

• un criterio di selezione dell’insieme di punti, Sk, da usare nella
stima;

• un criterio di stima della funzione.

I criteri per la selezione dei punti sono essenzialmente due, dai quali
si possono derivare diverse varianti e combinazioni. Il primo è basato
sul numero di elementi per la stima: per ogni gaussiana, si selezionano
un numero fissato, n̄, di punti più vicini al centro ck della gaussiana
considerata. Il secondo è legato alla distanza: per ogni gaussiana si
selezionano i punti che appartengono all’intorno sferico di raggio RS

(da fissare) del suo centro ck. Entrambi i metodi hanno vantaggi e si
prestano a critiche.
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Il criterio di stima proposto in [BF98] è basato su una media pesata
dei punti appartenenti all’insieme di stima Sk [AMS99]:

s̄(x̄) =

∑
xr∈Sk

zr w̄(|xr − x̄|)∑
xr∈Sk

w̄(|xr − x̄|) (4.46)

La funzione peso w̄(x) utilizzata è una funzione gaussiana. L’assunzione
implicita è che i punti vicini siano in grado di fornire una stima affidabile
con una legge di probabilità normale:

s(ck) =

∑
xr∈Sk

zr e
(xr−ck)2

σ2
w

∑
xr∈Sk

e
(xr−ck)2

σ2
w

(4.47)

dove l’insieme dei punti per la stima, Sk, è:

Sk = {xm | ||xm − ck|| < Rs = ∆x} (4.48)

ed il parametro σw è posto pari alla σ della RBF considerata (sebbene
più cautelativamente possa essere posto anche a σ/2 [BF98]).

Inoltre, la k-esima gaussiana viene inserita se e solo se il valore medio
della funzione da approssimare, valutato in un intorno sferico di ck,
supera la soglia ε (stima del rumore), cioè se viene soddisfatta la seguente
condizione: ∑

xr∈Sk
||zr||

|Sk| > ε (4.49)

Si ha quindi il seguente algoritmo:

1. Si seleziona un insieme ordinato di L frequenze di cut-off caratte-
ristiche di altrettanti strati di RBF gaussiane {ωl | l = 1, . . . , L}.

2. Si calcolano, corrispondentemente, i valori delle σ degli strati:
{σl | l = 1, . . . , L}.

3. Si pone r0 = {r0(xk) = zk}.
4. Per ogni strato, l, si posizionano i punti {cl,j | cl,j − cl,j−1 = ∆xl =

σl/1.465}. Essi sono i centri delle gaussiane dello strato l-esimo.

5. Per ogni gaussiana, j, se la (4.49) è soddisfatta, viene calcolato il
coefficiente wl,j = ∆xl rl−1(cl,j), dove rl−1(cl,j) è stimata nel modo
indicato dalla (4.47).

6. Si calcola l’insieme al = {al(xk) =
∑

j wl,j g(xk; cl,j , σl)}.
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7. Si pone rl = {rl−1(xk)− al(xk)}.

8. Se l < L, si ritorna al punto 4.

La funzione ricostruita risulta quindi:

s̃(x) =
L∑

l=1

∑

j

wl,j g(x; cl,j , σl)

Sono quindi disponibili L ricostruzioni a risoluzione via via crescente:

s̃l(x) =
l∑

h=1

ah(x) =
l∑

h=1

∑

j

wh,j g(x; ch,j , σh)

L’algoritmo descritto presenta alcuni aspetti secondari i quali si prestano
ad essere adattati a seconde delle peculiarità del problema in esame.
Sebbene non vi sia alcun obbligo di natura teorica, l’insieme {ω1, . . . , ωL}
viene solitamente calcolato in modo che ogni elemento sia la metà della
seguente. In questo modo si copre un ampio spettro con pochi strati. Il
passo 1 non è sempre necessario: spesso è più naturale fissare il valore
della σ degli strati (cioè la loro scala di risoluzione) direttamente, senza
cioè fare uso della nozione di frequenza di taglio del filtro corrispondente
allo strato. In tal caso l’algoritmo parte direttamente dal passo 2, dove
usualmente si fissano le σ dimezzandone il valore al crescere degli strati.
Il numero di strati stesso non deve necessariamente essere fissato a priori:
se i dati a disposizione lo consentono, la procedura di inserzione di nuovi
strati può essere iterata a piacere. Un criterio di terminazione, in questo
caso, può essere basato sul soddisfacimento di un vincolo espresso sul
residuo, rl (per esempio, mediante un test di bianchezza).

Aspetti computazionali

Il numero di unità utilizzate dalla rete raddoppia, all’incirca, ad ogni
strato — il fattore è in generale 2D se la rete realizza una funzione RD →
R. Per decidere se una unità va inserita, bisogna calcolare la distanza
dai punti del centro della gaussiana, selezionare solo quelli all’interno del
campo recettivo e comparare il residuo medio con l’accuratezza prescelta
(4.49). Per ogni unità inserita, deve poi essere calcolato il suo valore
di uscita, necessario per calcolare il dettaglio rimanente (passo 6). La
complessità è O(M × N) dove M sono le gaussiane e N sono i dati.
Nell’ipotesi che M sia proporzionale ad N , si ottiene una complessità
computazionale pari a O(N2).
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Figura 4.8.: Schema di ricostruzione della HRBF
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Il costo computazionale potrebbe essere ridotto osservando che le
unità dello strato l sono posizionate in un sottoinsieme dei centri delle
unità dello strato l + 1, mentre le regioni di influenza delle unità dello
strato superiore sono incluse in quelle dello strato inferiore. Una fase
di preprocessing potrebbe organizzare i dati in modo tale da facilitare
la selezione dei punti che cadono nel campo recettivo di ogni gaussiana
[Sam84]. Per grandi insiemi di dati o per dimensioni elevate dello spazio
di input rappresenterebbe un sostanzioso incremento di prestazioni (la
ricerca sarebbe logaritmica in N). Un altro fattore da sfruttare per di-
minuire il costo computazionale è la località delle gaussiane. L’influenza
di una gaussiana ad una distanza superiore di tre volte σ può conside-
rarsi insignificante. Organizzando i dati in modo gerarchico, anche il
calcolo dell’output degli strati potrebbe essere reso meno costoso. Il co-
sto del preprocessing verrebbe quindi facilmente assorbito dall’aumento
di prestazioni.

Una volta fissati i parametri strutturali, la stima dei pesi è equiva-
lente alla soluzione di un sistema lineare e quindi appropriate tecniche
(per esempio, LMS, scomposizione SVD) possono essere utilizzate per
configurare i pesi. Per reti di grandi dimensioni, tuttavia, si può andare
incontro a problemi di instabilità numerica (a causa della ridondanza
delle basi, vedi §4.2.5) e di mancanza di risorse del sistema di calcolo
(in quanto la soluzione è globale). La località dell’algoritmo di appren-
dimento presentato, pur sfruttando la correlazione tra dati vicini, evita
che la stima di un peso risenta dell’influenza di quelli adiacenti.

Inoltre, i costi computazionali dell’algoritmo HRBF potrebbero es-
sere ridotti utilizzando uno strumento di calcolo parallelo e con carat-
teristiche neurali [PG90]. La funzione gaussiana potrebbe essere in tal
caso implementata mediante le diramazioni dendritiche o tramite insie-
mi di neuroni, i pesi nelle connessioni sinaptiche e le medie pesate locali
attraverso i meccanismi di inibizione laterale.

4.2.4. Estensione al caso bidimensionale

Se si considera la gaussiana a simmetria radiale (4.27), l’estensione del-
le HRBF al caso bidimensionale risulta abbastanza semplice. Il filtro
gaussiano bidimensionale risulta:

g(x; σ) =
1

πσ2
e−

||x||2
σ2 (4.50)
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dove x ∈ R2. Esplicitando le coordinate di x = (x1, x2), si può riscrivere
la (4.50) mettendo in evidenza la fattorizzazione della gaussiana:

g((x1, x2);σ) =
1

πσ2
e−

x2
1+x2

2
σ2 =

1√
πσ

e−
x2
1

σ2
1√
πσ

e−
x2
2

σ2 = g(x1;σ) g(x2; σ)

(4.51)
Questa proprietà consente di esprimere la trasformata di Fourier del
filtro gaussiano bidimensionale come:

ĝ(ω; σ) = e−π2σ2ω2
1 e−π2σ2ω2

2 = e−π2σ2||ω||2 (4.52)

in quanto la trasformata di Fourier di una funzione separabile è uguale
al prodotto delle trasformate monodimensionali dei singoli fattori.

Pertanto, tutte le considerazioni e le relazioni che permettono di
fissare i parametri strutturali della rete ed i sui pesi rimangono validi
anche nel caso bidimensionale.

L’unica modifica è al passo 5 dell’algoritmo descritto in §4.2.3, dove
la costante di proporzionalità tra il valore stimato della funzione e il
coefficiente della gaussiana diventa ∆x2

l invece di ∆xl.

4.2.5. Approssimazioni Multiscala

È intuitivamente chiaro che le reti HRBF realizzano una approssima-
zione multirisoluzione di funzioni RD → R. Non è però chiaro quanto
queste strutture possano essere ritenute dei buoni approssimatori, per
quale classe di funzioni e sotto quali condizioni possano essere utiliz-
zate. In questo paragrafo si analizzeranno le proprietà delle HRBF in
termini di unicità e stabilità della scomposizione, e di convergenza della
approssimazione e della velocità con la quale viene raggiunta.

Queste caratteristiche vengono più facilmente indagate nel caso con-
tinuo e non limitato, ma i risultati possono essere estesi anche al caso
discreto.

Unicità e Stabilità

Si può dimostrare [BMF99] che un insieme di gaussiane

Gj = {g(· − k∆xj ; σj) | k ∈ Z}
costituisce una base di Riesz per lo spazio Vj da esse generato:

Vj = 〈{g(· − k∆xj ; σj) | k ∈ Z}〉 (4.53)

Ciò implica che la scomposizione di una funzione f(x) ∈ Vj attraverso
una rete che utilizzi lo strato Gj (cioè uno strato con parametro di scala
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σj) è unica e stabile. La stabilità della scomposizione dipende, nel caso
delle HRBF, dal rapporto σj/∆xj . Poiché tale rapporto è costante per
tutte le scale (cioè per tutti gli strati di una rete HRBF), la scompo-
sizione è uniformemente stabile in tutte le scale. Il rapporto σj/∆xj

controlla di fatto il tasso di sovrapposizione delle gaussiane adiacenti
dello stesso strato. Si dimostra che le scelte implementative effettuate
per la scelta dei valori di σj e ∆xj garantiscono un elevato grado di
ridondanza.

Approssimazione e Convergenza

La famiglia dei sottospazi {Vj} associati alle HRBF continue (cf. §4.2.2)
costituiscono un buon approssimatore, nel senso che per ogni funzione
f(x) ∈ L2(R) è possibile scegliere un j sufficientemente elevato per il
quale l’approssimazione alla scala j dista dalla funzione f(x) (in norma
L2) meno di una soglia prefissata [BMF99]:

∀f(x) ∈ L2, ∀ε > 0, ∃j : ||f(x)− aj(x)||L2 < ε (4.54)

dove aj(x) è l’approssimazione ottenuta come:

aj(x) = f(x) ∗ g(x; σj) (4.55)

Questo risultato è valido per funzioni che appartengono ad uno spazio
Lp qualsiasi, e può essere dimostrato valido anche per una classe degli
spazi di Banach.

Nel caso discreto, non si dispone della funzione aj(x) della (4.55), ma
di una sua approssimazione. Questa approssimazione migliora via via
che ∆xj diventa più piccolo, cioè al diminuire della scala (all’aumentare
di j). Il che permette di formulare una proprietà di approssimazione
analoga a quella per le HRBF continue espressa nella (4.54).

La proprietà di approssimazione precedente fa uso di un solo strato
HRBF. L’algoritmo di apprendimento descritto nel paragrafo 4.2.3 agi-
sce in modo differente: esso non va a scegliere la scala adatta a ricostruire
la funzione con l’errore desiderato, ma procede per approssimazioni suc-
cessive. Ad ogni passo, la funzione da approssimare cambia (è infatti
il residuo ad essere considerato) e pertanto la approssimazione globale
potrebbe anche non convergere ad una funzione sufficientemente vici-
na alla funzione che si vuole approssimare. La convergenza è tuttavia
assicurata per le funzioni che:

• hanno un supporto compatto,

• sono C∞
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• hanno le derivate equilimitate (cioè esiste un M tale che per ogni
n vale: ||s(n)(x)||∞ < M).

Molte superfici reali rientrano in questa classe di funzioni.

4.2.6. Riformulazione HRBF in chiave digitale

L’algoritmo di configurazione di una rete HRBF descritto in §4.2.3 per-
mette la costruzione di una rappresentazione HRBF di un insieme di
dati campionati in modo non uniforme.

Se i dati a disposizione sono equispaziati, tuttavia, esso può esse-
re notevolmente semplificato, fino ad assumere una struttura simile a
quella dell’algoritmo per il calcolo della trasformata wavelet per una
implementazione digitale efficiente.

In questo paragrafo, verrà descritta una riformulazione delle reti
HRBF come risultato dell’applicazione di filtri in cascata. Ciò con-
sente una più facile comparazione con le wavelet applicate mediante
FWT. In particolare saranno confrontate le prestazioni di ricostruzione
dei due paradigmi a fronte di perturbazioni nei loro coefficienti dovute
alla rappresentazione numerica. Sebbene la gaussiana abbia un suppor-
to infinito, il suo valore è trascurabile all’esterno di un intorno del suo
centro, a causa del decadimento esponenziale. Il filtro FIR corrispon-
dente ad una gaussiana può quindi essere implementato con accuratezza
arbitraria trascurando i coefficienti inferiori di una soglia prefissata.

Utilizzando i caratteri in grassetto per denotare i vettori e i caratteri
normali per gli scalari, i coefficienti del j-esimo livello di una rete HRBF
possono essere calcolati come:

aj =↓ 2M−j(rj−1 ∗ gj) (4.56)

dove M è il massimo numero di strati della HRBF e rj−1 è il residuo
dello strato (j−1)-esimo. I campioni del segnale f(·), f , sono considerati
il residuo per il primo livello, r0 = f . Il residuo del livello j, rj , viene
calcolato come differenza tra il residuo al livello (j−1) e l’uscita del livello
j della rete. Quest’ultimo vettore, la ricostruzione del livello j, f j , viene
ottenuta come convoluzione del filtro gaussiano del livello considerato,
gj , con i coefficienti, aj , intercalati con sequenze di elementi nulli di
opportuna lunghezza:

f j =↑ 2M−j(aj) ∗ gj (4.57)

Il filtro gj nella (4.56) è il filtro gaussiano del livello j-esimo, ottenuto
campionando la gaussiana caratterizzata da σj — descritta nella (4.31)
— con lo stesso passo di campionamento della funzione f(·). Tenuto
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conto che σj+1 = 1
2 σj , il filtro del livello j-esimo può essere ottenuto dal

filtro gaussiano del livello precedente, utilizzando una relazione simile a
quella della scaling function della MRA (§4.1.2):

gj+1,k(x) = 2 gj,k(2x) (4.58)

Quindi, a meno di un fattore di scala, il filtro al livello j + 1, si ottiene
sottocampionando il filtro al livello (j)-esimo:

gj+1 =↓ 2(gj)

La procedura di configurazione della rete viene quindi iterata fino
al soddisfacimento di un opportuno criterio, per esempio l’errore di ri-
costruzione inferiore ad una data soglia, o fino al raggiungimento del
numero prestabilito di strati, M .

La ricostruzione della funzione f viene operata sommando le rico-
struzioni dei vari strati, f j , ottenute come descritto in (4.57). Bisogna
notare che questa operazione può essere effettuata in parallelo, in quan-
to, a differenza della trasformata MRA, per ricostruire un dato livello,
non è necessario disporre della ricostruzione del livello precedente.

Le figure 4.9 e 4.10 rappresentano gli schemi di analisi e sintesi de-
scritti in questo paragrafo. Anche per questi schemi valgono le consi-
derazioni fatte per gli schemi MRA a pagina 113: gli schemi in figura
forniscono lo schema utilizzato per l’esperimento comparativo riportato
in §4.3.2, nel quale vengono usati quattro livelli di scomposizione.

A differenza dell’algoritmo originale, questa riformulazione non con-
tiene alcun criterio di inserimento delle unità, come per esempio quel-
lo descritto in (4.49). L’analoga operazione digitale è di facile rea-
lizzazione, ma non è stata inserita per facilitare la comparazione con
l’implementazione digitale della MRA.

Figura 4.9.: Schema per una implementazione digitale della procedura
di analisi HRBF
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Figura 4.10.: Schema per una implementazione digitale della procedura
di sintesi HRBF

4.3. Confronto tra wavelet e HRBF

Le tecniche multirisoluzione sono largamente usate nell’elaborazione del
segnale grazie alla loro abilità nell’analizzare la proprietà del segnale
e nel produrre una descrizione con caratteristiche di località sia nel
dominio del tempo (o spazio) che della frequenza.

La scomposizione wavelet è molto usata come strumento per l’analisi
multirisoluzione grazie alla rapidità di calcolo della FWT con la quale
si possono calcolare i coefficienti wavelet.

Una interessante alternativa è rappresentata dalle HRBF, le qua-
li, sebbene utilizzando uno schema diverso, forniscono anche loro una
scomposizione multirisoluzione, con caratteristiche di approssimazione
asintotica paragonabili al quelle delle wavelet (§4.2.5).

In questo paragrafo si intende confrontare questi due paradigmi in
termini sia di caratteristiche di approssimazione che di robustezza alla
perturbazione dei grandezze che intervengono nella ricostruzione.

Nel paragrafo §4.3.1 saranno comparate le caratteristiche dei due pa-
radigmi dedotte dalla teoria dell’approssimazione. Nel paragrafo §4.3.2
si effettueranno delle prove di ricostruzione di funzioni con lo scopo di
quantificare le caratteristiche dei due paradigmi in termini di accuratezza
e robustezza. In particolare, verranno confrontate sia le implementazioni
analogiche che quelle digitali.
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4.3.1. Confronto teorico

Sebbene sia HRBF che MRA offrano una approssimazione multirisolu-
zione, esse operano in modo diverso. MRA scompone il segnale dimi-
nuendo il livello del dettaglio strato per strato, con il primo strato che
costituisce i campioni misurati dal segnale. HRBF, invece, opera in mo-
do opposto: la approssimazione meno dettagliata è ottenuta per prima
e i dettagli vengono via via aggiunti al crescere del numero di strati
utilizzati per la ricostruzione.

Velocità di convergenza Le wavelet generano (usualmente) spazi orto-
gonali a quelli delle scaling function della stessa scala e quindi la differen-
za tra l’approssimazione ed il residuo è massimizzata. Nelle reti HRBF,
invece, gli spazi generati da strati successivi formano un angolo piutto-
sto piccolo e quindi la ricostruzione del residuo è più lenta. Per alcune
applicazioni (ed entro certi limiti), questo fatto non è necessariamente
una cosa negativa. Ciò, infatti, consente di suddividere su più livelli il
contenuto informativo dei dati, ottenendo ricostruzioni che recuperano il
dettaglio più gradualmente delle MRA. In questo modo è possibile rag-
giungere in modo più preciso il grado di accuratezza desiderato e risulta
più facile evitare di inglobare il rumore nella ricostruzione.

La prova di ricostruzione di dati 3D (figure 4.15 e 4.19) è un buon
esempio di come una velocità di convergenza meno spinta possa risul-
tare più utile. L’arricchimento di dettaglio dei quattro livelli wavelet è
graduale ed evidente. La MRA biortogonale 3.3, invece, presenta una
ricostruzione iniziale (livello 1) nella quale tutti i tratti caratteristici del
viso (occhi, naso e bocca) sono presenti. Già dal secondo livello sono
bene delineati. La differenza tra il terzo ed il quarto livello è minima. Il
primo livello, però risente fortemente dell’effetto di bordo, e gli altri tre
presentano vistose oscillazioni dovute a rumore a bassa frequenza.

La velocità di convergenza può essere legata al rapporto tra i fattori
di scala dei livelli consecutivi. Le MRA impongono che tale rapporto sia
costante (usualmente pari a due). Con le HRBF è solo una scelta di co-
modo: nulla impedisce di utilizzare un rapporto diverso per ogni strato.
Questa proprietà può essere sfruttata per inglobare più facilmente la co-
noscenza a priori difficilmente formalizzabile (per esempio, la differenza
“visuale” tra dettaglio e rumore). Inoltre, nelle MRA il rapporto tra i
fattori di scala corrisponde al tasso di sottocampionamento del cascade
algorithm. Esso deve essere per forza di cose un intero. Il numero di
livelli per le HRBF è virtualmente illimitato. Esso è fissato dall’algorit-
mo di apprendimento (errore, #unità, disponibilità di dati per le stime

138



4.3. Confronto tra wavelet e HRBF

della media locale). La ricostruzione può essere fermata quando il livello
di dettaglio raggiunto è soddisfacente.

Le gaussiane rivestono il doppio ruolo di scaling function e wavelet.
Esse vengono utilizzate, cioè, sia per approssimare che per esprimere
il residuo. Malgrado ciò, è ragionevole apparentarle più alle scaling
function che alle wavelet, in quanto non sono generalmente in grado
di rappresentare il residuo con accuratezza assoluta, ma solo una sua
approssimazione. A differenza delle MRA, inoltre, l’angolo tra gli spazi
approssimazione di una HRBF non è nullo [BMF99], e questo consente
ad uno strato a risoluzione più fine di catturare il residuo (figura 4.12).

Il cascade algorithm necessita, in fase di analisi, dei coefficienti del-
l’approssimazione a risoluzione maggiore per poter scomporre la funzio-
ne. Tali coefficienti sono il risultato della proiezione della funzione da
approssimare sulle scaling function a risoluzione maggiore. Se i coeffi-
cienti iniziali sono esatti, la trasformata wavelet è in grado di scomporre
e ricostruire la funzione in modo esatto. Eventuali errori presenti sui
coefficienti iniziali non sono recuperabili: la ricostruzione risentirà sem-
pre degli errori iniziali. Generalmente questo tipo di errore è contenuto
e viene commesso utilizzando campioni equispaziati della funzione come
coefficienti del primo livello.

La scomposizione operata dalle HRBF, invece, ha un errore inizia-
le molto elevato, dovuto alla proiezione della funzione sullo spazio ap-
prossimazione a risoluzione più grossolana. Gli errori nel calcolo della
approssimazione ad un dato livello possono però essere recuperati dallo
strato seguente, il quale è in grado di ricostruire con maggior accuratez-
za rispetto al livello precedente. Gli errori di calcolo dei coefficienti sono
essenzialmente di due tipi:

• la proiezione della funzione sulla funzione base viene calcolata ap-
prossimandola con la media pesata dei valori in un intorno del
centro della gaussiana;

• una gaussiana non viene inserita perché l’errore locale è media-
mente basso.

La prima causa è paragonabile all’utilizzo, nelle wavelet, dei campioni
al posto delle proiezioni. La seconda causa di errore non sempre è una
cosa negativa: se si intende filtrare dati rumorosi o risparmiare risorse
di calcolo, può essere una pratica vantaggiosa. L’eliminazione di fun-
zioni base ritenute non necessarie è possibile sia nelle HRBF che nelle
wavelet. In queste ultime è, però, possibile solo a posteriori. Il calcolo
dei coefficienti nelle MRA mediante il cascade algorithm (§4.1.2) avviene
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Figura 4.11.: Struttura fine to coarse della MRA e coarse to fine della
HRBF.

Figura 4.12.: Rappresentazione della ricostruzione HRBF mediante ana-
logia con vettori del piano R2: spazi non paralleli (G1 e G2)
consentono la ricostruzione del residuo (r1).
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considerando solo i coefficienti della approssimazione ad un scala supe-
riore. Risulta quindi difficile valutare l’impatto dell’eliminazione di un
coefficiente. Nelle HRBF i coefficienti sono calcolati in base al residuo
dello strato precedente, e quindi gli effetti dell’eliminazione (o meglio
del non utilizzo) di alcune funzioni base possono essere propriamente
valutati.

Formulazione digitale Molte funzioni base utilizzate per le MRA non
possono avere una descrizione analitica e non possono quindi essere cam-
pionate in modo continuo. La funzione ricostruita può essere ottenuta
iterativamente per approssimazioni successive, calcolandone il valore in
corrispondenza di punti sempre più vicini (IFWT, §4.1.2). Lo spazio tra
due punti consecutivi deve però essere interpolato, mentre l’uscita delle
HRBF può essere calcolata direttamente. Per questo motivo la MRA è
adatta ad una realizzazione digitale, mentre le HRBF può essere realiz-
zata sia con una tecnologia digitale, sia con una tecnologia ibrida, dove
i coefficienti sono memorizzati in modo digitale e le funzioni base sono
calcolate analogicamente.

I filtri MRA sono generalmente più corti delle implementazioni FIR
digitali delle approssimazioni a supporto finito dei filtri gaussiani, i qua-
li, a causa della loro larga banda di transizione occupano almeno otto
campioni [BMF99]. Inoltre, il numero di coefficienti di una scomposizio-
ne MRA è sempre pari a al numero dei campioni originali, mentre per
una rappresentazione HRBF il numero di coefficienti è circa il doppio.
Comunque, per le applicazioni reali, dopo aver posto a zero i coefficienti
più piccoli, il numero di coefficienti significativi è generalmente lo stes-
so. La creazione di un’applicazione basata su HRBF è più semplice, in
quanto richiede un solo filtro, caratterizzato da un unico parametro, il
quale è legato da legge di proporzionalità al contenuto in frequenza delle
informazioni che si vogliono elaborare, mentre MRA richiede la scelta di
due coppie di filtri (g, h, g̃, h̃), una per l’analisi e una per la sintesi.

Per particolari applicazioni, HRBF può soffrire di mancanza di fles-
sibilità: il (massimo) numero di livelli deve essere definito all’inizio, in
quanto questo valore è in relazione con i parametri caratteristici del pri-
mo filtro gaussiano. Ciò si contrappone, nel caso MRA, alla possibilità
di decidere il numero di strati run-time, semplicemente interrompendo
la procedura di analisi. Infatti, sebbene il numero di livelli di una MRA
sia limitato dal numero di campioni originali — partendo da N campioni
si possono ottenere circa log2 N livelli, generalmente i dati a disposizio-
ne sono in numero elevato e l’interruzione della procedura di analisi è
dovuta a scelte progettuali.
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Figura 4.13.: Dati 3D.

Inoltre, il parametro σ delle gaussiane dell’ultimo livello non deve
essere inferiore a 1.465 volte il passo di campionamento. Questa limita-
zione si propaga verso gli strati precedenti, moltiplicata per il rapporto
tra i fattori di scala degli strati adiacenti.

4.3.2. Confronto sperimentale

Implementazione ibrida

Per confrontare le caratteristiche di HRBF (nella formulazione ibrida
digitale/analogica) ed MRA come approssimatori, si proveranno i due
paradigmi nella ricostruzione della superficie di un oggetto reale, a par-
tire da punti 3D campionati su di essa, non equispaziati ed affetti da
rumore.

I dati sono stati acquisiti con Autoscan [BF00] e rappresentano il
volto di una persona (figura 4.13).

Le particolari condizioni di acquisizione (e la natura della superficie
campionata) consentono di considerare le prime due componenti (X ed
Y ) come il dominio e la terza coordinata (Z) come il codominio di una
funzione R2 → R. Tramite triangolazione sul piano XY o un’interpola-
zione spline cubica (figura (figura 4.14a-b) è possibile fornire una rico-
struzione della superficie. È evidente che, a causa degli errori di misura
presenti sui dati, entrambe le ricostruzioni sono poco soddisfacenti.

Il rumore ha nel caso in esame due fonti: l’incertezza della misura e
piccoli spostamenti involontari del soggetto. In entrambi i casi è ragio-
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(a) (b)

Figura 4.14.: Triangolazione di Delaunay (a) e interpolazione mediante
spline cubica (b) dei dati in figura 4.13.

nevole pensare che le componenti in frequenza del rumore si manifestino
principalmente su frequenze molto più elevate di quelle caratterizzanti la
forma del viso. Il contenuto in frequenza della superficie da ricostruire,
inoltre, varia notevolmente a seconda delle parti del viso rappresenta-
te (per esempio la fronte ha un basso contenuto in frequenza, mentre
e le labbra presentano della rapide variazioni della superficie). L’im-
piego di un modello multirisoluzione può quindi essere indicato per la
ricostruzione di una superficie come quella in esame.

La ricostruzione ottenuta con le HRBF è riportata in figura 4.15.
L’errore di misura (stimato come deviazione standard dell’errore di ri-
costruzione) è risultato di 0.8 mm. Per la ricostruzione, sono stati usati
quattro livelli di HRBF, caratterizzati da parametro di scala, σ, fra i
16 mm ed i 2 mm. La qualità dell’output aumenta col crescere del nu-
mero di strati, principalmente nelle regioni con frequenza spaziale più
elevata, come il naso, gli occhi e le labbra. Dalla figura 4.16, nella quale
sono riportate le uscite dei singoli livelli, e dalla figura 4.17, che raffigura
la posizione delle gaussiane effettivamente inserite, si può notare che il
contributo degli strati a risoluzione più elevata è concentrato proprio su
queste regioni.

I risultati quantitativi che mostrano la progressiva riduzione dell’er-
rore di ricostruzione, sono riportati nella tabella 4.1.
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Figura 4.15.: Ricostruzione HRBF dei dati in figura 4.13

Figura 4.16.: Uscite dei singoli livelli HRBF
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Figura 4.17.: Posizione delle gaussiane nei livelli HRBF

Tabella 4.1.: Cifre di merito della ricostruzione mediante HRBF

#Livelli Errore medio [mm] std errore [mm] # di gaussiane σ [mm]

1 2.33 4.38 141/270 16
2 0.03 2.06 573/980 8
3 0.04 1.01 1, 780/3, 795 4
4 0.06 0.76 3, 637/14, 933 2
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Figura 4.18.: Ricampionamento su griglia regolare

Bisogna notare che la ricostruzione del volto alla scala più piccola
(2 mm) mediante un singolo strato HRBF avrebbe richiesto un totale
di 14933 unità (109 × 137). L’approssimazione finale ha richiesto solo
6 131 unità, distribuite nei quattro strati.

Per operare una ricostruzione MRA, i dati a disposizione non sono
direttamente utilizzabili. L’insieme di dati è stato quindi elaborato me-
diante una procedura di ricampionamento tale da produrre punti 3D
equispaziati nel dominio (il piano R2). La superficie è stata ricampio-
nata in corrispondenza dei punti di intersezione di un griglia regolare di
dimensioni 109 × 137, le maglie della quale hanno lato, ∆x, di 1.365
mm. Le dimensioni sono le stesse dell’ultimo livello HRBF. L’altezza
della superficie è stata stimata utilizzando una procedura simile a quella
utilizzata per le HRBF, 4.47, considerando un intorno sferico iniziale di
raggio ∆x. Se meno di cinque punti cadono nell’intorno sferico, il raggio
viene aumentato finchè almeno cinque punti vengano inclusi nella regione
usata per la stima. Il risultato di questa procedura di ricampionamento
è riportato nella figura 4.18.

I dati ricampionati sono stati quindi elaborati utilizzando la MRA
biortogonale 3.3, le cui funzioni base sono riportate in figura 4.5, la
quale è caratterizzata da filtri di lunghezza contenuta (otto elementi).
Per poter operare un confronto più significativo, solo le 6 131 wavelet con
i coefficienti di valore più elevato sono stati tenuti. Gli altri sono stati
posti a zero. Tutti i coefficienti approssimazione delle scaling function
al primo livello sono stati tenuti. I risultati sono riportati in figura 4.19
ed in tabella 4.2

Risultati simili sono stati ottenuti anche limitando la selezione dei
coefficienti da annullare ai primi sue strati (quelli con contenuto in fre-
quenza più elevato). Come può essere notato dalla figura 4.19, una
ricostruzione smooth è ottenibile solo con gli ultimi due strati, mentre
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Figura 4.19.: Ricostruzione con MRA biortogonale 3.3

Tabella 4.2.: Cifre di merito relative alla ricostruzione con MRA
biortogonale 3.3

#Livelli Errore medio [mm] std errore [mm] # di basi ∆x [mm]
1 −4.37× 10−5 0.066 2 933/12 528 1.365
2 5.21× 10−4 0.24 2 021/3 744 2.73
3 0.019 0.76 720/1 311 5.46
4 0.15 1.47 285/585 10.92
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gli ultimi due esibiscono un comportamento molto rumoroso. D’altra
parte, gli ultimi due livelli non ricostruiscono i dettagli del volto (labbra
ed occhi) con sufficiente accuratezza, e risentono molto dell’effetto del
bordo.

Per evitare di considerare anche effetti estrapolativi della ricostru-
zione, le cifre di merito sono state calcolate prendendo in considerazione
solo la regione interna al convex hull dei dati.

Implementazione digitale

La riformulazione delle HRBF in chiave digitale è stata qui utilizzata per
provare la robustezza delle procedure di ricostruzione HRBF e MRA.

La qualità della ricostruzione del segnale dipende dalla accuratezza
dei parametri determinati nella fase di configurazione. La robustezza
è la capacità di un approssimatore di degradare le proprie prestazio-
ni, quando i suoi parametri vengano perturbati, in modo proporzionale
alla perturbazione stessa. La robustezza è una qualità importante so-
prattutto per le implementazioni digitali, dove le perturbazioni possono
essere sia transitorie (disturbi elettromagnetici) che stabili (utilizzo di
un numero ridotto di bit).

In particolare, nella prova in esame, è stato simulato l’effetto della
quantizzazione che influisce sui calcoli in una implementazione di MRA
e HRBF sia in virgola fissa (fixed point) che mobile (floating point).

La notazione in virgola fissa è usata in modo esteso nell’implemen-
tazione hardware per via della semplicità circuitale. L’uso di questa
notazione implica — dato un prefissato numero di bit disponibili —
un compromesso tra l’intervallo di valori rappresentabili e la risoluzione
(cioè la distanza tra due numeri consecutivi). Per simulare l’implementa-
zione a virgola fissa i valori dei parametri sono stati vincolati — tramite
arrotondamento — ad assumere un numero finito di valori equispaziati.
L’accuratezza della ricostruzione è stata valutata per i seguenti passi di
quantizzazione, espressi come frazione del massimo valore assoluto dei
vettori di parametri considerati: { 1

10000 , 1
1000 , 1

100 , 1
50 , 1

10}.
La notazione a virgola mobile permette di rappresentare i dati con un

prefissata accuratezza relativa. Nella rappresentazione a virgola mobile,
i valori sono arrotondati in base al numero di bit dedicati alla mantissa
ed all’esponente. Nella simulazione in esame, la restrizione sul numero
di bit è stata limitata alla mantissa. Ciò equivale a fornire una preci-
sione relativa del valore vero dei parametri, tramite troncamento. Sono
stati usati da due a sei cifre decimali per la mantissa delle grandezze
rappresentate.

148



4.3. Confronto tra wavelet e HRBF

0 1 2
0

1

2
0.0001 0.001 0.01 0.05 0.1

Perturbazione a virgola fissa

0 1 2
0

1

2
0.0001 0.001 0.01 0.05 0.1

Perturbazione a virgola fissa

Figura 4.20.: Effetti delle notazioni in virgola fissa e mobile sulla
rappresentazione di un segmento di linea retta

Nella figura 4.20 sono stati resi graficamente gli effetti della rap-
presentazione, usando le codifiche appena descritte, dei punti di un
segmento lineare.

Ogni sessione di simulazione è stata caratterizzata dal tipo di pertur-
bazione (a virgola fissa o mobile) e dall’insieme di parametri perturbato.
Gli insiemi di parametri considerati in questo esperimento sono:

• i dati di input, f ,

• i coefficienti dei filtri, g per la HRBF e {g, h, g̃, h̃} per la MRA.

• i coefficienti delle funzioni base, {a1, . . . , an} e {an, d1, . . . , dn}
per, rispettivamente, la HRBF e la MRA.

In ogni sessione, HRBF e MRA ricevono i dati di input f e calco-
lano i coefficienti della rappresentazione (figura 4.21). I calcoli vengono
eseguiti ad una precisione considerata infinita per gli scopi di questo
esperimento. Con ciò si intende che solo gli effetti della rappresenta-
zione numerica delle entità vengono presi in considerazione, mentre gli
errori numerici dovuti ai calcoli — dato che questi sono stati eseguiti in
doppia precisione – vengono ritenuti trascurabili.

L’errore di ricostruzione viene valutato su un differente insieme di
dati, fV . f e fV sono ottenuti campionando in modo equispaziato la
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Figura 4.21.: Set-up per la prova di robustezza rispetto alla notazione
usata

funzione f(·) riportata in figura 4.22 in 1 001 e 32 000 punti rispettiva-
mente. A causa dell’elevata densità di campionamento usata per otte-
nerlo, fV può essere considerato approssimazione ragionevole di f(·).
Quindi, esso può essere usato per misurare l’errore di generalizzazio-
ne delle due ricostruzioni. Una volta ottenute le ricostruzioni HRBF,
f̃HRBF, e MRA, f̃MRA, alla stessa frequenza di campionamento di fV ,
l’errore di ricostruzione può quindi essere calcolato come differenza con
segno:

εHRBF = fV − f̃HRBF

εMRA = fV − f̃MRA

Discussione dei risultati

L’accuratezza della ricostruzione è misurata come deviazione standard
dell’errore di ricostruzione εHRBF e εMRA. Nelle prove riguardanti la
MRA sono state utilizzate le wavelet biortogonali 3.7 (figura 4.6). Nelle
figure 4.23 e 4.24 sono stati riportati i risultati ottenuti perturbando i
tre insiemi di parametri nelle due modalità (virgola fissa e mobile).

Le HRBF resistono bene alla perturbazione dei vari insiemi di pa-
rametri. Questa robustezza è dovuta essenzialmente a due ragioni. Il
primo motivo è che la MRA può perdere le proprietà di biortogonalità
delle sue funzioni base. La seconda (e principale) ragione è che il cal-
colo del residuo nella procedura di configurazione HRBF per lo strato j
(4.45) incorpora gli errori introdotti come output del livello precedente,
sia che gli errori siano causati da filtri non perfetti, dai coefficienti aj
o dall’elaborazione stessa. Ciò permette la correzione degli errori nei
livelli superiori. Solo gli errori introdotti nell’ultimo livello non possono
essere corretti. Poiché il residuo decresce con il numero di livelli, il suo
valore non è elevato il suo effetto sulla ricostruzione è di lieve entità.
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Figura 4.22.: La funzione utilizzata per le prove
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Figura 4.23.: Errore di generalizzazione nel caso di perturbazioni dovute
alla notazione in virgola fissa
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Figura 4.24.: Errore di generalizzazione nel caso di perturbazioni dovute
alla notazione in virgola mobile

Questo non accade con la MRA, dove l’errore nei coefficienti si propa-
ga attraverso il cascade algorithm. Inoltre, un fattore che contribuisce
a contenere l’errore di generalizzazione è la ridondanza delle funzioni
base. In ogni punto, più di una gaussiana contribuisce alla costruzio-
ne delle funzione. I valori dei coefficienti di gaussiane adiacenti sono,
cioè, correlati. Quindi, se il rumore dovuto alla notazione è uniforme,
gli errori tendono a compensarsi. Questo non accade per la MRA, dove
l’ortogonalità delle funzioni base è sfruttata per ottenere dei coefficienti
tra loro decorrelati.

4.4. Conclusioni

In questo capitolo sono stati presentati due paradigmi gerarchici di rap-
presentazione multirisoluzione di segnali: Multi-Resolution Analysis e
reti Hierarchical Radial Basis Functions.

La trasformata wavelet è un utile strumento matematico per rap-
presentare una funzione in base al comportamento della funzione stessa
in finestre spazio-frequenza di dimensione finita. La sua riformulazio-
ne in un dominio discreto di intervalli spazio-frequenza ha portato alla
ideazione della MRA.

Una MRA consente di descrivere una funzione appartenente ad L2(R)
a diversi gradi di dettaglio. In particolare essa fornisce, per una data
grado di approssimazione, una scomposizione additiva di ogni funzione
formata da una sua approssimazione alla scala desiderata e dal detta-
glio che differenzia l’approssimazione dalla funzione originale. Queste
funzioni (approssimazione e dettaglio) sono espresse come combinazione
lineare delle basi degli spazi corrispondenti. Le basi hanno la proprietà
di essere composte da copie traslate di un’unica funzione, la scaling func-
tion per gli spazi approssimazione e la wavelet per gli spazi dettaglio.
Le basi di spazi a scala diversa si differenziano per un fattore di scala.
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Grazie all’algoritmo FWT, illustrato nel paragrafo 4.1.2, è possi-
bile ottenere i coefficienti della combinazione lineare a partire da una
sequenza di campioni della funzione da rappresentare. Una MRA è per-
tanto adatta ad essere utilizzata per analizzare, elaborare e ricostruire
un segnale a partire da un suo campionamento.

Basate su concetti afferenti sia alla teoria del filtraggio che delle re-
ti neurali, le HRBF forniscono un valido strumento alla elaborazione
ed alla ricostruzione di segnali. Una rete HRBF è in grado di rico-
struire una funzione continua a partire da un insieme di campione della
funzione stessa. Nessuna ipotesi è richiesta né sul tipo di campionamen-
to (uniforme o sparso) né sulla sua accuratezza (eventuale presenza di
rumore).

Una rete HRBF ricostruisce la funzione data mediante una approssi-
mazione ad un grado di risoluzione grossolano (approssimazione operata
dal primo strato HRBF) e una sequenza di approssimazioni del residuo
(forniti attraverso i restanti strati).

Dal punto di vista teorico, una sequenza di strati HRBF costitui-
scono una struttura multirisoluzione in grado di approssimare con accu-
ratezza arbitraria qualsiasi funzione appartenente ad uno spazio Lp(R),
con qualsiasi p. In particolare, uno strato HRBF costituisce una base
(stabile) di Riesz per lo spazio da essa generato.

Le reti HRBF presentano quindi molte proprietà in comune con le
MRA. Questi due paradigmi sono stati confrontati sia dal punto di vista
teorico che in base a prove sperimentali, con lo scopo di evidenziare le
loro capacità di ricostruzione e di robustezza alle perturbazioni dei vari
fattori che intervengono nella ricostruzione. Le ricostruzioni basate su
MRA sono risultate più adatte alla compressione e alla ricostruzione
in condizioni ambientali caratterizzate da assenza di rumore, mentre le
HRBF sono maggiormente robuste alle condizioni di rumore e si prestano
ad una ricostruzione progressiva.

Per la costruzione di modelli digitali da range data, HRBF sembra
essere uno strumento più adatto della MRA per una approssimazione
multirisoluzione. Poiché l’algoritmo di configurazione HRBF fa usi di
operazioni locali, può essere facilmente parallelizzato e implementato
per un uso in tempo reale su una macchina dotata di hardware parallelo
(per esempio FPGA).

Inoltre, HRBF richiede poche informazioni a priori ed è autostrut-
turante.
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5. Un esempio applicativo:
Autoscan

In questo capitolo verrà descritto il sistema di digitalizzazione Auto-
scan [BFB+98] [BF00], il quale rappresenta un esempio di applicazio-
ne della metodologia studiata in questa tesi. La catena di elaborazio-
ne da esso implementata rientra nello schema generale per sistemi di
digitalizzazione presentata in §3.1.

Le sue caratteristiche principali sono la portatilità e la flessibilità di
utilizzo. Autoscan è costituito da quattro moduli principali. Il primo
modulo è dedicato all’acquisizione degli insiemi di punti tridimensionali
di una superficie mediante il rilevamento della posizione di un puntatore
laser. Quando richiesto, un modulo ausiliario può essere affiancato per
la rilevazione del colore della superficie. Il secondo modulo ricostruisce
una superficie 3D, filtrando il rumore di misura. Come spesso capita
nella pratica, alcune applicazioni richiedono modelli poligonali. Un terzo
modulo è quindi dedicato alla conversione della superficie continua in
una superficie poligonale. Eventualmente, un quarto modulo provvede
all’integrazione delle informazioni di colore con la superficie.

L’elaborazione necessaria per ottenere un modello finale con ele-
vata accuratezza può essere realizzata in tempo reale utilizzando una
opportuna scheda per PC di fascia bassa.

Il modulo di acquisizione della geometria ed il modulo ausiliario
per l’acquisizione delle informazioni di colore producono una collezio-
ne di dati che possono essere utilizzati per la generazione di un modello
tridimensionale dell’oggetto acquisito.

Il modulo di ricostruzione si occupa della generalizzazione dei da-
ti geometrici, fornendo una superficie 21

2D descritta mediante una rete
HRBF. Il quarto modulo è dedicato alla registrazione delle informazioni
di colore ed alla loro fusione con i dati geometrici. Essi costituisco-
no l’implementazione della fase di generazione del modello. Ad essi va
affiancato un altro modulo (attualmente sostituito da operazioni semi-
manuali) per la registrazione e la fusione delle informazioni geometri-
che provenienti da viste diverse. Questo modulo dovrebbe colloquiare

155



5. Un esempio applicativo: Autoscan

con il modulo di ricostruzione, fornendo topologia e trasformazioni di
registrazione e fusione ed ottenendo superfici continue (possibilmente
multirisoluzione).

La fase di ottimizzazione (e conversione) è realizzata dal modulo
di poligonalizzazione della superficie. La sua attuale implementazione
utilizza un algoritmo di quantizzazione vettoriale ottimizzato per dati
con le caratteristiche dei modelli tridimensionali. Se necessario è in
grado di operare un raffinamento della rappresentazione per-vertex color
del modello.

5.1. Fase di acquisizione

5.1.1. Acquisizione

Il modulo di acquisizione è costituito da un puntatore laser commerciale
da 5 mW di potenza, un insieme di videocamere digitali, ognuna delle
quali fornisce un’immagine (in toni di grigio) di 256 × 256 pixel con
un frame rate di 100 frame/secondo, una scheda per elaborazione di
immagini dedicata ed un computer di interfaccia.

Il processore della scheda dedicata all’elaborazione delle immagini
stima la posizione del punto illuminato dal puntatore laser con una ac-
curatezza, stimata sperimentalmente [FP90], di 0.1 pixel. L’elaborazio-
ne consiste essenzialmente in una cross correlazione con una maschera
di 6 pixel (un template del punto luminoso) seguita da una sogliatura.
Essa può quindi essere facilmente realizzato su una scheda general pur-
pose (per esempio, una scheda FPGA), più economica, senza intaccare
le prestazioni del sistema. La tecnica utilizzata per riconoscere il pun-
to permette di raggiungere un elevato rapporto segnale/rumore (SNR)
(pochi falsi punti rilevati) ed un’accuratezza sub-pixel (calcolando la
posizione del punto luminoso come media dei pixel soprasoglia, pesando
ogni elemento con il relativo valore di cross-correlazione).

La posizione 3D del punto proiettato dal laser è calcolato mediante
procedure fotogrammetriche a partire dalla posizione del punto su due
TV-camere [BRFP90]. Il sistema è calibrato riprendendo una barra
rigida, di lunghezza conosciuta, avente agli estremi due marker sferici
rifrangenti della stessa dimensione dei punti luminosi [BC00].

Il campionamento della superficie viene realizzato muovendo il pun-
tatore laser manualmente (figura 5.2). Un riscontro visivo dell’opera-
zione di campionamento effettuata viene fornito riportando (in tempo
reale) su un monitor i punti acquisiti dal sistema.
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Figura 5.1.: Schema ad alto livello dello scanner tridimensionale
Autoscan.
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Alla fine del processo di campionamento, un insieme di punti tridi-
mensionali è ricostruito per ogni coppia di TV-camere che condividano
parte del loro campo visivo1.

Allo stesso tempo, mediante una videocamera dotata di CCD a co-
lori, un’immagine2 dell’oggetto ripreso è acquisita e convertita in una
bitmap di 576× 768 (standard PAL) a 24 bit/pixel.

5.1.2. Accuratezza della acquisizione

L’accuratezza con cui Autoscan acquisisce i punti è stata valutata speri-
mentalmente, utilizzando un metodo simile a quello riportato in [GR99].

L’esperimento è costituito da una serie di 100 acquisizioni di punti
proiettati dal laser su un piano posizionato al centro del campo di vi-
sione delle TV-camere. Per ogni acquisizione, composta da circa 1000
punti, è stato stimato il piano ottimale e calcolata la distanza (con se-
gno) dai punti acquisiti da esso. Per un volume di dimensione media
(0.8m×0.6m×1m), l’accuratezza rilevata, misurata mediante lo scarto
quadratico medio (RMS), è stata di 0.27mm± 0.0063mm. Questa cifra
di merito varia linearmente con le dimensioni del volume, ed è consi-
stente con le misure di accuratezza riportate nel campo dell’analisi del
movimento [BC00]. La prova è stata effettuata con due TV-camere poste
quasi ortogonalmente tra di loro (86.9◦).

I risultati dell’esperimento sono riportati in figura 5.3. La distribu-
zione dell’errore di misura ha media nulla ed ha distribuzione normale,
come è lecito attendersi, dal momento che è il risultato degli errori com-
messi in diverse fasi dell’elaborazione, sorgenti di errore di vario genere
tra le quali: errore di quantizzazione delle TV-camere, approssimazioni
numeriche nei calcoli e aspetto non uniforme e non circolare del punto
luminoso.

L’accuratezza diminuisce quando l’angolo tra la coppia di TV-camere
usata per la ricostruzione dei punti differisce dai novanta gradi ottimali
seguendo una legge approssimativamente quadratica [BF90]. In situazio-
ni reali, dove l’angolo tra le TV-camere è il risultato di un compromesso
tra l’ampiezza del campo visivo comune e l’accuratezza, un angolo di
40◦ ÷ 60◦ è generalmente usato, con una perdita in accuratezza tra 1.5
e 3 volte. Se un’accuratezza maggiore è necessaria, sono necessarie un
numero maggiore di sessioni di acquisizione, per diminuire il volume

1Una vista è quindi costituita dall’insieme di punti raccolti da una coppia di TV-
camere.

2Più immagini possono essere acquisite per ottenere un’immagine più affidabile,
come media di immagini.
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5.1. Fase di acquisizione

Figura 5.2.: Sessione di acquisizione con Autoscan.
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del campo di ogni singola acquisizione o per aumentare l’angolo tra le
TV-camere.

5.2. Fase di ricostruzione

5.2.1. Ricostruzione della superficie

La ricostruzione della superficie è ottenuta utilizzando una rete HRBF
(Hierarchical Radial Basis Functions [BF00]. Le HRBF, descritte in
maggiore dettaglio in §4.2, realizzano una approssimazione sparsa con
risoluzione spaziale variabile e possiedono la capacità di filtrare il rumore
in modo adattativo. Inoltre, essendo auto-organizzanti consentono di
operare la ricostruzione in modo automatico, necessitando solo di alcune
informazioni sulla qualità della ricostruzione desiderata dall’utente.

I punti raccolti da ogni coppia di TV-camere, formano una nuvola
di punti tridimensionali. Generalmente, scegliendo come piano R2 di
riferimento il piano ortogonale al piano di giacenza delle linee di visione
delle camere e ortogonale alla bisettrice dell’angolo da esse formato, i
punti di ogni vista possono essere interpretati come punti campionati
da una superficie R2 → R (§6). Essi possono quindi essere ricostruiti
mediante HRBF. Essendo i punti campionati in modo non equispaziato,
l’algoritmo utilizzato per la configurazione della rete è quello ibrido,
riportato in §4.2.3.

Per l’esperimento di ricostruzione si è acquisito un volto umano. I
dati raccolti da Autoscan sono riportati in figura 5.4.

Autoscan è stato spesso utilizzato per la ricostruzione di parti del
corpo umano, volti in particolare. Quest’ultimo caso rappresenta un
compito particolarmente difficile, in quanto il contenuto in frequenza è
altamente variabile nelle diverse regioni del viso. Inoltre, si tratta di una
superficie senza spigoli vivi. Quindi, le proprietà multirisoluzione delle
HRBF ben si prestano per la ricostruzione di questa superficie.

I risultati della ricostruzione sono stati riportati in figura 5.5. È stata
utilizzata una rete HRBF a quattro livelli. Nella prova, le TV-camere
formavano un angolo di circa 50◦, con una accuratezza stimabile intorno
ai 0.65 mm. La superficie è stata ricostruita da 17 080 punti. Come la
figura 5.6 riporta, negli strati più elevati le gaussiane sono inserite solo
nelle regioni ricche di dettagli.

I risultati quantitativi sono riportati in tabella 5.1, dalla quale si può
notare come l’errore abbia una media praticamente nulla, ed una devia-
zione standard che decresce all’aumentare dei livelli, fino a raggiungere il
valore di 0.72 mm, che ben approssima la stima dell’errore di misura sui
dati. Inoltre, come si può notare dalla figura 5.5, la distribuzione dell’er-
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rore assume via via una legge gaussiana, avvicinandosi alla distribuzione
dell’errore di misura.

Registrazione

Se la sessione di acquisizione è relativamente lunga e se il soggetto della
digitalizzazione può muoversi (come nel caso di acquisizione del volto
di una persona), il movimento va rilevato e la misura corretta. A tale
scopo, è possibile sfruttare le caratteristiche del modulo di acquisizione.
Esso è stato infatti sviluppato originariamente nel campo del motion
capture per rilevare la traiettoria di speciali marcatori rifrangenti. Per
rilevare il movimento della testa è quindi sufficiente piazzare sul soggetto
dell’acquisizione alcuni marcatori rifrangenti (almeno tre e di dimensio-
ne simile a quella del punto luminoso) e rilevarne la traiettoria seguite
durante l’acquisizione. Questa tecnica è utilizzabile sia per eliminare
piccoli movimenti non volontari nel caso di acquisizioni di un soggetto
umano, sia per la registrazione di acquisizioni multisessione.

La correzione dei movimenti è infatti un caso particolare della regi-
strazione di molteplici viste. In questo caso, ogni frame acquisito può
essere considerato una vista dove il sistema di riferimento (individuato
dai marcatori) è solidale con l’oggetto. I differenti frame hanno una
posizione diversa rispetto al sistema di riferimento. Essa è però cono-
sciuta in quanto identificabile a partire dai tre (o più) punti visti in
ogni frame. È quindi possibile, per ogni coppia di TV-camere collassare
l’asse temporale, dopo aver effettuato la registrazione rispetto ai marker
di riferimento, ottenendo cos̀ı la nuvola di punti corrispondente ad una
vista.

Assegnamento delle caratteristiche cromatiche

Quando anche il colore dell’oggetto è importante, una (comune) videoca-
mera a colori può essere utilizzata per acquisire le informazioni di natura
cromatica.

La registrazione dell’informazione cromatica avviene in modo simile
alla registrazione delle informazioni geometriche di viste differenti, e cioè
calibrando la videocamera.

Attualmente, la procedura di calibrazione della videocamera (e quin-
di della registrazione) è di tipo semiautomatico [Rig00]. Essa è basata
sull’identificazione sull’immagine digitale e sulla superficie di alcuni pun-
ti corrispondenti. Cinque punti sono sufficienti per stimare i parametri
della videocamera quindi essere in grado di proiettare il colore dei pi-
xel dell’immagine digitale sulla superficie. Le proprietà cromatiche del-
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(a) (b)

Figura 5.4.: Dati geometrici (a) e cromatici (b) acquisiti con Autoscan.

Tabella 5.1.: Risultati quantitativi della ricostruzione

#Livello
Errore
medio
[mm]

std
errore
[mm]

# di gaussiane ωco [Hz] dimensione
griglia

1 1.89 3.66 282/315 0.015 15× 21
2 0.07 1.45 1 124/1 333 0.03 31× 43
3 −0.005 0.96 3 020/5 394 0.06 62× 87
4 −0.002 0.72 5 929/21 750 0.12 125× 174
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5.2. Fase di ricostruzione

Figura 5.5.: Ricostruzione con HRBF a quattro livelli.
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Figura 5.6.: Posizione delle unità utilizzate nei quattro livelli.
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la superficie vengono assegnate ai vertici attraverso texture mapping o
assegnando un colore a ciascuno dei vertici della mesh (§2.4.5).

5.2.2. Conversione in superficie poligonale

La ricostruzione HRBF della superficie fornisce una descrizione conti-
nua e infinitamente derivabile. Se una descrizione poligonale è richiesta
dall’applicazione che utilizzerà il modello, bisogna applicare un ricam-
pionamento della superficie ricostruita. Le modalità operative sono va-
rie. Un semplice approccio consiste nel ricampionare la superficie HRBF
con la risoluzione richiesta dal livello di dettaglio desiderato, e formare
dei triangoli con i punti ricampionati adiacenti (in figura 5.7 a 1 mm
di passo di campionamento). La mesh cos̀ı ottenuta può essere quindi
sottoposta ad una procedura di mesh simplification [CMS98] (si veda
anche §2.5.1). Tuttavia, una procedura più raffinata può sfruttare la co-
noscenza analitica della curvatura della superficie per ottenere una mesh
ottimale direttamente dalla descrizione HRBF [HG99].

5.3. Conclusioni

Autoscan è uno scanner altamente flessibile, scalabile ed accurato: può
essere utilizzato per acquisire oggetti di dimensioni differenti con la
stessa precisione relativa.

Le TV-camere dispongono di un’ottica intercambiabile e possono es-
sere posizionate in modo completamente arbitrario, avendo come unico
vincolo la copertura della regione da acquisire con almeno una coppia di
TV-camere. Inoltre la procedura di calibrazione è semplice e può essere
realizzata anche da personale senza particolari conoscenze tecniche.

La procedura di scansione manuale consente di intensificare la fre-
quenza di campionamento spaziale laddove vi sia una maggiore ricchezza
di dettaglio. Inoltre, l’utilizzo di una sorgente multipunto (più punta-
tori messi a pettine, un proiettore con pattern adeguato) al posto di un
singolo puntatore laser può aumentare la velocità di campionamento.

La doppia elaborazione (sogliatura e cross-correlazione) utilizzata
per il riconoscimento del punto luminoso rende particolarmente robusta
l’operazione di misura. Ciò rende possibile l’utilizzo di Autoscan anche
in condizioni ambientali non controllate.

Come tutti i dispositivi ottici, Autoscan non richiede alcun contatto
con la superficie, ed è quindi (a meno di utilizzarlo per acquisire oggetti
sensibili a fasci luminosi, anche se di bassa intensità) poco invasivo.

Il filtraggio del rumore di misura sui dati e la ricostruzione della
superficie vengono compiuti in un singolo passo, mediante un algoritmo
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Figura 5.7.: Ricampionamento della superficie HRBF e assegnamento
del colore tramite texture mapping.
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adattativo. Il paradigma HRBF fornisce una descrizione multi-scala la
cui procedura di configurazione può essere facilmente parallelizzata e
realizzata in real-time.

Le operazioni sono attualmente effettuate in modo semiautomatico,
ma la modularità dell’approccio consente di sviluppare opportunamente
una fase dell’elaborazione lasciando invariate le altre.

Le apparecchiature di cui Autoscan è composto sono dispositivi di
comune diffusione. Le procedure attualmente realizzate via software
potranno essere realizzate su schede general purpose (per esempio, FP-
GA), abbassando ulteriormente il costo del sistema e migliorandone le
prestazioni.

L’utilizzo del sistema non richiede particolari capacità tecniche o
conoscenze specifiche.

Possibili sviluppi di Autoscan riguardano principalmente l’implemen-
tazione dei moduli dedicati alle attività previste dalla metodologia, ma
non ancora presenti in Autoscan.

La registrazione di superfici provenienti da differenti viste può essere
facilitata dalla presenza di marcatori sull’oggetto dell’acquisizione. Lo
stesso principio utilizzato per la registrazione dei singoli frame è uti-
lizzabile per fornire a differenti coppie di sensori un comune sistema di
riferimento sul quale basare la registrazione dei dati provenienti da diffe-
renti sessioni. In generale, questo procedimento è utilizzabile anche per
la registrazione di informazioni provenienti da differenti viste. Tutta-
via, nel caso specifico di Autoscan, ciò equivale a registrare le differenti
coppie di TV-camere. Questo compito è pertanto già espletato dalla
procedura di calibrazione a barra.

Le HRBF realizzano una funzione R2 → R. Esse vengono infatti
utilizzate per ricostruire i dati ricavati da una coppia di sensori, i quali
costituiscono una vista. Opportune procedure di zippering (come ad
esempio quella proposta in [DWJM98]) possono essere impiegate per
integrare le superfici risultanti dalle diverse viste.

L’assegnamento del colore è attualmente una procedura che necessita
dell’intervento dell’utente. Diverse tecniche sono utilizzabili per per au-
tomatizzare questa procedura. Una possibilità è l’implementazione del
riconoscimento dei marcatori utilizzati per la registrazione delle viste.
In questo caso la procedura di integrazione sarebbe più organicamen-
te strutturata. Alternativamente, tecniche di computer vision possono
essere impiegate. A seconda della conoscenza a priori che si ha sull’og-
getto dell’acquisizione, tecniche ad hoc (per esempio, riconoscimento di
labbra, sopracciglia, narici) o tecniche di applicazione più generale (per
esempio, shape from shading) possono essere impiegate per estrarre le
caratteristiche da allineare con la superficie.
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La disponibilità di elaboratori equipaggiati con dispositivi a basso co-
sto per la grafica 3D e la disponibilità di dispositivi di memorizzazione
hanno reso realizzabili e largamente fruibili applicazioni basate sul trat-
tamento delle informazioni e delle caratteristiche legate alla realtà tri-
dimensionale. Queste applicazioni hanno però bisogno di essere dotate
di modelli tridimensionali sui quali operare. Due sono gli approcci per
la generazione dei modelli tridimensionali: la modellazione manuale e la
copia digitale.

Benché sia fondato su tecniche fotogrammetriche, il problema della
digitalizzazione di oggetti reali è quindi relativamente recente, evidenzia-
to dal progresso tecnologico degli ultimi decenni e dal crescente mercato
legato alla multimedialità. Gli approcci utilizzati ad oggi per ottenere
una copia digitale di oggetti reali sono numerosi. Sebbene spesso essi sia-
no sviluppati ad hoc, per la soluzione di problemi particolari, è possibile
individuare alcune fasi dell’elaborazione comuni a tutti i procedimenti:
acquisizione, ricostruzione, ottimizzazione.

Nella fase di acquisizione vengono effettuate le procedure per mette-
re a punto il sistema di misura e per effettuare le misurazioni. Queste
procedure includono il posizionamento dei sensori e la loro calibrazione.
Le procedure si differenziano in base al tipo di sensori utilizzati (cioè al
fenomeno fisico da essi sfruttato per la misura) e dal metodo usato per
la misura. Quest’ultimo è generalmente riconducibile ad una triangola-
zione, ma i diversi metodi si differenziano per le variabili indipendenti
(un angolo, un lato). La fase di misura produce una collezione di dati
che costituiscono un campionamento delle caratteristiche della superficie
dell’oggetto acquisto.

Nella fase di generazione del modello tridimensionale i dati forniti
dalla fase di acquisizione vengono generalizzati ed integrati tra loro. In
particolare, questa fase si compone di tre sottofasi (ricostruzione, regi-
strazione e fusione), tra loro cooperanti. Nella fase di ricostruzione, i
dati delle singole viste vengono generalizzati per fornire una descrizione
continua della superficie. La fase di registrazione, invece, individua la
trasformazione da applicare ai dati per renderli relativi ad un unico si-
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stema di riferimento. La fase di fusione unisce le varie informazioni (geo-
metriche e fotometriche), raccordandole. Questo blocco di elaborazione
produce quindi un modello tridimensionale dell’oggetto acquisito.

La fase di ottimizzazione e conversione si occupa di trasformare il
modello in un formato aderente alle caratteristiche richieste dall’appli-
cazione obiettivo.

La ricerca condotta nell’ambito di questa tesi è stata rivolta princi-
palmente verso la fase centrale di questa catena di elaborazione, ed in
particolare verso la definizione di una metodologia per la generazione di
un modello tridimensionale a partire da dati campionati da un oggetto
reale. L’innovazione metodologica è stata qui formulata con l’intento
di fornire un approccio strutturato e modulare, in grado di includere
anche la maggior parte delle tecniche presenti in letteratura, ma anche
sufficientemente flessibile da accogliere in modo organico le specificità di
ogni applicazione reale.

La generazione del modello avviene per generalizzazione ed integra-
zione delle informazioni acquisite sull’oggetto. Essa è stata scomposta
in sottofasi ben caratterizzate da uno scopo, dalle informazioni ad esse
necessarie e da quelle che devono produrre. La generazione del mo-
dello tridimensionale avviene per approssimazioni successive applicando
iterativamente le procedure di generalizzazione ed integrazione fino ad
ottenere un unico modello.

Sebbene non sia strettamente richiesto dalla metodologia individua-
ta, l’utilizzo di un paradigma gerarchico per la rappresentazione della
superficie da ricostruire offre vantaggi che comportano un miglioramento
delle prestazioni in tutte le fasi dell’elaborazione.

La rappresentazione multirisoluzione — intrinseca nei paradigmi ge-
rarchici — consente di tarare il livello di dettaglio (ed il costo compu-
tazionale della rappresentazione) in base alla numerosità di dati ed alla
necessità di ricchezza di dettagli. Le informazioni sono suddivise nei vari
livelli di rappresentazione a seconda della scala alla quale si manifesta-
no. Ciò consente di limitare le elaborazioni al livello di interesse per
il compito da svolgere. In generale i paradigmi gerarchici manifestano
anche una località spaziale. Ciò consente di economizzare le risorse di
calcolo, impegnandole dove vi sia effettivamente informazione.

A tal proposito, è stato ideato un paradigma gerarchico, denomina-
to HRBF, il quale possiede le caratteristiche appena esposte. Le sue
proprietà sono state indagate sia in termini di accuratezza e robustezza
della ricostruzione, che di economicità della realizzazione.

La validità della metodologia e dell’uso delle HRBF è stata provata
con l’implementazione di un sistema di digitalizzazione tridimensionale,
Autoscan. La sua struttura modulare ricalca quella dello schema gene-
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rale studiato. Il modulo che si occupa della ricostruzione del modello da
punti campionati utilizza HRBF come paradigma di rappresentazione
della superficie.

6.1. Risultati ottenuti

Nell’ambito di questa tesi, è stata sviluppata una metodologia modulare
e strutturata, in grado di considerare in modo organico i passi necessari
ad affrontare il problema della generalizzazione di informazioni prove-
nienti da differenti sorgenti. Essa è stata esposta nel capitolo 3. La
definizione delle fasi elaborative ad alto livello di astrazione consente di
inglobare le tecniche finora proposte in letteratura, senza che ciò costi-
tuisca un limite a possibili future innovazioni. Per ogni fase elaborativa
di cui la metodologia è composta, sono stati individuati gli elementi
caratteristici. Essi consentono di definire le proprietà dei paradigmi uti-
lizzati per la rappresentazione del modello tridimensionale che possono
semplificare e rendere efficienti le elaborazioni da svolgere.

Grazie alle loro proprietà multirisoluzione, i paradigmi gerarchici
sembrano i più adatti allo scopo.

Allo scopo è stato sviluppato un paradigma gerarchico, chiamato
HRBF, del tipo coarse to fine. Esso è stato presentato in §4.2. È stato
inoltre ideato un algoritmo di configurazione di un modello HRBF a
partire da dati non equispaziati ed affetti da rumore. Esso quindi ben
si presta ad essere utilizzato nella metodologia studiata.

Le proprietà di HRBF sono state confrontate con quelle del para-
digma MRA, basato sulla trasformata wavelet. L’utilizzo di MRA è
molto diffuso e le sue proprietà sono ormai ben conosciute nella comu-
nità scientifica. Tuttavia, rispetto alle MRA — quantomeno nell’ambito
dei problemi affrontati in questa tesi — le HRBF presentano alcuni
vantaggi.

La ricostruzione coarse to fine consente di modulare lo sforzo compu-
tazionale richiesto nella generazione del modello in base alla risoluzione
effettivamente necessaria.

Le HRBF consentono di variare più flessibilmente i parametri della
ricostruzione multiscala. Infatti, il parametro di scala di ciascuno stra-
to delle HRBF non deve necessariamente essere dimezzato come nelle
MRA, ma può essere adattato al contenuto in frequenza dei dati. Inoltre,
se una norma differente da quella in L2 è richiesta, è sufficiente cambia-
re l’espressione dell’errore nella formula utilizzata nella valutazione del
residuo, (4.49). Per esempio, se l’insieme di dati contiene punti che in
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realtà non appartengono alla superficie (outliers), una norma più adatta
alla misura del residuo può essere L1 [BF99].

La rappresentazione HRBF fornisce una descrizione continua. In
ogni punto del dominio di definizione può essere calcolato la posizione
del corrispondente punto della superficie. Il calcolo può avvenire in modo
diretto, a differenza di quanto accade con una rappresentazione MRA,
dove è generalmente necessario ricorrere ad approssimazioni successive
ed, in definitiva, ad una interpolazione.

Cos̀ı come per MRA, anche l’algoritmo di configurazione e ricostru-
zione HRBF può essere riformulato in chiave digitale, nell’ipotesi di do-
ver elaborare solo dati equispaziati. La formulazione digitale sfrutta la
convoluzione (operata tramite FFT) per operare il calcolo dei coefficien-
ti HRBF o della ricostruzione dei dati in modo rapido e robusto. Le
prove effettuate hanno dimostrato che HRBF ha prestazioni comparabi-
li a quelle di MRA, in condizioni normali, ma che esibisce una maggiore
robustezza a fronte di perturbazioni delle grandezze che intervengono
nell’elaborazione.

Il maggiore limite delle HRBF — limite condiviso con molti para-
digmi per l’approssimazione di funzioni — appare essere l’incapacità,
dovuta alle proprietà di filtraggio, di ricostruire brusche variazioni nella
superficie. Ciò rende difficoltosa la ricostruzione della superficie di og-
getti reali dotati di spigoli ben definiti ed angoli acuti. Per oggetti di
questo genere, una procedura di ricostruzione basata su una elaborazio-
ne intermedia che si occupi di estrarre primitive geometriche può fornire
una ricostruzione più fedele [HDD+94] [Hop94] [DTM96].

Autoscan risulta essere una implementazione della metodologia trac-
ciata in questa tesi. Ad esso è stato dedicato il capitolo 5, nel quale sono
stati riportati gli esperimenti eseguiti per valutare le sue caratteristiche.
Le prove effettuate hanno quantificato la sua accuratezza sia in fase
di acquisizione che in fase di ricostruzione del modello. Il paradigma
di rappresentazione della superficie utilizzato è stato HRBF, il quale
consente di ricostruire una superficie a partire dal suo campionamen-
to. Autoscan è quindi in grado di fornire una dettagliata ricostruzione
tridimensionale delle superfici, utilizzando una elaborazione adattativa
dei dati. Le operazioni impiegate sia nel rilevamento del punto lumino-
so che nella ricostruzione della superficie sono realizzate analizzando i
dati solo localmente. Esse possono quindi essere facilmente paralleliz-
zate ed implementate su schede general purpose (per esempio, FPGA),
migliorando il sistema in termini di prestazioni, di portatilità, e di costo.
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6.2. Spunti per ricerche future

Una rappresentazione tramite HRBF fornisce una descrizione continua
della superficie. Nei casi pratici, però, come illustrato nel capitolo 2,
una descrizione poligonale è richiesta da molte applicazioni. La HRBF
può essere ricampionata alla frequenza desiderata, grazie alla continuità
della sua descrizione. Tuttavia, il numero di poligoni generato con un
campionamento uniforme non è solitamente ottimale. Sebbene una pro-
cedura di ottimizzazione (come quelle descritte in 2.5.1) possa essere
applicata alla mesh generata dal campionamento uniforme operato alla
massima frequenza desiderata, una procedura più raffinata può sfruttare
la conoscenza analitica della curvatura della superficie per ottenere una
mesh ottimale direttamente dalla descrizione HRBF [HG99].

Analogamente, la descrizione HRBF può essere sfruttata per indivi-
duare le caratteristiche della superfici, come previsto dalla metodologia.
Un’implementazione veloce delle HRBF dovrebbe consentire anche la
ricerca di una opportuna signature di una superficie in un’altra. Una
procedura del genere troverebbe immediata applicazione nella fase di
registrazione, ma potrebbe essere sfruttata anche per realizzare mor-
phing tra diverse superfici HRBF, o il riconoscimento tramite pattern
matching.

A tal proposito val la pena di notare che le derivate di una com-
binazione lineare di esponenziali sono ancora combinazioni lineari di
esponenziali. Questo significa che le proprietà differenziali delle HRBF
possono essere calcolate in contemporanea alla superficie, riutilizzando
parzialmente i risultati per il calcolo della superficie. Una definizione
delle caratteristiche basata sull’analisi delle derivate della superficie (e
delle grandezze ad esse legate) potrebbe essere realizzata in modo, in
modo economico.

Le gaussiane hanno un supporto infinito. Il calcolo dell’uscita della
rete, quindi, coinvolge (almeno in linea teorica) tutte le unità di cui la
rete è composta. Dato il rapido decadere della gaussiana (località), è
però generalmente possibile accettare un’approssimazione per cui oltre
una certa distanza dalla posizione del centro della gaussiana stessa, il suo
valore viene ritenuto nullo. Se i dati sono organizzati in una adeguata
struttura di ricerca (per esempio il quadtree), questa approssimazione
consente di ottenere enormi vantaggi a livello computazionale. Prove
preliminari hanno mostrato un aumento di un ordine di grandezza delle
prestazioni delle procedure di configurazione e di ricostruzione, senza
variazioni sostanziali dell’accuratezza.

L’approssimazione appena citata opera per troncamento della gaus-
siana. Se ciò può essere ritenuto accettabile nella maggior parte dei casi
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nella pratica, dal punto di vista teorico questo equivale ad introdurre
delle componenti ad alta frequenza. Ciò diviene più evidente quanto più
il troncamento è operato vicino al centro della gaussiana. In generale
può essere rendersi visibile qualora nella rappresentazione HRBF vi sia
una unità con il coefficiente molto più elevato delle unità ad essa vicine.
Per evitare questo effetto è necessario che la gaussiana venga raccordata
a zero oltre una certa distanza dal centro. Questa pratica non è inno-
vativa, in quanto è già stata applicata per velocizzare il calcolo di reti
neurali ad unità gaussiane [Pla91] [ADRY94] [AR95]. Nei lavori citati,
la funzione gaussiana viene sostituita con spline approssimanti la forma
della gaussiana.

Questa ulteriore approssimazione potrebbe migliorare le senz’altro
le prestazioni di velocità di calcolo delle procedure che coinvolgono la
HRBF. Le prestazioni di accuratezza non verrebbero modificare sensi-
bilmente, almeno nella maggior parte dei casi di interesse pratico. Dal
punto di vista teorico, però, questa soluzione implementativa ha il pregio
ulteriore di aprire nuovi interrogativi.

Oltre alla spline, infatti, altre funzioni potrebbero essere utilizzate
per la multirisoluzione coarse to fine. Alcune proprietà delle HRBF
sono però state derivate direttamente da proprietà della gaussiana. Per
esempio, l’estensione dal caso monodimensionale a multidimensionale è
stato basato sulla proprietà di scomposizione della gaussiana. Per altre
funzioni questa proprietà non vale più. Una formulazione più generale
del paradigma HRBF tale da comprendere altre famiglie di funzioni può
essere quindi estremamente interessante.

Su questa linea di ricerca, può innestarsi anche un’estensione sulla
traccia delle wavelet a M -bande. Esse consentono alla approssimazione
MRA di catturare differenti caratteristiche del segnale attraverso l’uso
di differenti wavelet. Le HRBF, come è già stato noto, non sono in grado
di ricostruire superfici di oggetti che presentano spigoli vivi. L’utilizzo
di unità di natura mista dovrebbe rendere possibile la rappresentazione
di tali superfici.

Altri spunti di ricerca possono derivare dall’analisi dei progressi ot-
tenuti nel campo delle MRA. Il Lifting Scheme ha permesso di operare
la trasformazione wavelet su punti con una struttura non uniforme ed
una topologia arbitrariamente complessa. Esso ha comportato per le
wavelet la rinuncia alla somiglianza tra le funzioni base ed all’uso della
trasformata di Fourier come strumento per il calcolo della trasformata
wavelet. Un analogo procedimento potrebbe essere applicato alle HRBF.
Ciò comporterebbe la perdita della radialità delle gaussiane. Inoltre, la
sostanziale equivalenza di una rete di gaussiane equispaziate con la con-
voluzione con un filtro gaussiano ha permesso l’ideazione di un algoritmo
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di configurazione delle HRBF senza iterazioni (come invece è necessario
per altri algoritmi dell’area neurale). L’impossibilità di invocare la tra-
sformata di Fourier per validare la procedura di configurazione impone
una più approfondita analisi della natura della procedura stessa.

Le Normal mesh codificano una superficie mediante un modello ge-
rarchico nel quale uno strato fornisce la topologia allo strato superio-
re. La disponibilità di un algoritmo di ottimizzazione poligonale per le
HRBF potrebbe consentire lo sviluppo di una formulazione “normale”
delle HRBF. L’approssimazione poligonale di uno strato potrebbe essere
infatti usata come descrizione della topologia dello strato seguente.

Possibili sviluppi di Autoscan riguardano principalmente l’implemen-
tazione dei moduli dedicati alle attività previste dalla metodologia, ma
non ancora presenti in Autoscan.

La registrazione di superfici provenienti da differenti viste può essere
facilitata dalla presenza di marcatori sull’oggetto dell’acquisizione. Lo
stesso principio utilizzato per la registrazione dei singoli frame è uti-
lizzabile per fornire a differenti coppie di sensori un comune sistema di
riferimento sul quale basare la registrazione dei dati provenienti da diffe-
renti sessioni. In generale, questo procedimento è utilizzabile anche per
la registrazione di informazioni provenienti da differenti viste. Tutta-
via, nel caso specifico di Autoscan, ciò equivale a registrare le differenti
coppie di TV-camere. Questo compito è pertanto già espletato dalla
procedura di calibrazione a barra.

Le HRBF realizzano una funzione R2 → R. Esse vengono infatti
utilizzate per ricostruire i dati ricavati da una coppia di sensori, i quali
costituiscono una vista. Opportune procedure di zippering (come ad
esempio quella proposta in [DWJM98]) possono essere impiegate per
integrare le superfici risultanti dalle diverse viste.

L’assegnamento del colore è attualmente una procedura che necessita
dell’intervento dell’utente. Diverse tecniche sono utilizzabili per per au-
tomatizzare questa procedura. Una possibilità è l’implementazione del
riconoscimento dei marcatori utilizzati per la registrazione delle viste.
In questo caso la procedura di integrazione sarebbe più organicamen-
te strutturata. Alternativamente, tecniche di computer vision possono
essere impiegate. A seconda della conoscenza a priori che si ha sull’og-
getto dell’acquisizione, tecniche ad hoc (per esempio, riconoscimento di
labbra, sopracciglia, narici) o tecniche di applicazione più generale (per
esempio, shape from shading) possono essere impiegate per estrarre le
caratteristiche da allineare con la superficie.

Le eventuali innovazioni nel campo HRBF avrebbero immediata ap-
plicazione nella realizzazione di nuove versioni di Autoscan. La proce-
dura di poligonalizzazione ottimale potrebbe, per esempio, essere utiliz-
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zata nel modulo di ottimizzazione e conversione, mentre l’estrazione di
caratteristiche ha una immediata applicazione nella realizzazione di una
procedura automatica di registrazione.
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α-shapes L’α-shape è una generalizzazione della triangolazione di De-
launay [BBX95]. L’α-shape di un insieme di punti P si ottiene dalla sua
triangolazione di Delaunay rimuovendo gli elementi (spigoli, triangoli e
tetraedri) che non siano inscrivibili in una sfera di raggio α (figura 2.18).

Acquisizione Procedura mediante la quale vengono misurate le carat-
teristiche geometriche e cromatiche di un oggetto reale. Generalmente
questa fase è realizzata per campionamento.

Color field Il color field è una funzione che associa ad un punto della
superficie il colore che essa possiede.

Convex hull Il convex hull di un insieme di punti P ⊂ RD è l’interse-
zione dei sottoinsiemi convessi di RD contenenti P . Per un insieme finito
di punti in R2 (R3) è il poligono (poliedro) convesso di minore area (vo-
lume) che contiene i punti dati. In particolare i vertici del convex hull
sono un sottoinsieme di P .

Diagramma di Voronoi Il diagramma di Voronoi di un insieme di punti
P ⊂ RD è la partizione dello spazio indotta da P in regioni tali che la
regione corrispondente a p ∈ P contiene tutti i punti di RD più vicini
a p che ad ogni altro punto di P . È legato da una relazione di dualità
alla triangolazione di Delaunay, in quanto ogni vertice del diagramma di
Voronoi coincide con il centro di un tetraedro (in 3D) della triangolazione
di Delaunay corrispondente. Uno spigolo del diagramma corrisponde a
due facce adiacenti della triangolazione.

Digitalizzazione Insieme di procedure necessarie a generare un modello
(tridimensionale) di un oggetto reale. La digitalizzazione è costituita
dalle fasi di acquisizione, ricostruzione e ottimizzazione.
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Genus A topologically invariant property of a surface defined as the
largest number of nonintersecting simple closed curves that can be drawn
on the surface without separating it. Roughly speaking, it is the number
of holes in a surface.

Immagine tridimensionale Rappresentazione di un oggetto, mediante
un opportuno dispositivo di visualizzazione, tale da suscitare nell’osser-
vatore la sensazione di tridimensionalità (e.g, fedeltà della prospettiva,
dell’ombreggiatura).

Manifold A manifold is a topological space which is locally Euclidean
(i.e., around every point, there is a neighborhood which is topologically
the same as the open unit ball in Rn).

Marching cubes Marching Cubes [LC87] è un algoritmo per l’appros-
simazione di isosuperfici in dati volumetrici (figura 2.17). Ogni cubo
viene caratterizzato dai valori dei voxel che ne costituiscono i vertici.
Se, data una soglia definita dall’utente, un cubo ha alcuni vertici sopra
soglia e alcuni vertici sotto soglia, significa che l’isosuperficie di valore
pari alla soglia attraversa la superficie. Determinando quali vertici del
cubo sono intersecati dall’isosuperficie, è possibile creare patch triango-
lari che suddividono il cubo in regioni interne ed esterne all’isosuperficie.
La rappresentazione dell’isosuperficie viene quindi generata connettendo
tutte le patch triangolari cos̀ı ottenute.

Modello tridimensionale Rappresentazione numerica della struttura
geometrica e delle caratteristiche cromatiche (colore, tessitura, ombra,
trasparenza) di un oggetto.

Octree Un octree è una struttura dati ad albero dove ogni nodo ha
otto figli. Ogni nodo di un octree rappresenta un cubo nello spazio
tridimensionale. Ogni figlio rappresenta un ottante del nodo-padre. È
una struttura dati utilizzata per la ricerca dei punti appartenenti ad una
regione in quanto consente un accesso logaritmico ai dati dell’insieme.
Analogamente, il quadtree è una struttura dati utilizzata per organizzare
i dati in uno spazio bidimensionale.

Omeomorfismo Un omeomorfismo è un’applicazione biunivoca, con-
tinua, e con inverso continuo; due insiemi omeomorfi hanno a comune
tutte le proprietà che dipendono solo dalla topologia (ma non necessaria-
mente proprietà metriche, come il volume). In generale, l’omeomorfismo
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ad una circonferenza e’ un carattere che accomuna tutte le figure piane
formate da contorni, comunque complicati, che non si intersechino tra
di loro. Il piano metrico possiede un contorno chiuso in quanto esso è
delimitato dalla sua retta all’infinito ed è topologicamente equivalente
ad un disco piatto.

Raster I dati sono organizzati in una struttura regolare, che ricalca il
dispositivo di visualizzazione. Generalmente l’elemento minimo è una
cella quadrata (detta pixel) o cubica (voxel), a seconda che il dominio
sia il piano immagine o lo spazio tridimensionale. Un’entità geometrica
viene rappresentata come collezione di tutte le celle che attraversa.

Ricostruzione Procedura mediante la quale l’insieme di misure effet-
tuate durante l’acquisizione vengono rielaborate per generare un modello
dell’oggetto acquisito. Se l’input è costituito da un insieme di cam-
pioni, la ricostruzione effettua una generalizzazione dell’informazione
posseduta sull’oggetto.

Trasformazione affine Una trasformazione affine è una applicazione
definita sullo spazio euclideo che trasforma rette in rette. Hanno la pro-
prietà di conservare il parallelismo, delle linee, ma non le lunghezze ne’
gli angoli. Le più comuni sono la traslazione, la rotazione e la variazione
di scala. Esse sono rappresentabili mediante una matrice.

Triangolazione di Delaunay La triangolazione di Delaunay di un in-
sieme di punti P , è costituita da triangoli (o tetraedri in tre dimensioni)
aventi per vertici i punti di P stessi, tali che nessun vertice cada all’in-
terno della sfera che circoscrive un qualsiasi triangolo. Ciò porta alla
realizzazione di una griglia in cui i triangoli (tetraedri) sono “ben di-
mensionati”, cioè il più possibile regolari. L’insieme dei lati più esterni
della triangolazione (quelli cioè che appartengono ad un solo triangolo)
forma il convex hull dell’insieme P . A meno di punti di P coincidenti,
la triangolazione di Delaunay è unica.

Vettoriale Forme geometriche (punti, segmenti, curve, solidi) vengono
descritti in modo simbolico, insieme ai loro parametri caratteristici.
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