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by - . . - . - .
Un alfabeto e un insieme finito e non vuoto di simboli.
Esempi:
e A={a,b, c}
«A=4{0,1}
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Grammatiche

Stringa

Una stringa (o parola) € una sequenza finita di simboli.

Esempio:
e se A ={a, b, c}, aaabacab € una stringa su A.

La lunghezza di una stringa w, denotata con |w]|, € il
numero di simboli che la compongono.

Esempio:
* |aaabacab| = 8

La stringa vuota € e composta da zero simboli:

le] =0
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Sottostringhe

Siaw=a;---a,:
*a;---aj, conjée{l,...,n}eun prefisso di w;
*aj---an conje{l,..., n} e un suffisso di w;

a;---aj coni,j € {l,..., n} &una sottostringa di
w,

€ € prefisso, suffisso e sottostringa di w.
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Grammatiche

Concatenazione

La concatenazione di v e w € vw:

 |la concatenazione € un’operazione associativa;
* € ne ¢ I'elemento neutro.

La concatenazione si estende agli alfabeti.

Per esempio, se A = {a, b, c}:
$ A” = {e)

e A' = {a, b, c}
« A? = {aa, ab, ac, ..., cc}

e A* = AUA'UA2ZUA3U... = U;A* (chiusura di A)
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Linguaggio

Un linguaggio (formale) L definito su un alfabeto A &
un sottoinsieme di A*.

Una frase di un linguaggio € una stringa appartenente
al linguaggio stesso.

Stefano Ferrari x Universita degli Studi di Milano Fondamenti di Informatica per la Sicurezza & Grammatiche & a.a. 2004/05 - p. 6/37

Stefano Ferrari— Fondamenti di Informatica per la Sicurezza— a.a. 2004/05



Grammatiche

Esempi

Esempi:
« il linguaggio delle frasi in italiano:

- alfabeto: A = {a, b, ..., z, <spazio>}
- stringhe su A: cosa, il porto, ghsde afeli

- frasi: la gatta corre

* il linguaggio delle espressioni aritmetiche:

- alfabeto: A={0,...,9, +,—,:, X,(,)}
- stringhe su A: 980, 34 + 61, : ()345+)
- frasi: (25 +12):3
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Operazioni sui linguaggi (1)

Se L, L, e L, sono linguaggi su X, si possono definire
le seguenti operazioni:

unione , L, U Ls:
® L1UL2:{'LU|'LU€L1V'LUEL2}
* [L1 U La| < [Li1| + |Lo

intersezione , L; N Ls:
® LlﬂLzz{w|w€L1/\w€L2}
* |[Ly N Ly| < min(|Ly|, |Ly|)
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Operazioni sui linguaggi (2)

differenza , L, — L»:
'Ll—LQZ{’lU|’UJEL1/\UJ€L2}

° |Ly — Ly| < |L4]

complemento , L:
e ¥*— L
* |L| £ o
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Operazioni sui linguaggi (3)

concatenazione , L,L,:
e LiL, = {vw|v € L1, w € Ly}
* |LiLa| < |Lq| - [ L2
potenza , L™:
¢ L0 = {¢}
e L'=1L
e L* = {vyvy... v | V1, U2y ..., v € L}

° |L¥| < |LI*
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Operazioni sui linguaggi (4)

chiusura (di Kleene) , L*:
o L* = UzL"'

ese L={e}, |L*| =1

e altrimenti, |L*| = oo

chiusura positiva , L*:
’L+:Uf,;Li,’I:>O
e L* = LT U {€}

¢ |LH] = oo
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Grammatica

Una grammatica (formale) definisce in modo rigoroso
un linguaggio su un alfabeto, X.

Tecnicamente € una quadrupla (X, V, P, S):

* ¥, insieme finito di simboli terminali:
- puo anche includere la stringa vuota, € ;

e V, insieme finito di simboli non terminali:
- sono meta-simboli di appoggio (V N'X = 0);

- rappresentano categorie sintattiche;

P, insieme di regole di riscrittura del tipo o — 3, con
«, (3 stringhe su X UV, con a # ¢;

« S €V, simbolo iniziale, detto scopo.
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Generazione del linguaggio

Per ottenere una frase del linguaggio:

1. si parte dallo scopo, S;

2. si applica una regola di produzione o« — 3:
(a) si cerca la presenza della sotto-sequenza «;
(b) la si sostituisce con 3;
(c) a e B sono chiamate forme di frase;

3. si procede finché non si ottiene una stringa con soli
simboli terminali.

Tutte le frasi del linguaggio si ottengono con questo
procedimento.
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Esempio

Grammatica: (3, V, P, S)

- = =40, 1}

- V={X}
cP={X >0, X —>1X, X — 0X}
e S=X

Linguaggio: {0, 10, ..., 0110, ...}

e S=X—0

e S=X—->1X — 10
*eS=X—>0X — 01X — 011X — 0110
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Grammatiche BNF

La notazione BNF (Backus-Naur Form) & piu
conveniente per rappresentare le grammatiche:

* le regole di produzione sono della forma «a ::= 3;
e i meta-simboli in V' sono della forma (nome);

« il meta-simbolo speciale | (pipe) & usato per
I"alternativa:

“an=F,a =02 ..., @ i= GB,;

T ii= ,81|,32| PP |6n

Su http://www.faqgs.org/rfcs/rfc2234.html si trova la
definizione di Augmented BNF (ABFN).
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Esempio

Grammatica: (3, V, P, S)
- ¥ = {il, gatto, topo, sasso, mangia, beve}
-V = {{(frase), (sogg), (art), (nome), (verbo), (c_ogg)}
-P={

(frase) ::= (sogg)(verbo){c_ogg)

(sogg) ::= (art)(nome)

(art) ::=1l

(nome) ::= gatto|topo|sasso

(verbo) ::= mangia|beve

(c_ogg) ::= (art)(nome) }
- S = (frase)
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Albero sintattico
Esempio: il gatto mangia il sasso
S
(frase)
(sogg) ' (c_ogg)
/ \ (verbo) / \
(art) (nome) (art) (nome)
l l v l l
2l gatto mangia el sasso
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Classificazione di Chomsky

E possibile caratterizzare le grammatiche sulla base
della forma delle loro regole di produzione:

» Tipo 3 (regolari);
e Tipo 2 (context-free);
e Tipo 1 (context-sensitive);

e Tipo O (a struttura di frase).
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Grammatiche di tipo 3

Le grammatiche regolari si dividono in:
e lineari a destra, F ::= o, F ::= aG;
e lineari a sinistra, F ::= a, F ::= Ga;

con F, G eV, a € X%,

Esempi:

e F ::= aGla, G ::= bG|b|aF

o F ::= Fala

Il linguaggio generato si dice di tipo 3 (o linguaggio
regolare).

Grammatiche di tipo 2

Le grammatiche context-free (libere dal contesto)
hanno produzioni della forma:

Fi:=a, conFeVeac (ZUV)*
Esempi:

e F ::= aGla, G ::= Gb|b|Fc

o F ::=aFc|b

Si dice che il linguaggio € di tipo 2 (o linguaggio libero
dal contesto).

Tipicamente, i linguaggi di programmazione
appartengono a questo tipo.
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Grammatiche di tipo 1

Le grammatiche context-sensitive (dipendenti dal
contesto) hanno produzioni della forma:

e aF(3 := ang, a, B,yE XUV, v#¢€ FeV;
e S :i—e.

Note:

* e 3 definiscono il “contesto” in cui la sostituzione
F ::= ~ pu0 avvenire;

» per una produzione della prima forma, la lunghezza
della stringa generata non puo diminuire.

Esempio: aFb ::= aFbGb
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Grammatiche di tipo 0

Le grammatiche di tipo 0 ammettono produzioni di
qualsiasi forma:

can=0,c0na, € (ZUV)™

Nota: sono ammesse anche produzioni che possono
diminuire la lunghezza della stringa generata.
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Gerarchia di grammatiche e linguaggi

Ogni grammatica di tipo n € anche una grammatica di
tipon — 1.

Un linguaggio € di tipo n se esiste una grammatica di
tipo n che lo genera, ma non nessuna di tipon + 1 € in
grado di generarlo.

Esempi:

e linguaggio di tipo 3: {a™b™|m, n > 0}
e linguaggio di tipo 2: {a™b™|n > 0}

e linguaggio di tipo 1: {a™b"c™|n > 0}

e linguaggio di tipo 0: {a™|n & un numero primo}
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Grammatiche ambigue

Una grammatica si dice ambigua se qualche stringa del
linguaggio da essa generato pud essere generata
mediante piu alberi sintattici.

Esempio: con la regola F ::= FaF|FbF|f, la
generazione della stringa fafbf non € univoca.

Infatti:
e ' - FaF — faF — faFbF — fafbF — fafbf

e ' - FbF — Fbf — FaFbf — faFbf — fafbf

Un linguaggio si dice inerentemente ambiguo se non
esiste alcuna grammatica non ambigua che lo generi.
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Esercizio 1 (1)

Definiti i linguaggi:
e Ly = {aa, ab, be, c}
- L, = {1, 22, 31}

descrivere i linguaggi:

a) L3 — LI d) L6 — Ll ) L2
b) Ly = L,L» e) Ly = (L,Ly)*
C) L5 = LlL; f) Lg — (L1 U Lg)*
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Esercizio 1 (2)

a) Ls = L é formato dalla concatenazione di un
numero arbitrario (anche nullo) di elementi di L;.

L3 = {e,aa, c, cababc, ...}
b) Ly, = L,L, e formato dalla concatenazione di un
elemento di L; con un elemento di L.
L, = {aal, abl, bcl, cl, aa22, ab22,
bc22, c22, aa3l, ab3l, bc3l, c31}

c) Ls = L, L} é formato dalla concatenazione di un
elemento di L, con un numero arbitrario (anche
nullo) di elementi di L.

Ls = {aa, ..., c, bc1223131, ab111312222, ...}
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Esercizio 1 (3)

d) L6 — Ll ) L2 é |’Uni0ne d| Ll e Lz.
L¢ = {aa, ab, bc, c, 1, 22, 31}
e) Ly = (L,L>)* € la chiusura di L.

E pertanto formato da una sequenza
(eventualmente vuota) di elementi di L,.

L; = {e, aa22cl, ablaal, ...}
f) Lgs = (L, U Ly)* € la chiusura di Lg.

E pertanto formato da una sequenza
(eventualmente vuota) di elementi di Lg.

Lg = {e, cl122aaccbc, 22131311aa, aa, 1, ...}
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Esercizio 2 (1)

Data la grammatica G = (X, V, P, S):
¥ ={a, b}

-V ={S, A, B}
e P={S:=B|a, B::=bA|aA, A ::= aB|b}

mostrare la sequenza di regole da applicare per
generare le seguenti frasi:

a) bb
b) aababb
c) babaab
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Esercizio 2 (2)

a) bb S ::= Bla, B ::=bA|aA, A ::=aB|b

bb

n

=B B
:=bA | bA

>0 ®

Stefano Ferrari * Universita degli Studi di Milano Fondamenti di Informatica per la Sicurezza & Grammatiche & a.a. 2004/05 - p. 29/37

Esercizio 2 (3)

b) aababb S ::= Bla, B ::=bAlaA, A ::=aB|b

aababb

S
=B B

= aA | adA
w=aB | aaB

:= bA | aabA
i:=aB | aabaB
= bA | aababA
=b aababb

>~ ®
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Esercizio 2 (4)

c) babaab S ::= Bla, B ::=bA|aA, A ::=aB|b
babaab
S
S =B B
B ::=bA | bA
A ::=aB | baB
B ::=bA | babA
A ::=aB | babaB
B ::= aA | babaaA
Au=b» babaab

Esercizio 3 (1)

Data la grammatica G = (X, V, P, S):
¥ ={a, b, c}

-V ={S, A, B}
o P={S:= AlaA, A ::= Ab|bAB|b, B ::= cB|c}

mostrare la sequenza di regole da applicare per
generare le seguenti frasi:

a) bbb
b) abbce
C) abbbcc
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Esercizio 3 (2)

a) bbb S = A|laA, A ::= Ab|bAB|b, B ::= cBlc

bbb

S
= A
Ab
: Abb
w=>b bbb

B = 0
|

AN

S
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Esercizio 3 (3)

b) abbcce S = A|laA, A ::= Ab|bAB|b, B ::= cBlc

abbcce

S

= aA aA
bAB | abAB
b abbB
cB abbcB
c abbcc

DWW
i
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Esercizio 3 (4)

c) abbbcc S ::= AlaA, A ::= Ab|bAB|b, B ::= cB|c

abbbcc abbbcc
S S
S i =aA aA S i =adaA aA
A ::=bAB | abAB A ::=bAB | abAB
A ::=bAB | abbABB A = Ab abAbB
A:=0Db abbbBB A:=0Db abbbB
B :=c abbbcB B ::=¢B abbbcB
B:=c abbbcc B:=c abbbcc
Ambigua!

Esercizio 4 (1)

3 ={a, b, c}
eV ={S, A, B}

generare le seguenti frasi:

a) aabbcbb
b) aabbbca
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Esercizio 4 (2)
a) b)
aabbcbb aabbbca
S S
Su=A A Su=A A
A ::=aAb | aAb A= AB aAB
A ::= aAb | aa Abb B ::= ABa | aAABa
A ::= AB | aa ABbb B :=c aAAca
B :=c aaAcbb A:u=D»b aAbca
A ::= AB | aaABcbb A ::= aAb | aaAbbca
A:=0Db aabBcbb A:x=0b aabbbca
B :=0b aabbcbb
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