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Moltiplicazione di numeri binari
1 0 1 1 0 1 ×

1 1 1 1 0 =

0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 1

1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0

Prodotto di due bit =Θ(1); somma din bit = Θ(n); n somme
nel caso pessimo:l’algoritmo classico haT (n) = Θ (n2)
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Moltiplicazione di numeri binari
L’ algoritmo classicoper la somma èlineare

È ottimo (stima per difetto lineare)

Il problemadella somma èlineare
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L’ algoritmo classicoper la moltiplicazione èquadratico

Non è ottimo (stima per difetto lineare, come per la somma)
Che complessità ha ilproblemadella moltiplicazione?
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Complessità della moltiplicazione
Il problema della moltiplicazione è ancoraaperto

Tuttaviasono noti algoritmi migliori di quello classico

algoritmo di Karatsuba (1961):Θ (nlog2 3)

miglior algoritmo noto:Θ (n log n log log n)

Il primo è facile da progettare per induzione matematica
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Moltiplicazione bit a bit
Due numerix ey dan bit si possono scomporre

x = [ a | b ]

y = [ c | d ]

nei numeria, b, c ed dan/2 bit

x = a 2n/2 + b

y = c 2n/2 + d

Il loro prodotto èxy = ac 2n + (ad + bc) 2n/2 + bd
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Un algoritmo

xy = ac 2n + (ad + bc) 2n/2 + bd

Moltiplica(x, y)

If |x| = 1 and|y| = 1

then Returnxy;

else Spezzax in (a, b) ey in (c, d)

p1 = Moltiplica(a, c); Shift(p1, n); { p1 := p1 ∗ 2n }

p2 = Moltiplica(a, d) + Moltiplica(b, c);

Shift(p2, n/2); { p2 := p2 ∗ 2n/2 }

p3 = Moltiplica(b, d);

Returnp1 + p2 + p3;
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Complessità

T (n) =

{

1 sen = 1

4T (n/2) + Θ (n) sen = 1

doveΘ(n) deriva dalle operazioni di shift
(moltiplicazione per2)

T (n) ∈ Θ (n2)
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Il trucco di Gauss
p1 = ac

p3 = bd

(a + b) (c + d) = ac+ad+ bc+ bd = p1 +p2 +p3

Quindip2 = (a + b) (c + d) − p1 − p3

Si calcola tutto con3 prodotti (e un po’ di somme)

Gauss usava questo trucco per il prodotto di numeri complessi:

(a + i b) (c + i d) = ac − bd + i (ad + bc)

Come può un risparmio del−25% diventare drammatico?
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L’algoritmo di Karatsuba
Moltiplica(x, y)

If |x| = 1 and|y| = 1

then Returnxy;

else Spezzax in (a, b) ey in (c, d)

p1 = Moltiplica(a, c); Shift(p1, n); { p1 := p1 ∗ 2n }

s1 = a + b; s2 = c + d;

p3 = Moltiplica(b, d);

p2 = Moltiplica(s1, s2) − p1 − p3;

Shift(p2, n/2); { p2 := p2 ∗ 2n/2 }

Returnp1 + p2 + p3;
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Complessità

T (n) =







1 sen = 1

2T (n/2) + T (n/2 + 1) + Θ (n)

≈ 3T (n/2) + Θ (n) sen = 1

T (n) ∈ Θ (nlog2 3)
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