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Equazioni ricorrenti

Leganoil valore di una funzionef : N — IR nel punton
al suol valori in punti precedenti, nq, ...,n; < n

f(n):{q)(f(m),...,f(”k)) n=>n (i:l,...,k)é

Un’applicazione importante @sprimere la complessita
temporale di un algoritmo ricorsivad esempio

n =1
n > 1
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Algoritmi ricorsivi

k n =
T(n):{D(n)JraT(%)JrC(n) n > 1

» Divide D (n): suddividi il problema
o Imperaal (n/b): risolvi a sottoproblemi di
dimensionen /b

# CombinaC (n): combina le soluzioni dei
sottoproblemi in quella complessiva

Se i sottoproblemi sono di dimensione diversa;
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~ Esempio:MergeSort

MergeSort, s, d)

If s <d then {Se s > d, non sifa nulla { ¥}
f m = |4 { Divide }
MergeSortd, s, m); { Impera (1)}
; MergeSortd, m + 1, d); { Impera (2)}
f Merge(A, s, m, d); { }
| B n=
T(n){@(1)+2T(g)+ n > 1
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Esempio:Fattoriale

f Fattorialef)

<l

then Return 1; { }
elsea =n—1 { Divide }
b = Fattorialeg); { Impera}
Return n - b; { Combina}
. n =
éAT(n){@(l)nLT(nl)nL@(l) n > 1




Tecniche risolutive

La via maestra per risolvere le equazioni ricorrenti@dtodo di
sostituzioneipotizzare una soluzione e verificarla per induzione:
matematica

Esistono anche

® metodo iterativosviluppare I'equazione sino al caso base,
esplicitandadl’ (Il metodosuggerisce soluzionche _
andrebbero verificate per induzione, ma talvolta vengono
direttamente accettate) '

# metodo principalericondursi alllampia classe di equazioni -
risolte dalmaster theorem (se possibile!)




Obiettivo

A seconda del contesto, puo interessare

# larisoluzione esattdell’equazione:
determinare I'espressione fli(-) per ognin € N

» lacomplessita asintoticdella soluzionef (-):
determinare un limite superiore e/o inferiore, valido -

per ognin > ny

Nel caso degli algoritmi ricorsivi, in genere e sufficierlte i -
secondo risultato, che permette alcune semplificazioni

-
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Metodo di sostituzione

# Ipotizzare la forma della soluzione
# dimostrare I'ipotesi per induzione matematica

T (n) = 1 pern =1
4T (g) —5 pern>1 (potenze di 2)

Dimostriamo chel’ (n) = G (n) = in* + in
TL T(1)=G(1)
T2 seT (i) =G (i) peri=1,...,n—1,alloraT (n) = G (n)
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Dimostrare il caso base

Ipotesi:
(
1 ern =1
1. T(n) = ¢ P
AT (2) -2 pern>1
2. G(n)=:in*+in

Tesi T (1) =G (1)

Dimostrazione




Dimostrare il passo induttivo (1545
Ipotesi: :

1 pern =1

1. T'(n) = 4
AT (2) -2 pern>1

2. G(n)=1in*+
3. n>1
4. T (i) =G (1) peri =1,..., n—1

Tesi2 T (n) =G (n)

PR




Dimostrare il passo induttivo (254>

Dimostrazione Pern > 1 (Hp. 3)en/2 <n —1 (1)
Hp. 4: T (g) _ye (g) (2)
Hp. 1. T(n) = 4T (g) _ g
@: T =46(3) -3
R CRIHORSIOIE

T (n) = %2 n—g—%n2+%n:G(n)
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Come si indovind’ (n)?

Un modo endovinare la forma a meno di qualche
coefficiente e poi determinare guesti ultimi

1 pern =1
T (n) =
() {4T (2) -2 pern>1

Ipotizziamo che siala, b, ¢ : G (n) = an® + bn + ¢
Per dimostrare Il caso base basta imporre

T(1)=G(l)=1=a+b+c




Come si indovind’ (n)?
)

Passo induttivo: siipotizza (i) = G (i) per:
Poichén > 1,en/2<n—-1=T (%) =G (%) =

D
—

> T(n) = 4G(5) -5 =4 a(9)2+bﬁ+c] 2o

1
=T (n) = an®+ <2b—§>n+4c

Vogliamo dimostrare ch& (n) = G (n) = an® +bn+c, Vn > 1
L’unico modo e uguagliare i coefficienti di ogni potenzandi
1 1

= a = a, 2[)—526, de = c = b:§, c=20
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Spesso non funziona

1 pern =1
T (n) =
() {QT (2) +n2 pern>1

Se ipotizziamdl’ (n) = G (n) = an? + bn + ¢ Si ottiene

(a+b+c:1 ra+b+C:1
2 9
14+ =-a=a a = —
<29 =2 7

—b=2> b=
5 0
ﬂc:c c=10
\




Spesso non funziona

La famiglia di funzioni ipotizzata non contiene la
soluzionedell’equazione ricorrente

# la soluzione comprende termini diversi da quelli usatl
(comen™* onlogn, ecc...)

# la soluzione non ha un’espressione analitica
(ci sono molte meno funzioni che algoritmi!)



Approssimazioni asintotiche

Un altro modo erocedere per approssimazioni successive
dall’alto e dal bassandividuare per tentativi funzioni che
crescono piu rapidamente e meno rapidamente (ai)

T (n) a pern = 1
| =
2T (g) +bn pern>1

dovea > 0 eb > 0 sono costanti assegnate

Verifichiamo chel’ (n) € O (n?), cioé che




Dimostrazione di complessita

Dimostrarel (n) € O (n*) per induzione richiede
T1 Ing eN,c>0:T (ng) < cend

T2 dng € N,c¢ > 0:seT (i) < ci® peri = ng,...,n — 1, allora
T (n) < cn?

Quando si cerca la complessita asintotdcd’ (n) anziche
I'espressione esatth base dell'induzionen(,) puo differire
dalla base dell’equazione ricorrente£ 1)

-




T (n) € O (n*) (caso base)

Ipotesi:

(
ern =1
1. Tm)=14" betm

\2T (%) +bn pern>1
cona > 0 eb > 0 costanti assegnate

2. ng = ng € N (valore scelto da noi)

3. ¢ = ¢ > 0 (valore scelto da noi)

Tesi L T (ng) < enf

Dimostrazione Supponiamo per sempliciia = 1
LatesiT (ng) = a < c- 1% & verificata pef > a



T (n) € O (n?) (passo induttivo) &'

Ipotesi:

f
ern =1
1T =" betm

\2T (%) +bn pern>1
cona > 0 eb > 0 costanti assegnate

. ng = ng € N (valore scelto da noi)
. ¢ = ¢ > 0 (valore scelto da noi)

2
3
4. n > ng (valore generico)
5

. T (i) < ci* peri =ng,...,n—1
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T (n) € O (n?) (passo induttivo) &

Dimostrazione Avendo postagi g =1,en > 1(Hp.2e4) (1)

(1): n/2<n-1 (2)
Hp.5: T (g) < ¢ (gf (3)
Hp. 11 T(n)=2T (g) +bn <

(3): < 9 (g)2+bn< (g+b) n?

che é< cn? perc > 2b

Per dimostrare il caso base si e gia impaste a

Postoc = max (a, 2b), segue la tesl” (n) € O (n?)




T (n) € O(n)? (caso base)

La maggiorazionéc (g)2 +bn < (£ +b) n? e piuttosto forte

(dabn abn?!) e suggerisce una complessita inferiofg{n)?

Ipotesi: r
a pern =1

1. T (n) = < cona >0eb>0
\QT(%)%—bn pern > 1

2. ng = ng € N (valore scelto da noi)

3. ¢ =c¢ > 0 (valore scelto da noi)

Tesi L T (ng) < cng

Dimostrazione Poniamo ancora per semplicitg = 1
T (ng) =a < c-1perognic > a
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T (n) € O(n)? (passo induttivo)gv

Ipotesi:

f
ern =1
1T =" betm

\2T (%) +bn pern>1
cona > 0 eb > 0 costanti assegnate

. ng = ng € N (valore scelto da noi)
. ¢ = ¢ > 0 (valore scelto da noi)

2
3
4. n > ng (valore generico)
5

T (i) <ciperi=ng,...,n—1
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I'(n) € O(n)? (passo induttivo)i

Dimostrazione Avendo postagi g =1,en > 1(Hp.2e4) (1)

(1): n/2<n-1 (2)
Hp.5: T (g) < ¢ (g) (3)
Hp. 11 T(n)=2T (g) +bn <

(3): §2c(g)—|—bn:(c—|—b)nﬁcn

Perb > 0, non c’e modo di render€ (n) < cn

Potremmo cambiare,, ma rimarrebbéc + b) n £ cn




T (n) € ©(nlogn)

Da qualche parte fr@ (n) e O (n?): T (n) € © (nlogn)?
Ipotesi: r
1. T (n) = <

a pern =1

\ZT (g) +bn pern>1
cona > 0 eb > 0 costanti assegnate

no = ng € N (valore scelto da noi)
c1 =¢c; > 0ecy = ¢y > 0 (valore scelto da noi)

n > ng (valore generico)

a bk~ D

T (i) <ciperi=ng,...,n—1




T (n) € ©(nlogn)

Dimostrazione Postong = 1,en/2 <n—1(Hp. 2 e 4)

Hp. 5: clg log, g <T (g) < czg log, g
201% log, g +bn < 2T (g) +bn < Qng log, g +bn (1)

Hp. 1. chg log, g +bn<T(n)< Qng log, g + bn

(1): cinlogan —cn +bn < T (n) < conlogyn — con + bn

Se poniama@; < becy > b, concludiamo che

cinlogon < T (n) < conlogyn

che e la tesi




T (n) € ©(nlogn)

Il caso base e problematico

dng € Ny ¢y, 00 > 0: cynglogy, ng < T (ng) < canglog, ng

Conng=1:¢c; llog, 1 <a<cy1logy,1 = a =0,
ma l'ipotesi e cher > 0!

Possiamo modificare, (riverificando il passo induttivo):
ng=2= T (ng) =2a+2b=
= c1 2log, 2 < 2a+ 20 < ¢y 2log, 2 =

_ = <a+b<c
Per |la tesi basta

ng =2 ¢ <min(b,a+b) ¢y > max(b,a+ D)




Non ci sono regole certenaci sono buone tecniche euristiche

1. tentardamiglie di funzioni dipendenti da paramegi
determinare questi ultimi

2. tentardimiti superiori e inferiorivia via piu stringenti
3. tentare comspressioni simili a casi risolti

n

T (n) = 2T (g +17) +n somiglia aT’ (n) = 2T (2

) +n
e la soluzione (asintotica) di entrambe le equazioni e

T(n) €O (nlogn)

PO
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Come trovare I'espressione giusta?

4. cambiare variabili

T (n) =2T (v/n) + logn

Siam = logn, ovveron = 2™
T (2™) = 2T (\/zm) +1log 2™ = 2T (22) + m

Ora introduciamo la funzion& (m) = T (2™)
m

S(m):2S(2

) +m

che eS (m) € © (mlogm)
Ma alloraT (n) € © (lognloglogn)!
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Come trovare I'espressione giusta?

5. rafforzare l'ipotesi induttiva

1 pern =1
T (n) =
2T (2) +1 pern>1
Viene spontaneo ipotizzaie(n) € O (n), cioe
ngeN,e>0:T(n)<cn Vn>ng

Se poniamo per semplicitay = ng = 1, la tesi del passo base e
Tesi T (1)=1<c-1
e per dimostrarla basta scegliere 1



Come trovare I'espressione giusta?

Il passo induttivo ipotizzd™ (i) < ct Vi:ng<i<n-—1eha
Tesi2 T (n) < cn

T(n)zzT(g)+1:>

=>T(n)§203+1:cn+1ﬁcn

Questa tesi non si puo dimostrare per nessun valate di

Allora ne dimostriamo una piu forte!

Se il primo gradino e piu alto si sale di piu con passi piu plicco
se il caso base e piu forte, si dimostra una tesi piu forte
con passi induttivi piu deboli




Rafforzare l'ipotesi induttiva

Dimostriamo che

Ing € N,e> 0, >0:T(n)<cen—c Vn>ng

Tesi T(1)=1<c¢-1-¢,dimostrata pet > ¢ + 1

Il passo induttivo ipotizzd (i) < ci — ¢ peri =ng,...,n—1
Tesi2 T (n) <cn—/(

Coniconsueti passaggi,>no=1=n/2<n—-1=

iT(n):2T(g)+1§2(cg—c’)+1:cn—20’+1



Il metodo iterativo

T (n) o C n=1 :
(T (ny),...., T () n>n; (i=1,...,k)
Per “indovinare” la soluzione di un’equazione ricorrentplg '

1. ricavare €T’ (n;) dal membro di sinistra e sostituirle nel
membro di destrgino a raggiungere il caso base

2. sostituire I'espressione del caso base

3. valutare I'espressione risultante

U
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Esempio:Fattoriale

f Fattorialef)

<l

then Return 1; { }
elsea =n—1 { Divide }
b = Fattorialeg); { Impera}
Return n - b; { Combina}
. n =
éAT(n){@(l)nLT(nl)nL@(l) n > 1
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Esempio per il metodo iterativosss

a n=1
T(n){T(nl)—l—b n>1

1. ricavare €T’ (n;) dal membro di sinistra e sostituirle nel
membro di destrgino a raggiungere il caso base

T(n)=T(Mn-1) + b =T(n—1)+b=
=T(n—2)+b  +b —T(n—2)+2b=":
:%(n—?))%—g + 2b :T(n—3)+?)b:§
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Esempio per il metodo iterativosis

2. sostituire I'espressione del caso base

Tn)=T1)+(n—1)b=a+(n—-1)0b
3. valutare I'espressione risultante

T(n)=b+a—beO(n)




uuuuu
........................................................

Un altro esempio iterativo

O (1) n=1
T'(n) = {n%—ST(EJ) n>1
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Un altro esempio iterativo

7)) -

J+or (|5)) -
J+ol5) 27 ([g)) =
J+¥ 4’3 +8T ({ Ji

 T(n)=n+3T
=n+3
=n+3

=n+3

:»M:lmlslml:lmlsf-\

—n+3|o| +32|—

42

Jerr ()

Ci si ferma quando 7 | < 1, cioéh = |log, n |




Un altro esempio iterativo

logy n—1

o= 8w e (k) -

1=0

D 3T (1) =
1=0

log, n—1 3 i .
<n ) |7) +3™®"e)=

1=0

VAN

Maggiorando la somma con una serie e ricordaait® ™ = n'°ss @
+0o0 32
T < — @( 10?343) — 4 @( 10g43)
(n) n; e + 0 (n n+0(n

T (n) € © (n), perchéin cresce piu in fretta di'°s43




Aspetti chiave

| punti fondamentali del metodo iterativo sono

#® (uante volte bisogna iterare la ricorrerprama di giungere
al caso basegxfofonditah della ricorsione)

#» (uanto vale la somma dei termioiodottia ciascun livello
dell'iterazione

Gli alberi di ricorsionesemplificano fortemente quest’analisi

® sforzo nel nodi internisommatoria dello sforzo
computazionale per ognilivelloda=0a:i=h — 1

#® sforzo nelle foglie numero delle foglie moltiplicato per lo
sforzo computazionale nel caso base
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Alberi di ricorsione (esempio 1)ss5

i = lo%(n)V

(0(1) n=1
n+3T(@) n>1
\

D(\II) + (D)

x} m i

n/16
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Alberi di ricorsione (esempio 2>
f@ (1) n=1 :
n?+27(3) n>1

D(\ll) + (1)

@ ------- 2[4
4
(n (n/4)° (n/4)2/ (n/4)° s 5

T (n) =

i=log(n)|  O(I) ~---meeeee (9'(1) = 2781




ORV
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Alberi di ricorsione (esempio 2)e5

10g2n—1 i
1
T(n)= ) n° <§> + 2los2mQ (1)

1=0
Ricordando che

i k+1
Z ot =1
 a— a 210g2n —n
; r—1
1=0

Sl ricava
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Alberi di ricorsione (esempio 3)ss5

O (1) n=1

I (n) = n 2n
\n+T(§) +T (%) n>1
D(|1)) + (/1)) .
i=0 @ Q ————————————————————— n
(n/3) (2n/3)
——————— n
(n/9) (2n/9) (2n/9) (4n/9)
& @) @) -
w27)]  \@n27)2h/27)_(4n/27)  (2n/27)  \(4n/27) [4n/X7X8n/27)
@ @) @) @9 @) -
: VA
v i=logn




Alberi di ricorsione (esempio 3

Questa volta I'albero non e bilanciato

® sullato sinistro: profondita: o <1 = h > loggn
® sul lato destro: profondita: (%)h n<1=h2>logs;mn

Quindi
#® fermandosi al livelloh; = logs n, Si ha una stima per difetto
® arrivando al livellohy = logs 5 n, sl ha una stima per eccesso
Essendo lo sforzo computazionale ad ogni livello completo
(hi+1D)n<Tn)<(hsg+1)n=
= (logan+1)n < T (n) < (10g3/2n+ 1) n =

1 1 :
= lf’)i—ign <T(n)< 102?37271 +n,dacuiT (n) € © (nlogn)
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Il teorema principale

;

k n=mnmn
T (n) =<

\aT(%)—i—f(n) n>n

conk € R,a >1,b > 1e f(n) asintoticamente positiva

1. Sede > 0: f(n) € O (n'°®27¢), alloraT (n) € O (n'*&“)
2. Sef(n) € © (n'&*), allora
T (n) € © (n®*logn) = O (f (n)logn)
‘
3 : 0 logy, a+e€
3. Se: e>0:f(n)e(n )
\E|C €(0;1),n0 e N:af (n/b) <cf(n),Vn > ng

A@“P@T, meo(m) o




Dimostrazione (traccia)

D)) + (i) An)

i =10gn | O(I)-----n e o) O

lo%(n)—] l
og a

> dfinb) +0m ")
i=0




Motivazione Intuitiva

L'idea econfrontare

# iltempo f (n) impiegato ascomporre il problema e
ricomporre la soluzione alla radice

o il tempon'°¢ ¢ impiegato aisolvere tutti i casi base

1. prevalen*®® = T (n) = O (n'*% )

2. sl equivalgondanche con i livelli intermedi)
=T (n) € O(f(n)logn)

3. prevalef (n) (e ogni livello prevale sul seguente)
=T (n) =0 (f(n))

Prevale= c’e un fattore polinomiale© di differenza




Osservazioni

2. La condizione
f(n)eoB (nlogb“)

Indica cheogni livello pesa come gli altriad es. la radice
= sl moltiplica lo sforzo alla radice per il numero del livelli :

3. La condizione

dc € (0;1),n90 € N:af (n/b) <cf(n),Vn > ng

Indica checiascun livello domina il successivo
= c¢lI sl limita alla radice



Esempi (1)

1 n =
T'(n)=
2T (%) +n n>1
#® f(n) = n asintoticamente positiva
® ag=2>1eb=2>1=nome=ple2_y
® f(n) €O (n®*) = caso 2

= T'(n) € © (nlogn)




Esempi (2)

1 n =
T'(n) =
9T (%) +n n> 1
# f(n) = n asintoticamente positiva

® 0=9>1eb=3>1=nlose =nplossd =2

® f(n)€ O (n'® ), dato chen*&s?c = p?~<e
n € O (n?¢) per ognie < 1; quindi siamo nel caso 1

= T (n) € © (n?)

-

VS



Esempi (3)

1 n =
T'(n)=
T (%") +1 n>1
#® f(n) = 1asintoticamente positiva
® a=1>1eb=3/2>1= nlone =plss2l =1
® f(n) €O (n®*) = caso 2

= T (n) € O (logn)




Esempi (4)

T (n)=23T (%) + nlogn
® f(n)=nlogn asintoticamente positiva
® ag=3>1eb=4>1= nlosa =plos.3
® f(n) € Q(n"+¢), dato chenlogn € Q (n'°8+3%) per
ognie < 1 —log, 3: caso 37

# Condizioni di regolaritaa f (n/b) < cf (n) diventa

3 3
3% log% < cnlogn & anogn — anogél < cnlogn
Basta porre: = 3/4 per verificarla= caso 3

= T'(n) € ©(nlogn)




Esempi (5)

1 n —
T(n)=
37 (%) +n n> 1
® f(n)=n asintoticamente positiva
o QZSZ1eb:4>1$nlogba:nlog43

® f(n) € Q(n'°% + ¢), dato chen € Q (n'°843+<) per ogni
e <1—log, 3: caso 37

# Condizioni di regolaritaa f (n/b) < cf (n) diventa

n
3— <
4_cn

Basta porre: = 3/4 per verificarla= T (n) € © (n)




Esempi (6)

1 n =
T (n) =<

\2T(%)+nlogn n>1

® f(n) = nlogn asintoticamente positiva
® ag=2>1eb=2>1=nome=ple2_y

® f(n)€Q(n®), masec >0, f (n) ¢ Q (no+);
Infatti

f(n)

nlogy a
che non dominac per alcun valore ci

= logn

|| teorema non vale!
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Estensione del teorema principales="
[ k n=mn '

T (n) =«
(") \aT(%)wa(n) n>n

conk e R,a>1,b>1ef(n)asintoticamente positiva

Sedh > 0: f(n) € © (n'&*log"n), allora
T (n) € © (n'°&log"*' n) = © (f (n)logn)

T (n)=2T (g) +nlogn
® f(n)=nlogn asintoticamente positiva

® ag=2>1eb=2>1= nloBes =ple2_/y

® f(n)€ O (n%log"n) perh = 1 (estensione)
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