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Oracoli (1)

Oracoloper un problemda’ e una macchina che risolve
In tempo unitario

Non & necessario definire la struttura interna dell’oracolo:
L'importante e che funziona! '

UnaMacchina di Turing equipaggiata con oracorM)
e unamacchina di Turing che comunica con un oracolo

# |o consulta su stringhe da essa prodotte
# evolve in base al responso dell'oracolo




Oracoli (2)

UnaOTM cambia stato, scrive e si muove sul nastro. ..

® scrive su un nastro supplementare

® consulta 'oracolo, chanterpreta il contenuto di tale nastro come
Istanza di un problema e lgsolve in tempo unitario

® dopo una consultazioregisce anche in base al responso

Quindi, un algoritmo che
#® consulta I'oracolo un numero polinomiale di volte
® esegue un numero polinomiale di altre operazioni

diventa un algoritmo polinomiale




Trasformazioni

Trasformazione polinomialdel problemaP nel problemar”’
(P <7 P") eunaOTM che risolveP’ in tempo polinomiale
consultando una sola volta un oracolo pér

Equivalentemente, e wadgoritmo polinomiale che traduce ogni
Istanzal di P inun’istanzal’ di P’ e la soluzione&s’ di I’ nella
corrispondente soluziongdi /

Un problemaP’ polinomialmente trasformabile in un problema
polinomiale e anch’esso polinomiale

P=<rPePeP=PcPpP

P’ e piu difficile di P




Esempi (1)

Primalita<,r Compostezza

Daton, la macchina consulta una sola volta I'oracolo per-
a “compostezza’, inverte Il risultato e si ferma |

Compostezzasr Primalita

Daton, la macchina consulta una sola volta I'oracolo per-
la “primalita”, inverte il risultato e si ferma '

Compostezza= Primalita



Esempi (2)

Fattorizzazione
datin e m, esiste un fattore ch che sia< m?

Compostezza; Fattorizzazione

Daton, la macchina consulta una sola volta I'oracolo per-
la fattorizzazione (com = n), copia Il risultato, si ferma

Non si sa sé-attorizzazione<, Compostezza

Infatti, Compostezza e Primalita sono’h(dal 2002),
mentrenon si sa se Fattorizzazione siain

P




Esempi (3)

MinCut =+ MaxFlow
Dati il grafo orientatoG = (NN, A), i nodi s et, la funzione capacita
k: A — N e il numerok, esiste un taglio fra et di capacita< K?

Si ha un oracolo che, dati un grafo orientéto= (/V, A), due nodis e
t, una funzione capacita: A — N e un numerdd, dice se esiste un

flusso> H das at

La OTM passdas, s, t, k(-) e H = K 4 1 all’'oracolo:
® se larisposta &ero, esiste un flusse K + 1, per cui nessun
taglio e< K. la macchina rispondeal so
® se larisposta €also, la macchina rispondeero
Il passaggio inverso e analogo...




Esempi (4)

InviluppoConvesso ,
dati n punti sul piano, determinarne I'inviluppo convesso




Esempi (4)

InviluppoConvesso
datin punti sul piano, determinarne I'inviluppo convesso




Esempi (5)

Ordinamento=< InviluppoConvesso
Data una sequenzadinumerix;, la macchina costruisce

un'istanza di InviluppoConvesso con i pufii;, azf)
4 169 = x°

<Y

& tutti i punti sono sull'inviluppo convesso

® l'inviluppo visita | punti in ordine crescente




Esempi (6)

3-SAT: data unaCNF in cui ogni somma contenga al piu
letterali, esiste un assegnamento di verita che la soddisfi?

SAT =T 3-SAT

1. 3-SAT <7 SAT, perché3-SAT e un caso particolare @AT: si
copia l'istanza, si consulta $AT-oracolo e si copia il responso

2. SAT <7 3-SAT: per ogni sommal; +lo + ...+ ;) dit > 4
letterali si introducona@ — 3 nuove variabiliy; e si scrive |l
prodotto dit — 2 somme

(Lh+l+y1)Us+yr+y2). .. (l—1 + It + Yr—3)




JD
......................................................

Esempi (7)

La nuova espressione é soddisfacibile se e solo se lo edaquel -
originale

(lh+l+...+ 1) ... (1)

(h+le+y)3+y+y2) (s + e+ Ge3) ... (2)
a) Se(1) none soddisfacibilgl, = 0), anche 2) non lo e:
soddisfarla richiedg; = 1 per ognij e insiemey,_s = 0

b) Se(1) esoddisfacibilg(dl,, = 1), anche 2) lo e: si pone
y; = 1perj < k—3,y,; = 0 altriment
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Esempi (8)

k-Cligue Dato un grafdy, esiste in esso un insieme/di
vertici tutti mutuamente adiacenti?

k=4




JD
......................................................

Esempi (8)

k-Cligue Dato un grafdy, esiste in esso un insieme/di
vertici tutti mutuamente adiacenti?

k=4
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Esempi (9)

k-IndependentSeDato un grafa’z, esiste in €sso un
insieme dik vertici tutti mutuamente non adiacenti?

k=4

T




yD!
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Esempi (9)

k-IndependentSeDato un grafa’z, esiste in €sso un
insieme dik vertici tutti mutuamente non adiacenti?
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Esempi (10)

k-Cligue =1 k-IndependentSet

Dato il grafoGG , la macchina per 1&-Clique costruisce

Il grafo complementare ¢ , lo passa all’'oracolo per il
k-IndependentSet e copia il responso in uscita




JD
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Esempi (10)

k-Cligue =1 k-IndependentSet

Dato il grafoGG , la macchina per l&-Clique costruisce |l

grafo complementare ¢ , lo passa all’oracolo per il
k-IndependentSet e copia il responso in uscita




yD!
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Esempi (10)

k-Cligue =1 k-IndependentSet

Dato il grafo( , la macchina per 1&-Clique costruisce |l

grafo complementare G, lo passa all’oracolo per il
k-IndependentSet copia il responso in uscita
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Esempi (10)

k-Cligue =1 k-IndependentSet

Dato il grafo( , la macchina per 1&-Clique costruisce |l

grafo complementare G , lo passa all’'oracolo per il
k-IndependentSet eopia il responso in uscita
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......................................................

Conseguenze pratiche

In presenza di una trasformaziofe<, P’ possiamo
o ordinare i problemi P’ & piu difficile di P
® progettare algoritmiogni algoritmo perP’ da un
algoritmo perP

» definire l'intrattabilita se P non e polinomiale,
ancheP’ nonlo &

Non siamo piu costretti dimostrare proprieta e definire
algoritmi per ciascun problemaossiamo generalizzdre



Un’altra definizione?

Abbiamo gia definito la&complessita di un problen@ome
complessita del miglior algoritmo che lo risolve

Ora definiamo la&complessita relativa di due probleattraverso
la possibilita di trasformare uno nell’altro

Le due definizionisonopotenzialmente contraddittorie
sia A, Il miglior algoritmo esistente peP’ (I'y,, = 1)

Tap =11-p +1u, + 1y 2Tu,

Costa piu tempaoisolvereil problema facileP (con Ap)
cherisolvereil problema difficile P’ (con A%,)?




Definizionl incoerenti?

Le due definizioni non sono del tutto coerenti, ma

1. Ap eunalgoritmo perP: T4, stima per eccesda
complessita dP (ma potrebbe essere esatta. . .)

2. spessd_.p eTs—5s0noO(Ty, ), per cui
Ty, = @(TA% /) (ma.non sempre. ... )

3. Ta, superdly, al piu di un polinomio:
nessun problem& esponenziale e trasformabile in un
problemaP’ polinomiale



Vantagqgi delle due definizioni

La complessita definita attraversalljoritmo ottimo

#® e unpreording maquasi un ordine debole
(cioe e completo, salvo casi molto particolari)

#® da unamisuradi complessitaassoluta

ma equasi inutile quando il gap algoritmico e ampio

La complessita definita attraversotfaesformazioni polinomiali

# non richiededi conosceralgoritmiper i due problemi

#® estende tutti gli algoritmdi un problema all’altro

mae un preordindammette problemi non confrontabili




Riduzioni

Riduzione polinomialelel problemaP al problemal’’
(P <p P)eunaOTM che risolveP in tempo
polinomiale consultando un oracolo pet

un numero polinomiale di volte

P’ & non molto piu facile dP
Esempio:

® P =ordinamento
o P’ =confronto fra numeri inter:

-




Polinomialita

La trasformazione polinomiale e la riduzione polinomiadas
relazioni di preordindriflessivee transitive

P<rPeP 2 P'= P <P’

PjRP/eP/jRP”inRP”
La trasformazione polinomiale e la riduzione polinomiale

trasmettondall’indietro” la polinomialita

( (
P <7 P P <p P
¢ = PeceP e X« = PcpP




Esistenza e ottimizzazione (1) |

Per ogni problema di ottimizzazior&, ce n’e uno di esistenzBg

® Pp:“Qual e il costo minimo degli oggetti con date propriéta?
#® Siaggiunge unaogliaK al costo di tali oggett

® Pp: “Esiste un oggetto con date proprieta di cost&”?’

Per ogni problema di esisten#g ce n’e uno di ottimizzazion&p
® Pp: “Esiste un oggetto con date propriéta?
® Siaggiunge un&unzione di costae:

® Pp:“Qual e il costo minimo degli oggetti con date propriéta?



Esistenza e ottimizzazione (2) %

Pg =1 Po
® [’algoritmo di ottimizzazione fa da oracolo: dak;, si

costruiscely

® Sirisolve il problema di ottimizzazionE, (una sola
consultazione dell'oracolo)

® Siconfronta la soluzione con la sogha
® Se |'ottimo supera la soglia, la soluzionelej e Falso;

altrimenti eVero

QuindiPp € OP = P e P



. . . . NN
Esistenza e ottimizzazione (3) %+

9

Po =r Pg

L’algoritmo di esistenza fa da oracolo: dafp, si costruiscePg
Introducendo una soglia parametrica

Sirisolve il problema di ottimizzazionEx, variando la soglia
con laricerca binariase la risposta €also, si abbassa la soglia;
altrimenti si alza (diverse consultazioni dell'oracolo)

Questo determina untervallo piccolo a piacere contenente
I'ottimo (se la funzione di costo e razionale, determina I'ottimo) -

Il numero di consultazioni e polinomiale, dato che la défeza
tra minimo e massimo dell’'obiettivo e polinomiale iR
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