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Formule logiche

# \Variabile logicaz; e unavariabile che assume solo i valori
Veroo Falso

# [etteralee unavariabile logica {;) o la sua negazione{)

#® Formula logicee unafunzione ottenuta combinando
letterali tramite sommedR) o prodotti AND)

EsempiO:f = (5171@2 —+ $1$QZZ’3) (fl + $3)

Forma congiuntiva normal@NF) e unaformula logica
costituita da un prodotto di somme di letteral

EsempiO:f’ = I (Zfl -+ fg) (52'1 -+ 5133)
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Soddisfacibilita EAT)

Data unaCNF f (x4, ..., z,), esiste un assegnamento di valori
alle variabiliz; tale chef sia ver&

E un problema di decisione (=Sio No)
Forza brutavalutaref per ogni assegnamento

Ma gli assegnamenti possibili sono esponenzi#l)|(
x |0 O 0 0 11 1




\erifica di una soluzione

Molti problemi riguardano 'esistenza o menostittosistemdel
sistema datoche godano di opportune proprieta

#® data una&CNF, esiste urassegnamento di verita che la
soddisf&

#® dato ungrafo, esiste urticlo?
#® dato ungrafo, esiste urticlo che visita tutti | nod?

Impropriamente li chiamiamo “soluzioni’S(=Sio No)

Per molti di questi problemi

® puo esserdifficile risolvereil problema




Riconoscimento di relazioni

Relazione fra insiemi e B e unsottoinsieme? C A x B

Una macchinaiconosce una relaziorguando
® riceve la stringda,b), cona € Aebe B

# restituisceSiquando(a, b) € R, Noaltrimentsi

Sfruttiamo il concetto per definire una classe di problemniipe
guali e facile verificare una “soluzione” (@rtificatq:

#® ¢ e listanza del problema
® b e il certificato da verificare

® Uuha macchina verifica cheha soluzionésia causa db




Esempio

CL:QZl(i’l—Fi'Q)(i’l—l—iEg) b:(lOl)

Diciamo che(a, b) € R quandosi puo interpretare come CNF
e b come assegnamento alle variabili«de quandaz (b)) = 1

® o e una CNF cor variabili
#® b contiene3 assegnamenti

® sostituendar; = 1, z; = 0...si ottiene
a(b)=10+1)(0+1)=1
# quindi(a,b) € R (b e un certificato valido per)

= a ha soluzionesi




Certificati eN'P

NP & I'insieme dei problemP per i qualiesistono

® uninsieme dicertificatiA
® unarelazioneR C P x A
® unpolinomiop (+)
tali che
1. larelazioneR e riconoscibile in tempo polinomiale

2. ogni istanza positiva e in relazione con almeno un ceatific
perognil ¢ PT, 3D e A:(I,D) e R

3. nessuna istanza negativa in relazione con un certificato:
perognil € P~ eperognD € A,e(I,D)¢ R

4. la dimensione di un certificato e al pii{-) nella dimensione delle
Istanze relative{D| < p(|I|) perogni(I,D) € R




Problemi in\ P

SATE NP
#® A élinsieme dellestringhe binarig0,1}"

(f, D) € R: interpretato come assegnamenfosoddisfaf

p (x) =z (polinomio identita
esiste una macchina che, per ofhe A e per ognif € SAT,
verifica in tempo polinomiale sB soddisfaf (descriverla)

~ ® @

N

per ognif positiva, esiste u) che soddisfg (quindi la
macchina rispond8&isulla coppia f, D))

3. per ognif negativa, nessuf soddisfaf (quindi la macchina
rispondeNo sulla coppia f, D) per ogniD € A)

per ogniD che soddisfg, |D| < | f| (dunque e polinomiale)




Problemi in\N P

SATe NP

1. fi =x1(Z1 + T2) (1 + x3) ammette certificatd); = 101

2. fo = (x1+ x2) 23 (%1 + Z3) (T2 + T3) NON ammette alcun
certificato

3. f3 = (331 -+ 332) (1131 -+ 333) (if'l + X9 + if'g) ammette |
certificatiD,; = 101 e D, = 011, D3 = 100, D, = 110

D, e certificato dif; e f3

-



Problemi in\ P

GrafoCiclicoe NP

L'insieme deicertificatie I'insieme dellestringhe di numeri naturali:

A = N* (improprio...perché?)

® interpretiamaD comesequenza degli indici dei vertici di un ciclo

® esiste una macchina che, per oghe A e per ogniGz, verifica
In tempo polinomiale s& e un ciclo diGG (descriverla)

® per ogniGG positiva, esiste u) che rappresenta un ciclo (A
(quindi la macchina rispondsisulla coppia G, D))

® per ogniGG negativa, nessuly rappresenta un ciclo i (quindi
la macchina rispondio sulla coppia G, D) per ogniD € A)

A.P.e.r ogni grafdx e per ogni ciclaD In G, | D] < [ f] (polinomiale)



Problemi in\ P
TSPe NP

L'insieme deicertificatie I'insieme dellestringhe di numeri naturali:
A = N* (improprio...perché?)

® D elasequenza degli indici dei vertici di un ciclo hamiltoniano

® esiste una macchina che, per oghe A e per ogniGz, verifica
In tempo polinomiale s& e un ciclo hamiltoniano dix (quale?)

® per ogniGG positiva, esiste u che rappresenta un ciclo
hamiltoniano inG' (quindi la macchina rispondsisu (G, D))

® per ogniGG negativa, nessul rappresenta un ciclo hamiltoniano
iIn G (quindi la macchina rispond¢o su (G, D) per ogniD)

. A’.P.e.r ogni grafoG e per ogni ciclo hamiltonian® in G, [D| < |f] -
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Problemi in\N P
TSPe NP

1. G1={(1,2),(1,3),(1,4),(3,1),(4,2),(4,3)} non
ammette certificati

2. G2 ={(1,2),(2,3),(3,1),(3,4), (4,1)} ammette
certificatoD; = 1234

3. G3=1(1,2),(2,1),(2,3),(3,4),(4,1), (4,2)} ammette
certificatoD; = 1234 e D, = 1342

D, e certificato diiG, e G4



Problemi inN'P
Hanoi ¢ NP

® Un’'istanzadiHanoid =n

#® Proviamo a usare come certificato la sequenza di mosse cr
risolve il problemapD =4 —-BA—-CB—(C..)) '

# |l certificato non e di dimensione polinomiale rispetto
allistanza © = 2" — 1)

Le sequenze di mosse non sono certificati valid

Le coppie(/, D) sono riconoscibili in tempo polinomiale




Proprieta dIN'P (1)
P CNP

Ogni problema polinomiale & VP

Basta un solo certificato “fasullo’X = {D}, conD = ())
# Definiamo larelazionél, D) € R se e solo sé € P+

# |l certificato e ovviamente polinomiale
ID|=0<|I| perognil € P

# Una macchina che ignoma e risolve l'istanzal, in tempo
polinomiale rispond&isel € P, Nosel ¢ P*

Quindi riconosce la relaziong!




Proprieta diN'P (2)

Per ogni problema iV P esiste una macchina che lo risolve in
tempoO (2/(")), dovef () € un un polinomio

# silegge listanzd e se ne valuta la dimensione= |I|

® sigenerano tutti 27" certificati potenzialiD per I'istanza
I (tutte le stringhe conD| < p(n))

® perogniD, si applica &1, D) la macchina che riconosce in -
tempoq (n') seD e valido(n' = |I| 4+ |D| < n+p(n))

#® la macchina risultante risolve il problema in tempo
O (2""q (n+p(n)))

Ma questo algoritmogsaustivp e esponenziale. ..




Perché\/’P?

La sigla/\/P fa pensare a “non polinomiale”. ..

E vero cheper alcuni di questi problemi non si conosce un
algoritmo polinomialema

# un algoritmo polinomiale potrebbe esistere
# per altri problemi si sa che esiste C N'P)
La maggior parte dei problemi iV? sono aperti e il loro gap

algoritmico e fra polinomiale ed esponenziale

NP significanon-deterministico polinomiajeioérisolubile in
tempo polinomiale da una macchina di Turing non determaast

T
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Macchina di Turing
non deterministica (1)

Si definisce come la Macchina di Turing

NTM = (Q) do, Aa Za R F) 5)

mala funzione di transizione restituisce
uninsieme di terngstato,uscita,spostamento)

0:Q xI' — 9QxI'x{5,D}

anziché una singola terna

Che significa?




Macchina di Turing
non deterministica (2)

Ad ogni passda NTM si “clona” e ogni copia assume una delle
configurazioni indicate da

Ne risulta unarborescenza computazionde cui foglie sono le
configurazioni di arresto

Se tutte le computazioni terminano,NA M risponde
#® Siquandoalmeno una foglia e in uno stato accettante

# Noquandonessuna foglia e in uno stato accettante

La complessité il massimo numero di passi compiuti



NP eleNTM

NP é l'insieme dei problemi risolubili in tempo polinomiale da -
unaNTM

#® |aNTM genera clonandosi tutti | certificati potenziali
(in tempop (n))

#® ogni clone verifica uno dei certificati
(in tempoqg (n + p (n)))

# In complesso, impiega tempan) + g (n+ p(n))

Viceversa, se la NTM risolvé in tempo polinomiale, si puo
costruire un certificato per ognbomputazione accettanieoe




Perché “non deterministico”?

Siimmagini unaviacchina di Turing classica che decie
propria evoluzionen base a

# stato corrente
# Ingresso corrente

#® un “suggerimento’the indichi quale terna
(stato,uscita,spostamento) realizzare per raggiungexe u
configurazione accettante (se esiste)

Funzionerebbe esattamente comBlTav

Per questo si parla di “macchina non deterministica”:



Asimmetria diNP

Le definizioni diNP sonoasimmetriche

1. almeno un certificato per le istanze positive
nessuno per le negative

2. almeno una foglia accettante per le istanze positive
nessuna per le negative

Ribaltandole, si ottiene un’altra classe di problemi par cu

1. almeno un certificato per le istanze negative
nessuno per le positive

2. almeno una foglia accettante per le istanze negative
nessuna per le positive




co-N'P e complementarieta

co-N P éla classe ottenuta ribaltando la definizione\dpP

Contiene i problemi complementari ai problemidiP
#® “n & unnumero composto?” &P

# “n € unnumero primo?” & in cA{P

Daton € N (|I| = log, n)
# un certificato polinomiale che e composto
® un certificato polinomiale che non e primo

e una coppia di fattori di (|D| = 2log,n < 21)
Esempio:l = (24), D = (3 8)




Problemi ben caratterizzati
P C co-NP: Ogni problema polinomiale & in c&“P

Si dimostra col certificato “fasullo” com® C co-NP

Problemi ben caratterizzagono quelli inVPN co-N'P
Le istanze positive e negative hanno in genere certificadirdi

Esempio: “Nel grafd’, c’e un accoppiamento perfetto?”
#® un accoppiamento perfetto e un certificato di esistenza
# |l certificato di Tuttee un certificato di non esistenza

Attualmente, | problemi ben caratterizzati sono tutti potiali,
mae possibile ché®> C N'PN co-NP




Relazioni fra spazio e tempo (1)<

SiaPy,.c. la classe degproblemi che si risolvono usando un
numero polinomiale di celle

N P g 7)Space

perché l'algoritmo esaustivo usa
® n celle perl'istanza
® p(n) celle per il certificato

® ¢ (n) celle perriconoscer la relazione (tempo polinomiale!)f

In un tempo polinomiale si usa un numero polinomiale di gelle
per cui anche e un polinomid



Relazioni fra spazio e tempo (2§£5

SiaExpla classe deproblemi che si risolvono in un tempo
esponenziale

7)space g E$p

Se la macchina ripete una configurazione, entra in cicloitofin
e non terminaci sono meno passi che configurazioni

Quante configurazioni esistono?
® || stati
#® ¢ (n) posizioni per la testina

# 2 simboli per ciascuna dell¢ (n) posizioni
Il numero dei passi & (n) < |Q] ¢ (n) 29
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P e NP per altri problemi

# problemidiricercaFP e FNP (F sta peiFind)

#® problemi di ottimizzazioneOP e ONP

# problemi di conteggin#P e #N P

Se il contesto e chiaro, spesso si omette il prefisso
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