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Risorse computazionall

Quanto costa risolvere un problenfacon un algoritmoA?

1. potenzanumero di stati di undM che esegue l'algoritmo
2. tempa numero di passi’s (/) compiuti prima dell’arresto

3. spazio numero di celleS, (1) scritte prima dell’arresto

Le tre misure sono di natura differente
® |apotenza e la stessa per tutte le istahg&osto fisso”)

# tempo e spazio dipendono dg“costo variabile”)

Tempo e spazio sono misure di costo piu significative:



Complessita

Piu in generale (non solo usandi)

#® complessita temporabi un algoritmoA su un’istanzd |l
tempoT’y (I) che A impiega a risolverd

® complessita spaziaki un algoritmoA su un’istanzd lo
spazioS, (1) che A usa per risolveré

A seconda del modello, bisogna definire tempo e spazio

Problemi
® La complessita dipende dall’alfabatsato

#® Lacomplessita dipende dal modello computazionsito
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Complessita e alfabeti

Dimensionedi un’istanzal e lalunghezzg/| della stringa che la
codifica(hnumero dioccorrenzg

Per alfabeti4 e A" con|A| e|A'| > 2, la dimensiond varia di
un fattore costantfl| ,, = [1g 4 Al | |1] 4

= La complessita dipende dall’alfabeto, ma varia di un fattor
costante al variare dell’alfabeto

Che succede con l'alfabeto unarig?|(unghissima=-...)
E con “alfabeti” infiniti, comeN? (/| =1=...)
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Equivalenza polinomiale

Modelli (polinomialmente) equivalentrisolvono gli stessi problemi
(in tempi e spazi legati da un opportuno polinomio)

| modelli equivalenti alla TM le sono polinomialmente eclenti!

Se esiste una macchieAM che risolve ogni istanza di un problema
P intempoT' (I) e spaziaS (I)...
... allora, esistono due polinomi(-) e q (-) e unalTM che risolvel in
tempol” < p (T (1)) e spazias’ < ¢ (S (1))
Esempio (stringhe palindrome)

Tram (I) = clIl  Try (I) < p(Tram (1)) = p (c[I])

Pl




Algoritmi polinomiali

Algoritmo polinomialee unalgoritmo la cui complessita e un
polinomior della dimensione dell’istanz&” (1) = 7 (|I|)

Ma lo spazio del polinomi e chiuso rispetto alla composizione
p(-) enw(-) sono polinomi=- p (7 (-)) € un polinomio

Un algoritmo(non) polinomiale su una macchingegon)
polinomiale su tutte le macchine polinomialmente equnale

La polinomialita non dipende dalla macchina! -

Possiamo ragionare ogni volta su quella che preferiamo
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Confronto fra algoritmi (1)

Sappiamo confrontare due algoritrhie A’ su un’istanzd’:
A e meglio diA’ quando impiega meno temyspazio)

Ora vogliamo confrontarli sull’intero problema, cioe stabilire
unarelazione di ordine debolea algoritmi per un problema:
per ogni terna di algoritmy, A" e A” che risolvonaP

1. (riflessivitgg A < A
2. (transitiviig A < A'eA'<A"=A<A"

3. (completezzpvale almenounafradl < A’edA’ < A




Confronto fra algoritmi (2)

Consideriamo quattro possibili definizioni

#» sSuU tutte le istanZ& Rarissimo. ..

# nel caso miglior@ E se non siamo fortunati...? -
» inmedi& Ma quale media...?

#» nel caso peggiofe Perché essere pessimisti...?:

Def. 1: Complessita su tutte le istanze
A=A & T,I)<TyI)VIeP

Complicata da verificare e I'ordine non e quasi mai completo
(per alcune istanze e megli, per altreA’)




Confronto fra algoritmi (3)

Def. 2: Complessita nel caso migliore

A=A < minTs(I) <minTy (1)

IeP IeP

Ogni problema ha istanze banali, ma sono poco significative!

Def. 3: Complessita nel caso medio
A=A & E[TxD)] < E[Tya(1)]

® richiede di considerareitte le istanze

® richiede ladistribuzione di probabilita delle istanze

#® richiedecalcoli complicati
Sara possibile e utile solo in casi limitati




Confronto fra algoritmi (4)

Def. 4. Complessita nel caso peggiore

® Spesse facile identificare le istanze peggiori

#® Fornisce un limite superioye
che e un’informazione comungue utile

® Spessol caso peggiore e molto frequente
(ad es., I'insuccesso in unaricerca)

® Spessda complessita nel caso peggiore e simile a quella
nel caso medio

E una definizione sbilanciata, ma pratica e utile -
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Complessita nel caso peggioressy

Ma che significa “caso peggiore”?

Bmax T, (1) perché di solitosup T4 (1) = +oo
IeP IeP

Per dare senso alla definizione, ragioniamo
# adimensione fissatg, = {/ € P : |I| = n}
#® nel caso peggiore

TA(n):IIIé%icTA(I)




Complessita e dimensione

Ma che significa “caso peggiore”?

La complessita cresce indefinitamente eon.
#® considerareutti i valori di n? Cirisiamo. ..

#® considerareyalori di n sufficientemente gran®@li
Quanto grandi...?

T(n)
0 7.

Ii(n)
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Complessita asintotica (1)

Un algoritmo A € meglio diun algoritmoA’ quando
A usa meno risorse di’

o sulla peggior istanza di dimensione
# perognivalore dn > ny

T(n)
A /AW
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Complessita asintotica (2)

T'(n) € O(f(n))
dee R ,ng e N : T(n)<cf(n) Vn>ny

Tp ¢ fin)
T
>,
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Complessita asintotica (3)

T'(n) € Q(f (n))

dee R ,ng e N": T(n)>cf(n)>0 Vn>ng

1A i)
T.(n)
/cf(n)
n 0 >n




Complessita asintotica (4)
I'(n) € ©(f(n))

Jder,co €RT,ngeNT: 0<cif(n) <T(n)<cf (n) Vn > ng:

A O ()

% (i

¢ /)




Piu in dettaglio

T'(n) € ©(f(n))

Je,co € RT ngeNT: 0<cif(n) <T(n) <cf(n) Vn > njp

T (n) e chiusaa sandwicHra c, f (n) ecy f (n)

#® per qualche valorpiccolodi ¢;

T(n) ¢ fin '
A ) S0 #® per qualche valorgrossodi ¢

%" 9 per ognivalorebbastanza
—c grossodi n

7 >, ® per qualche definizione di
n “abbastanza grosso”
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Piu in dettaglio

T'(n) € ©(f(n))

Je,co € RT ng e NT o 0< i1 f (n) <T (n) <cf(n) Vn > njp

T (n) e chiusaa sandwicHra c, f (n) ecy f (n)

#® per qualche valorpiccolodi ¢;

T(n) ¢ fin '
A fm-— 57 e perqualche valorgrossodi c,

%" 9 per ognivalorebbastanza
—c grossodi n

7 >, #® perqualche definizione di
n “abbastanza grosso”




JD
......................................................

Esercizio 1

Dimostrare ch€’ (n) = 3n* + Tn + 8 € © (n?)

ElCl,CQ ~ R+,n0 ~ I\
cn? < 3n*+Tn+8<cn? VYn > ng

Per intuizione o per tentativi, sg = 3, ¢, = 4

o Laprima disuguaglianza e vepar ognin > 1

# Laseconda disuguaglianza e vera per
n + 8 < n* = perognin > &

ci = 3, co = 4 enyg = 8 soddisfano la definizione




Esercizio 2
Dimostrare ch€’ (n) = 3n° — T+ 2 ¢ © (n)
ﬂcl,CQ € R+,no e NT:cn < 3n° —Tn+2< con  VYn > nyg

dn > ng : cln>3n2—7n+203n2—7n—|—2 > conVeq, ¢ ER+,n0 EN'

Scegliamo lasseconda disuguagliangae basta una!)

Seq (c2) = (7+ ¢2)? — 24 < 0, & verificatavn € N. Altrimenti, lo &

pern < 7+C2_6 o) 5y > 7+C2+6V #¢2) g pud dimostrare la

seconda disuguaglianza, e insieme ancheng, ponendo
7 \/
n = max (no, { e +6 gb(CZ)—‘ +1>.

Si noti che quin dipende da:, ¢y eng

A




Altri esercizi

Mostrare che:

® n* €O (n*+4n+3)
9o
-
9o
-

k
® > n'eB(n)
i=1

4n? ¢ © (n°)

n* € Qn*+2n+5)
n?* e O (n*/4—2)
n? ¢ O (1000 000n)




Proprieta fondamentali (1)

Sono facili da ricordare, se si associano
o O «— <
® () — >
o 0O «— =

Riflessivita

® f(n)cO(f(n))
® f(n)eQ(f(n))
® f(n)cO(f(n))

S

S
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Proprieta fondamentali (2)

Simmetria traspostgsolo perO e (?)

® f(n)eO(g(n) < gn)eQ(f(n)

® f(n)eQ(g(n) <g(n)eO(f(n)
Simmetria(solo perO)

® f(n)eB(g(n)egn)eO(f(n)
Antisimmetria

- <T(n)60(f(n)) & T(n) €6 (f(n)

T'(n) € Q(f (n))

\
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Proprieta fondamentali (3)

Transitivita

. f(n)eO(g(n)) . F(n) €O (h(n))

g(n) €O (h(n))

\

® < = f(n) € Q(h(n))

o | = f(n) € ©(h(n))

Esercizio: dimostrare queste proprieta. . . -
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Proprieta fondamentali (4)

Date le funzionif (n) e g (n) € possibileche
® f(n)¢O(g(n))

» f(n)¢&Q(gn))
® f(n)¢O(gn)

Non vale la completezza!

g
g

(che invece vale pex, > e =)
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Ordinamento sugli algoritmi

Stiamo cercando di stabilire unmdinamento debole
fra gli algoritmi che risolvono un problema dato

® A < A’ significa
T's (n) e 0 (TA/ (n)) & Ty (n) c () (TA (n))

o A > A’ significa

Ta(n) € Q(Ta(n)) e Ta(n)€O(Ty(n))
o A= A’ significa

Ta(n) €O (Tx (n)) < Ty (n) €O (Ty(n))

Tutte le proprieta sopra elencate si trasmettono
dalle funzioni complessita agli algoritmi
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Completezza

La completezza vale guasi semjom&a non sempre!

Ma le coppie di funzioni per cui non vale sono piuttosto stran

a | 2(n=1)" pern pari e> 2
2"" pern pari -
fr(n) =< ,  fo(m)<1pern=0

2(n=1)" pern dispari ; o

\ 2" pern dispari

fp(n) 2m—1 n
o () =2"""" = fp(n) ¢ O(fp)

(n
e () _

Per valori pari din,




Abusi di notazione

® f(n)=0/(g(n)) significaf (n) € O(g(n))
® n°+3n+5=n?+ 0 (n) significa
3f(n) €O (n):n*+3n+5=n+f(n) Vn
(nel nostro casof (n) = 3n + 5)
® 2n”+ 0 (n) =0 (n?) significa
Vfi(n) € O(n)3Ifs(n) € O (n?) 20+ f1(n) = fo(n) Vn

® Perol (n) = > O (z)non significa
1=1

510 €0 (0) e fu () €0(0) : T (n) = fi (V.. +fu (n) ¥
bensi Hf(i)eO(i):T(n):Zf(i) vn '
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