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Capitolo 1

Introduzione

L'attivit a di programmazione gugrossolanamente essere divisa in due aree distinte. La piimiamata
Programmazione in grande e riguarda la soluzione informatica di problemi di grande dimensione (si pensi
allo sviluppo di un sistema informativo di una azienda multinazionale). La seconda inve@asgere
chiamata Programmazione in piccolo e consiste nel trovare una buona soluzione algoritmica a specifici
problemi ben formalizzati (si pensi agli algoritmi di ordinamento).

Obbiettivo di questo corse quello di fornire una introduzione alle nozioni di base e ai metodi che
sovrintendono questo secondo tipo di problematica, dedicata allo studio della rappresentazione e ma-
nipolazione dell’informazione con l'ausilio della teoria degli algoritmi e della organizzazione dei dati.

Si tratta di una tipica attivét trasversale che trova applicazione in tutte le aree disciplinari dell'informat-
ica, pur essendo dotata di propri metodi e di una propria autonomia a tal punto da essere inclusa in una
delle nove branche nelle quali la ACM (Association for Computing Machinery) suddivide la Computer
Science: Algoritmi e strutture dati, Linguaggi di programmazione, Architetture dei calcolatori, Sistemi
operativi, Ingegneria del software, Calcolo numerico e simbolico, Basi di dati e sistemi per il reperimento
dell'informazione, Intelligenza artificiale, Visione e robotica.

1.1 Lanozione di algoritmo

Informalmente, un algoritmé un procedimento formato da una sequenza finita di operazioni elementari
che trasforma uno o pivalori di ingresso (che chiameremo anche input) in unotovplori di uscita
(rispettivamente, output). Un algoritmo definisce quindi implicitamente una funzione dall'insieme degli
input a quello degli output e nel contempo descrive un procedimento effettivo che permette di determinare
per ogni possibile ingresso i corrispondenti valori di uscita. Dato un algottpdenoteremo cotfis la
funzione che associa a ogni ingressdi A la corrispondente uscitgy ().

Questa corrispondenza tra input e output rappresenta il problema risolto dall'algoritmo. Formal-
mente, un problema una funziong : D; — Dg, definita su insiemé; di elementi che chiameremo
istanze, a valori su un insiemBg di soluzioni. Per mettere in evidenza i due insiemi e la relativa
corrispondenza, un problema \@in generale descritto usando la seguente rappresentazione:

Problema NOME
Istanza: x € D;
Soluzione f(x) € Dg

Diremo che un algoritma! risolve un problemd se f(z) = fa(x) per ogni istanza.
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L'esecuzione di un algoritmo su un dato input richiede il consumo di una certa gudntisorse;
gueste possono essere rappresentate dal tempo di computazione impiegato, dallo spazio di memoria
usato, oppure dal numero e dalla vaiielei dispositivi di calcolo utilizzatiE in generale importante
saper valutare la quarditli risorse consumate proprio pegaln consumo eccessivo@pregiudicare le
stesse possibiBitdi utilizzo di un algoritmo. Un metodo tradizionale per compiere questa valutagione
guello di fissare un modello di calcolo preciso e definire in base a questo la stessa nozione di algoritmo e
le relative risorse consumate. In questo corso faremo riferimento a modelli di calcolo formati da un solo
processore e in particolare introdurremo il modello RAM, trattando quindi unicamente la teoria degli
algoritmi sequenziali. In questo contesto le risorse principali che prenderemo in cosiderazione sono |l
tempo di calcolo e lo spazio di memoria.

Possiamo cdgaggruppare le problematiche riguardanti lo studio degli algoritmi in tre ambiti prin-
cipali:
1. Sintesi(detta anche disegno o progetto): dato un problgmaostruire un algoritmo A per risol-

vere f, cioe tale che chg = f4. In questo corso studieremo alcuni metodi di sintesi, come la
ricorsione, la tecnica “divide et impera”, la programmazione dinamica e le tecniche “greedy”.

2. Analisi. dato un algoritmo A ed un problemg& dimostrare che A risolvg, cioé chef = f4
(correttezza) e valutare la quaatii risorse usate da A (complessttoncreta). Gli algoritmi pre-
sentati nel corso saranno supportati da cenni di dimostrazione di correttezza, e saranno sviluppate
tecniche matematiche per permettere I'analisi della compieseitcreta. Tra queste ricordiamo
in particolare lo studio di relazioni di ricorrenza mediante funzioni generatrici.

3. Classificaziondo complessd strutturale): data una quaatil” di risorse, individuare la classe
di problemi risolubili da algoritmi che usano altptale quant& . In questo corso verranno
considerate le clasfi e NP, con qualche dettaglio sulla teoria deN&-completezza

1.2 Lacomplessia di un algoritmo

Due misure ragionevoli per sistemi di calcolo sequenziali sono i valgfic) e S4(x) che rappresen-
tano rispettivamente il tempo di calcolo e lo spazio di memoria richiesti da un algotswinputz.
Possiamo consideraiy () e S4(x) come interi positivi dati rispettivamente dal numero di operazioni
elementari eseguite e dal numero di celle di memoria utilizzate durante I'esecuzidrseilifistanzaz.

Descrivere le funzionfs (x) e S4(x) pud essere molto complicato pokelea variabiler assume val-
ori sullinsieme di tutti gli input. Una soluzione che fornisce buone informaziofi ge suS 4 consiste
nell’introdurre il concetto di “dimensione” di una istanza, raggruppando in tal modo tutti gli input che
hanno la stessa dimensione: la funzione dimensione (o lunghezza) associa a ogni ingresso un numero
naturale che rappresenta intuitivamente la quawmiinformazione contenuta nel dato considerato. Per
esempio la dimensione naturale di un intero positiv®1 + |log, n|, cioe il numero di cifre necessarie
per rappresentang in notazione binaria. Analogamente, la dimensione di un vettore di elefmenti-
tamente costituita dal numero delle sue componenti, mentre la dimensione di ug dedfodal numero
dei suoi nodi. Nel seguito, per ogni istanzaenotiamo conz| la sua dimensione.

Sipone ora il seguente problema: dato un algorittrgu un insieme di inpuf, pud accadere che due
istanzer, 2/ € I di ugual dimensione, ciotali che|z| = |2’|, diano luogo a tempi di esecuzione diversi,
ovveroTs(x) # Ta(z'); come definire allora il tempo di calcolo diin funzione della sola dimensione?
Una possibile soluzionequella di considerare il tempo peggiore su tutti gli input di dimensidiiEsata;
una seconda quella di considerare il tempo medio. Possiamo allora dare le seguenti definizioni:



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 7

1. chiamiamo complessit‘in caso peggiore” la funzior®} : N — N tale che, per ogni € N,

Th(n) = max{Ta(z) | |z] = n};

2. chiamiamo invece complessitin caso medio” la funziond” : N — R tale che, per ogni

n € N,
i Z|m\:n TA(‘T)
=1
dovel, € il numero di istanze < I di dimensiones.

Ti'(n)

In modo del tutto analogo possiamo definire la complassispazio nel caso peggiofg (n) e nel caso
medio S’} (n).

In questo modo le complesaiin tempo o in spazio diventano una funzidfién) definita sugli
interi positivi, con tutti i vantaggi che la sempligitdi questa nozione comporta. In particolare risulta
significativa la cosiddetta “complessisintotica”, cie il comportamento della funziorf&n) per grandi
valori din; a tal riguardo, di grande aiuto sono le “notazioni asintotiche” e le tecniche matematiche che
consentono queste valutazioni.

E naturale chiedersi se forniscaipnformazione la complessitin caso peggiore” o quella “in caso
medio”. Si pw ragionevolmente osservare che le valutazioni ottenute nei due casi vanno opportunamente
integrate poich entrambe le misure hanno vantaggi e svantaggi. Ad esempio la condpléssiaso
peggiore” fornisce spesso una valutazione troppo pessimistica; viceversa, la comfilessiso medio”
assume una distribuzione uniforme sulle istanze, ipotesi discutibile in molte applicazioni.

1.3 Ordini di grandezza della complessda in tempo

Il criterio principale solitamente usato per valutare il comportamento di un algogitoasato sull’analisi
asintotica della sua complessin tempo (nel caso peggiore o in quello medio). In particolare I'ordine
di grandezza di tale quardit al tendere del parametroa +oo, fornisce una valutazione della rapalit

di incremento del tempo di calcolo al crescere delle dimensioni del problema. Tale valutazolita-
mente sufficiente per stabilire se un algorittaotilizzabile e per confrontare le prestazioni di procedure
diverse. Questo criterie ovviamente significativo per determinare il comportamento di un algoritmo su
ingressi di grandi dimensioni mentégooco rilevante se ci interessa conoscerne le prestazioni su input di
piccola taglia. Tuttavi& bene tenere presente che una differenza anche piccola nell’ordine di grandezza
della complessit di due procedure gucomportare enormi differenze nelle prestazioni dei due algoritmi.
Un ordine di grandezza troppo elevata@mddirittura rendere una procedura assolutamente inutilizzabile
anche su input di dimensione piccola rispetto allo standard usuale.

Le due seguenti tabelle danno un’idea precisa del tempo effettivo corrispondente a funzioni di
complessk tipiche che vengono spesso riscontrate nell’analisi di algoritmi. Nella prima confrontiamo
i tempi di calcolo richiesti su istanze di varia dimensione da sei algoritmi che hanno una coraplessit
in tempo rispettivamente di, nlog, n, n?, n3, 2" e 3", supponendo di poter eseguire una operazione
elementare in un microsecondo, ovve@ © secondi. Inoltre, usiamo la seguente notazione per rap-
presentare le varie uRitdi tempo: s =microsecondiyns =millisecondi,s =secondi;mn =minuti,

h =ore,g =giorni, a =anni ec =secoli; quando il tempo impiegato diviene troppo lungo per essere di
gualche significato, usiamo il simboto per indicare un periodo comunque superiore al millennio.
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Complesst | n=10 n=20 n=50 n=100 n=10° n=10" n=10° n=10°
n 10us 20us 50us 0,1ms 1Ims 10ms 0,1s 1s
nlogy n 33,2us  86,4us 0,28ms  0,6ms 9,9ms 0,1s 1,6s 19,9s
n? 0,1ms 0,4ms 2,5ms 10ms 1s 100s 2,7h 11,59
n3 1ms 8ms 125ms 1s 16, 6mn 11, 5¢g 31,7a =~ 300c
2" 1ms 1s 35,7a  ~ 10%¢ 00 00 00 oo
3" 59ms 58mn  ~ 108¢ 0 00 00 00 o0

Nella seconda tabella riportiamo le dimensioni massime di ingressi che possono essere processati in
un minuto dagli stessi algoritmi.

Complessi in tempo| Max Dimensione
n 6 x 107
nlogyn 28 x 10°
n? 77 x 102
n3 390
2™ 25

Dall’esame delle due tabelle si verifica subito come gli algoritmi dotati di una complésseémpo
lineare o di poco superiorex(ogn) siano utilizzabili in maniera efficiente anche per elevate dimensioni
dell'input. Per questo uno dei primi obiettivi, generalmente perseguiti nella progettazione di un algoritmo
per un problema dat@ proprio quello di trovare una procedura che abbia una comgletdisérdine
lineare o al pii nlogn.

Algoritmi che hanno invece una complessitell'ordine din*, perk > 2, risultano applicabili solo
quando la dimensione dell'ingresso nertroppo elevata. In particolare, 8e< k < 3, si possono
processare in tempi ragionevoli istanze di dimensione media; mentke>p@rtale dimensione si riduce
drasticamente e i tempi necessari per processare input di lunghezza elevata risultano inaccettabili.

Infine notiamo come algoritmi che hanno una complass#ponenziale (per esemgid o 3™) pre-
sentino tempi di calcolo proibitivi anche per dimensioni di input limitate. Per questo motivo sono con-
siderati generalmente inefficienti gli algoritmi che hanno una compieissiempo dell'ordine da™ per
qualchea > 1. Questi vengono solitamente usati solo per input particolarmente piccoli, in assenza di
algoritmi piu efficienti, oppure quando le costanti principali, trascurate nell’analisi asintotica, sano cos
limitate da permettere una applicazione su ingressi di dimensione opportuna.

Si potrebbe pensare che le valutazioni generali sopra riportate dipendano dall’attuale livello tecno-
logico e siano destinate ad essere superate con I'avvento di una tecnologpdigticata che permetta di
produrre strumenti di calcolo sensibilmenté peloci. Questa opinione pwessere confutata facilmente
considerando I'incremento, dovuto a una maggiore ragitill’esecuzione delle operazioni fondamen-
tali, delle dimensioni massime di input trattabili in un tempo fissato. Supponiamo di disporre di due
calcolatori che chiamiamé'l e C2 rispettivamente e assumiamo afié sia M volte piu veloce diC1,
dove M e un parametro maggiore ti Quindi seC'1 esegue un certo calcolo in un temp@'2 esegue
lo stesso procedimento in un tempAl/. Nella seguente tabella si mostra come cresce, passando da
C1 a(C2, la massima dimensione di ingresso trattabile in un tempo fissato da algoritmi dotati di diverse
complessi in tempo.

Complessa in tempo| Max dim. suC'1 Max dim. suC'2
n d1 M - dl
nlgn do ~ M -ds (perds > 0)
TL2 d3 \/M . d3
2n dy dy +1gM
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Come si evince dalla tabella, algoritmi lineani)(0 quasi lineari { Ilgn) traggono pieno vantaggio
dal passaggio alla tecnologiatppotente; negli algoritmi polinomialinf) il vantaggioé evidente ma
smorzato, mentre negli algoritmi esponenzidfi)(il cambiamento tecnologice quasi ininfluente.



Capitolo 2

Nozioni preliminari

In guesto capitolo ricordiamo i concetti matematici di base e le relative notazioni che sono di uso corrente
nella progettazione e nell’analisi di algoritmi. Vengono richiamate le nozioni elementari di calcolo com-
binatorio e i concetti fondamentali per studiare il comportamento asintotico di sequenze numeriche.

2.1 Notazioni di base

Presentiamo innanzitutto la notazione usata in questo capitolo e nei successivi per rappresentare i tradizion-
ali insiemi numerici:
NN denota lI'insieme dei numeri naturali;
7Z denota l'insieme degli interi relativi;
@ denota I'insieme dei numeri razionali;
R denota l'insieme dei numeri reali;
R™ denota Iinsieme dei numeri reali maggiori o uguali;a
C denota 'insieme dei numeri complessi.
Comee noto, dal punto di vista algebricky, forma un semianello commutativo rispetto alle tradizion-
ali operazioni di somma e prodotto; analogamefteforma un anello commutativo mentg R e C
formano dei campi.
Altri simboli che utilizziamo nel seguito sono i seguenti:
per ogniz € R, |x| denota il modulo di;
|z | rappresenta lparte intera inferioredi x, cioé il massimo intero minore o ugualera
[x] rappresenta lparte intera superior@li = cioe il minimo intero maggiore o ugualema
log « denota il logaritmo in basedi x.
Le seguenti proprietsi possono dedurre dalle definizioni appena date:
per ognix reale
r—1l<|z|<z<[zr]<z+1;

per ogni interan
[n/2] + [n/2] = n;

per ognin, a,b € N, diversi dap,
L[n/a)/b] = [n/ab],
[[n/a]/b] = [n/ab];

10
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per ognix reale e ogni intera > 1
[log,(lz])] = [log, =],

[log,([])] = [log, ]

2.2 Elementi di calcolo combinatorio

Le nozioni di permutazione e combinazione di un insieme finito sono strumenti fondamentali per la
soluzione di molti problemi di enumerazione e manipolazione di oggetti combinatori su cui si basa
I'analisi di classici algoritmi. Per questo riprendiamo questi concetti, solitamente studiati in un corso di
matematica discreta, presentando solo le definizioni e le pragdetiamentali.

Dato un intero positivo: e un insieme finitaS di & elementi,S = {ej,es,...,ex}, chiamiamo
n-disposizionadi S una qualsiasi funziong¢ : {1,2,...,n} — S. Se tale funzione iniettiva, f
sar dettan-disposizionesenza ripetizioni Se f € biunivoca una:-disposizione senza ripetizioni sar
chiamatgpermutazionalell'insiemesS (in tal cason = k). Nel seguito una-disposizione saranche
chiamata disposizione di dimensione

Unan-disposizionef € solitamente rappresentata dall’allineamento dei suoi elementi

Per questo motivo una-disposizione di un insiem§ e talvolta chiamata anchgarola (o stringa) di
lunghezzan sull’alfabetoS, oppurevettoredi dimensione: a componenti irb.

Per esempio und-disposizione di{a,b,c,d} & la funzionef : {1,2,3,4} — {a,b,c,d}, con
f(1) =10, f(2) =d, f(3) =¢, f(4) = a. Essa rappresentata dall'allineamento, o parétay; questa
disposiziones anche una permutazione.

Se lafunzionef : {1,2,...,n} — S & iniettiva, allora I'allineamento corrispondente

ff2)---f(n)
non contiene ripetizioni. Chiaramente in questo caso si deve verificaré.

Esempio 2.1
Le 2-disposizioni senza ripetizioni dell'insien{e, b, ¢} sono rappresentate dalle seguenti par@teac, ba, be, ca, cb. 1

Indichiamo ora corD,, ;, il numero din-disposizioni di un insieme di elementi; analogamente, sia
R, i, il numero din-disposizioni senza ripetizione di un insiemekdélementi. Si verificano allora le
seguenti uguaglianze:

1. DLk = Rl,k =k;

2. poicke unan-disposizioneé un elemento diS seguito da una qualsiasi disposizione idi
dimensioner — 1, abbiamaoD,, , = k- Dy, ;

3. poicte unan-disposizione senza ripetizioni di un insierfedi & elementie un elemento db
seguito da una disposizione di dimensiene 1 di un insieme dk — 1 elementi, abbiamd,, ;. =
k- Ry 1x-1-

Tali relazioni provano la seguente propaet



CAPITOLO 2. NOZIONI PRELIMINARI 12

Proposizione 2.1 Per ogni coppia di interi positivi, k si verifica
Dn,k = k", Rn,k = k(k - 1) te (:IC —n+ 1) (sen < k).

Osserviamo in particolare che il numero di permutazioni di un insieme elementie R,,,, =
n(n—1)---2-1. Essoé quindi dato dalla cosiddetta funzione fattoriale, indicata con

nl=1-2-...-(n—1) -n.

Ricordiamo che la nozione di fattoriale viene solitamente estesa poféndo.

Siamo ora interessati a calcolare il numerandilisposizioni di un insieme& = {ej,eq,..., e}
contenentiy; ripetizioni diey, ¢, ripetizioni dies, ..., gx ripetizioni diey (Quindigy + g2+ - - - + g = n).
Vale a tal riguardo la seguente proposizione:

Proposizione 2.21l numeroN (n; qi, . .., qx) di n-disposizioni di un insiem& = {ej,ea,...,ex} che
contengonay ripetizioni diey, g, ripetizioni dies,..., g ripetizioni diey

n!
ale! - q!

Dimostrazione. Etichettiamo in modo diverso lg; ripetizioni di e; aggiungendo a ciascun ele-
mento un indice distinto; facciamo la stessa cosa cap Iepetizioni di e;, con leqs ripetizioni di

es,..., CON legy ripetizioni die,. In questo modo otteniamo oggetti distinti. Facendo tutte le pos-
sibili permutazioni di questi» elementi otteniama! permutazioni. Ognuna di queste individua una
n-disposizione originaria che si ottiene cancellando gli indici appena aggiunti; ogni disposizione cos
ottenutae individuata allora da;!gs! - - - ¢i! distinte permutazioni. Di conseguenza possiamo scrivere
N(n;qi,...,qx) - qilga! - - - q! = n!, da cui l'asserto. I

Per ognin € N e ognik-pla diinteriq, ¢2, ..., qr € N talichen = ¢; + g2 + ... + g, chiamiamo
coefficiente multinomialdi gradon I'espressione

n B n!
Qa2 Gk qlg! gl

Nel caso particolaré = 2 otteniamo il tradizionaleoefficiente binomialesolitamente rappresentato

nella forma
n\ n!
J jtn =)V

doven,j € Ne0O < j < n. Osserva che(}‘) pud anche essere visto come il numero di parole
di lunghezzan, definite su un alfabeto di due simboli, nelle quali compaigraxcorrenza del primo
simbolo en — j del secondo.

La proprieh fondamentale di questi coefficienti, dalla quale deriva il loro nome, riguarda il calcolo
delle potenze di polinomi:

per ognin € IN e ogni coppia di numeti, v,

(u+v)" = Z (Z) uFom =k,

k=0
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Inoltre, per ognk-pla di numeriuy, us, . . ., ug,

n .
(up +ug+ ... +up)" = Z ( >u‘f1u32~-~uz",
q14gottqu=n \9192 """ 4k

dove 'ultima sommatoria si intende estesa a tutte-f@e ¢1, ¢o, . .., qr € N tali cheq; +
@+ ...+ q.=n.

Dati due interik,n tali che0 < k£ < n, chiamiamocombinazione semplicéi classek, o k-
combinazione, di oggetti distinti un sottoinsieme @i elementi scelti fra glh fissati. Qui assumiamo
la convenzione che ogni elemento possa essere scelto ahaivolta.

E bene osservare che una combinazieénm insieme di oggetti e non un allineamento; quindi I'or-
dine con il quale gli elementi vengono estratti dall'insieme prefissato non ha importanza e due com-
binazioni risultano distinte solo quando differiscono almeno per un oggetto contenuto. Per esempio le
combinazioni di classg dell'insieme{a, b, ¢, d} sono date da

{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c, d}.

Proposizione 2.3Per ogni coppia di interin, k € N tali che0 < k < n, il numero di combinazioni
semplici di classé di un insieme din elementié dato dal coefficiente binomiale

n n!
(k:) T kl(n— k)

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che i sottoinsiemi{di 2, ..., n} contenentk elementi sono
(3)- A tal riguardo osserva che ogni sottoinsiesedi {1,2,...,n} & individuato dalla sua funzione

caratteristica:
(z) = 1 sexecA
XATIZY 0 sex g A

Tale funzione caratteristigarappresentata da unadisposizione dell'insiem¢0, 1} contenenté: ripe-
tizioni di 1 en — k di 0. Per la proposizione precedente il numero di tali disposi% = (7)-
1

Dati due interi positivin, k, consideriamo un insiem#& di n oggetti distinti; chiamiamaombi-
nazione con ripetiziondi classek un insieme dik elementi scelti inS' con la convenzione che ogni
elemento possa essere scelio gi una volta. Nota che anche in questo caso non teniamo conto dell’or-
dine con il quale gli oggetti vengono scelti. Inoltre, pa@obgni elemento puessere scelto pivolte,
si pw verificarek > n. Per esempio, se consideriamo l'insieifie= {a, b}, le combinazioni con
ripetizione di class8 sono date da:

{a,a,a},{a,a,b},{a,b,b},{b,b,b}

Proposizione 2.411 numero di combinazioni con ripetizione di claskeestratte da un insieme di
elementie dato dal coefficiente binomiale
n+k—1
) :
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Dimostrazione. Dato un insieme di. elementi, sianay, s», . .., s, | SUOI oggetti allineati secondo un
ordine qualsiasi. Si&' una combinazione con ripetizione di clagsdi tale insieme. Essa puessere
rappresentata da una stringa di simboli ottenuta nel modo seguente a partire dalla seguenza,,:

- per ognii = 1,2,...,n, affianca as; tanti simbolix quanti sono gli element; che compaiono
nella combinazione considerata;

- togli dalla sequenza ottenuta il primo simbaloe tutti gli indici dai simboli rimanenti.
In questo modo abbiamo costruito una disposizione di dimensioné — 1 nella quale compaionb
occorrenze dik en — 1 occorrenze di. Per esempiose =5,k = 7eC = {sy, s1, 2, S5, S5, S4, S5 },
la stringa ottenuta  x s * s * s * *x.
Viceversa,e facile verificare che ogni parola di questo tipo corrisponde a una combinazione con ripe-
tizione din oggetti di classé. Esiste quindi una corrispondenza biunivoca tra questi due insiemi di
strutture combinatorie. Poi'ef(”*’,j‘l) e il numero di disposizioni di dimensione+ £ — 1 contenentk
occorrenze di un dato elementme- 1 di un altro diverso dal precedente, la proposiziérdgimostrata.

1
Esercizi

1) Dimostrare che per ogni € IN vale 'uguaglianza
n __on
> (1) -
k=0
2) Consideriamo un’urna contenentépalline di cui H bianche e le altre nerdd( < N). Supponiamo di
eseguiren estrazioni con sostituzione (ovvero, ad ogni estrazione la palline scelta viene reinserita nell’'urna).
Qualé la probabilid di estrarre esattameritepalline bianche?
3) Consideriamo un mazzo di carte tradizionale formato da 13 carte per ognuno dei quattro semi. Scegliamo

nel mazzo 10 carte a caso (estrazione senza sostituzione)e @ualobabilia che tra le carte scelte ve ne siano
5di cuori?

2.3 Espressioni asintotiche

Come abbiamo visto nel capitolo precedente, I'analisi asintotica di un algorithegsere ridotta alla
valutazione del comportamento asintotico di una sequenza di {fténi) } dove, per ogni € N, T'(n)
rappresenta la quardidi una certa risorsa consumata su un input di dimensiqgnel caso peggiore o
in quello medio).

Lo studio del comportamento asintoticogpassere fortemente agevolato introducendo alcune re-
lazioni tra sequenze numeriche che sono divenute di uso corrente in questo ambito.

Sianof e g due funzioni definite siN a valori inR ™.

Py

1. Diciamo chef(n) € “o grande” dig(n), in simboli

f(n) = O(g(n)),

se esistone > 0, ng € IN tali che, per ognt > ng, f(n) < c- g(n); si dice anche ché(n) ha
ordine di grandezza minore o uguale a quellg(@i).

Per esempio, applicando la definizione e le tradizionali pragdet limiti, si verificano facilmente
le seguenti relazioni:

5n2 +n = 0(n?), 3n* =0(n°), nlogn = O(n?),
loghn = O(n) e n* = O(e") per ognik € N.
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2. Diciamo chef(n) € “omega grande” dj(n), in simboli

se esistone > 0, ny € N tali che, per ogniv > ng, f(n) > c¢- g(n); si dice anche ch¢g(n) ha
ordine di grandezza maggiore o uguale a quellg(di).

Per esempio, si verificano facilmente le seguenti relazioni:

1/k

10n2logn = Q(n?), n** = Qogn) e e®’" = Q(n) per ogniinteradk > 0.

3. Diciamo infine chef(n) e g(n) hanno lo stesso ordine di grandezza, e poniamo

se esistono due costantid > 0 e un interony € N tali che, per ognin > ny,
c-g(n) < f(n) <d-g(n).
Per esempicg facile verificare le seguenti relazioni:
5n? +n = 0(n?), 100nlog?n = O(nlogn), "™ =0O(e"), log(1 + %) = O

llogn| = ©(logn), [n?] =0O(n?), n(2+sinn) =0(n), vVn+5=0(V/n).
Dalle definizioni si deducono subito le seguenti progriet
e f(n) =0O(g(n)) se e solo sg(n) = Q(f(n));
 f(n) =0©(g(n)) se esolosg(n) =0(g(n)) e f(n) = Qg(n)).

Inoltre, f & definitivamente minore o uguale a una costante R™ se e solo sef(n) = O(1).
Analogamentef & definitivamente maggiore o uguale a una costatéR ™ se e solo s¢(n) = Q(1).

Owviamente le relazionO e 2 godono della propriét riflessiva e transitiva, ma non di quella
simmetrica.

Invece©® gode delle propriét riflessiva, simmetrica e transitiva e quindi definisce una relazione di
equivalenza sull'insieme delle funzioni che abbiamo considerato. Questo signifiéarghertisce tale
insieme in classi di equivalenza, ciascuna delle qualbstituita da tutte e sole le funzioni che hanno lo
stesso ordine di grandezza.

E possibile inoltre definire una modesta aritmetica per le notazioni sopra introdotte:

e sef(n) = O(g(n)) allorac- f(n) = O(g(n)) per ognic > 0;
e sefi(n) = O(g1(n)) e fa(n) = O(g2(n)) allora

fi(n) + fa(n) = O(g1(n )+92(n))
fi(n) - fa(n) = O(g1(n) - g2(n)),

mentre non valgf, (n) — f2(n) = O(g1(n) — g2(n)).
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Le stesse propriatvalgono pef2 e ©.

Si possono introdurre ulteriori relazioni basate sulla nozione di limite. Consideriamo due fufizioni
e g definite come sopra e supponiamo ¢tie) sia maggiore di definitivamente.

4) Diciamo chef(n) & asintotica g(n), in simboli f(n) ~ g(n), se

fln) _

n—+oo g(n)

Per esempio:
3 3
3n% +v/n ~ 3n%, 2nlogn —4n ~ 2nlogn, log(1+ =) ~ —.
n n

5) Diciamo chef(n) & “o piccolo” dig(n), in simboli f(n) = o(g(n)), se

. f(n)
Wy

diremo anche ché¢(n) ha un ordine di grandezza inferiore a quellg;@i). Per esempio:

n?

10nlogn = o(n?), [ 1 = o(n?), log"n = o(n) perognik,e> 0.

logn
Le seguenti propri@tsi deducono facilmente dalle definizioni:

o f(n) ~ g(n) se e solo s¢f(n) — g(n)| = o(g(n));

e f(n) ~ g(n)implicaf(n) = O(g(n)), mail viceversa noe vero;

e f(n) =o0(g(n))implica f(n) = O(g(n)), ma il viceversa nog vero.

Inoltre osserviamo che anchedefinisce una relazione di equivalenza sull'insieme delle funzioni con-
siderate; questa suddivide l'insieme in classi ciascuna delle quali contiene esattemente tutte le funzioni

asintotiche a una funzione data.
Come ultimo esempio ricordiamo la nota formula di Stirling che fornisce I'espressione asintotica del

fattoriale di un intero naturale:

1
nl = V21 n"tE e " <1 + O(n))
e quindi
1 1
logn! =nlogn —n + 3 logn + log vV2m + O(—).
n
Esercizi

1) Mostrare mediante controesempi che le relazi@®i€2 non sono simmetriche.
2) Determinare due funziorfi(n) e g(n) tali che f(n) = ©(g(n)) e il limite limp,— 4« % non esiste.
3) Mostrare che, s¢(n) ~ c- g(n) per qualche: > 0, alloraf(n) = ©(g(n)).
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2.4 Stima di somme

Data una funziong¢ : N — R, I'espression&_}_,, f(k) rappresenta la somma

n

> f(k) = f(0)+ f(1) + -+ f(n).

k=0

Essa definisce chiaramente una nuova funzisSne N — R™ che associa a ogni € N il valore

S(n) = Y=o f(k).
L'analisi di semplici algoritmi richiede spesso la valutazione di somme di questo tipo; ad esempio,
una stima del tempo di calcolo richiesto dall'istruzione

for i=0to ndo C

per un comand@’ qualsiasig data da
> clk)
k=0
dovec(k) e il tempo di calcolo del comandd quando la variabilé assume il valoré.

Osserviamo subito che 'ordine di grandezza di una somraapsere dedotto dall’'ordine di grandez-
za dei suoi addend..

Proposizione 2.5Sianof e g due funzioni definite sV a valori in R™ e sianoF e G le loro funzioni
somma, ci@ F(n) = Y 1o f(k) e G(n) = >.7_,9(k) per ognin € N. Allora f(n) = O(g(n))
implica F'(n) = ©(G(n)).

Dimostrazione. La propried & una semplice conseguenza della definizion®.dinfatti, per 'ipotesi,

esistono due costanti positived tali chec - g(k) < f(k) < d - g(k) per ognik abbastanza grande.
Sostituendo questi valori nelle rispettive sommatorie otteniamo

n n

CY g <Y fR) < DY glh)
k=0

k=0 k=0
per due costanti’, D fissate e ogni sufficientemente grande. I

Esempio 2.2
Vogliamo valutare I'ordine di grandezza della somma

- 3
Zklog (1 + §> .
k=1

Poicte k log (1 + %) = (1), applicando la proposizione precedente otteniamo

n

kz::klog (1 + %) —o(> 1) =6(n).

k=1
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2.4.1 Serie geometrica

Alcune sommatorie ricorrono con particolare frequenza nell’analisi di algoritmi; in molti casi il loro
valore pw essere calcolato direttamente. Una delle espressiomiopnunié proprio la somma parziale

della nota serie geometrica che qui consideriamo nel campo dei numeri reali. Osserva che lapropriet
seguente vale per un campo qualsiasi.

Proposizione 2.6 Per ogni numero reale
zn:ka{ nn—ril sep=1
==
Dimostrazione. Sep = 1 la proprieb e ovvia. Altrimenti, basta osservare che per ogm N,
(p=D(p" +p" "+ p 1) =p" -1
1

.. . . . k ~ .
La proposizione |mpI|ca_che Ifa serie geomet@@;’g pte convgrgente seesolosd < p < 1;
essa consente inoltre di derivare il valore esatto di altre somme di uso frequente.

Esempio 2.3
Supponiamo di voler valutare la sommatoria

n

Z k2.

k=0
Consideriamo allora la funzione

n
ta(z) = ka
k=0
e osserviamo che la sua derivatdata da
n
tn(z) = Z Rt
k=0

Questo significa che
26,(2) = Y k2*
k=0

e quindi il nostro problema si riduce a valutare la derivata,di) in 2. Poictét, (z) = =1

r—1

per ognix # 1, otteniamo

n z"(z —1) — g" !

e di conseguenza

D> k2 = (-2 42
k=0
Esercizi
1) Determinare, pern — +oo, I'espressione asintotica di
n
>kt
k=0

per ognix > 1.
2) Determinare il valore esatto della sommatoria:

i k23",
k=0
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2.4.2 Somme di potenze di interi

Un’altra somma che occorre frequentementiata da
n
> K
k=0

dovei € N. Nel casai = 1 si ottiene facilmente I'espressione esplicita della somma.

Proposizione 2.7 Per ognin € N

_n(n+1)
3= 1D

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su. Sen = 0 la propried € banalmente verificata.
Supponiamola vera per € N fissato; allora otteniamo

n+1
1 1 2
Zk—n—l—l—I—Zk—rH-l—l— nntl) _(ntDn+2)
2 2
k=0 k=0
L'uguaglianzaeé quindi vera anche per+ 1 e la proposizione risulta pertanto dimostrata. I

Esempio 2.4 Somme di quadrati
Possiamo ottenere un risultato analogo per la somma dei priquadrati, ci@ ZZ:O k*. A tale scopo presentiamo una
dimostrazione basata sul metodo di “perturbazione” della somma che consente di ricavare I’espression@%g[jt#dper
ogni interoi > 1.

Definiamog(n) = Ek o k. E chiaro chg(n + 1) pud essere espresso nelle due forme seguenti:

2

g(n+1) de n+1

n n

gn+1)=> (k+1)° = (k* +3k° + 3k + 1).
k=0 k=0
Uguagliando la parte destra delle due relazioni si ottiene

Zn:k#‘ (n+1)* Zk +32k2+32k+n+1
k=0

Possiamo ora semplificare e applicare la proposizione precedente ottenendo
n(n+1)
SZk (n+1)° 3=~ —n—1

da cui, svolgendo semplici calcoli, si ricava

Z”:kQ _nn+1@n+1)

6
k=0

Questa uguaglianza consente di ottenere la seguente espressione asintotica

n 3
> kK = % +0(n?).
k=0
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Esercizi

1) Applicando lo stesso metodo usato nella dimostrazione precedente, provare che, per bgni

L ,
=2 Y.
> 71 oM
k=0
2) Per ognii,n € N, siag;(n) = Y __, k'. Esprimere il valore esatto gi(n) come funzione di, n e di

tutti i g;(n) tali che0 < j <14 — 1. Dedurre quindi una procedura generale per calcalgre) su inputi e n.

2.4.3 Stima mediante integrali

Nelle sezioni precedenti abbiamo presentato alcune tecniche per ottenere il valore esatto delle somme
piu comuni. Descriviamo ora un semplice metodaj generale dei precedenti, che in molti casi per-
mette di ottenere una buona stima asintotica di una somma senza cacolarne il valore esatto. Si tratta
sostanzialmente di approssimare la sommatoria mediante un integrale definito.

Proposizione 2.8Siaf : R™ — R una funzione monotona non decrescente. Allora, per agnilN
e ogni interon > a, abbiamo

s+ [ s <3050 < [ e+ g
a k=a a

Dimostrazione. Sen = a la propried & banale. Supponiamo allora> a. Osserviamo che la funzione
& integrabile in ogni intervallo chiuso e limitato Bi* e inoltre, per ognk € N,

k+1
f(k) < /k f@)de < f(k+1).

Sommando pek = a,a+1,...,n — 1, otteniamo dalla prima disuguaglianza

n—1 n—1
k) <
> )_’;/k

k+1 n

f@yz = [ f()do,

a

mentre dalla seconda . )
n n—1 k41 n—

/ f(x)de = Z/k f@)dz < 3 f(k+1).
a k=a k=a

Aggiungendo org (a) e f(n) alle due somme precedenti si ottiene I'enunciato. I

f(x)

a a+1 --- nn+l z
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E di particolare utili la seguente semplice conseguenza:

Corollario 2.9 Assumendo le stesse ipotesi della proposizione precedenfénse= o( [ f(z)dx),
allora

n n
S 1t~ [ f@)da.
k=a a
Esempio 2.5
Applicando il metodo appena illustraéofacile verificare che, per ogni numero regale 0,
n n p+1
Zk’pw/ xpd:n:n+1.
k=1 0 p

In maniera del tutto analoga si dimostra un risultato equivalente per le funzioni monotone non
crescenti.

Proposizione 2.10Siaf : Rt — R una funzione monotona non crescente. Allora, per agailN e
ogni interon > a, abbiamo
[ @+ fm) < 37 10) < f@) + [ flayda
a k=a a

Esempio 2.6
Consideriamo la sommatorid,, = Zzzl % e applichiamo la proposizione precedente; si ricava

1
logen—&—g <H,<log.,n+1

e quindiH,, ~ log, n.
| valori H,,, pern > 0, sono chiamati “numeri armonici” e la loro valutazione compare nell'analisi di classici algoritmi.
Ricordiamo che usando metodijgtomplicati si po ottenere la seguente espressione

1 1
H, =log,n+~v+ — +o(—)
2n n

dovey = 0,57721.. € una costante nota chiamata “costante di Eulero”. 1

Concludiamo osservando che la tecnica appena presentata non permette in generale di ottenere ap-
prossimazioni asintotiche per funzioni a crescita esponenziale. Per esempio, consideriamo la sommatoria
valutata nell’lEsempio 2.3. La crescita della funziar2é € esponenziale e il metodo di approssimazione
mediante integrali non consente di ottenere I'espressione asintotica della somma. Infatti, integrando per
parti si verifica facilmente che

n 2"(nlog2 —1 1
/ x2%dr = (n log 5 )+ = 0O(n2"),
0 log” 2
quindi applicando la proposizione precedente riusciamo solo a determinare I'ordine di grandezza dell’e-
spressione considerata

> k28 = o(n2").
k=0
Esercizio

Determinare I'espressione asintotica delle seguenti sommatorie al cresaeaerdio:

n

Z K2, zn: log, k. zn: klog, k.
k=1 k=1

k=0



Capitolo 3

Modelli di calcolo

Obiettivo di questo corse lo studio di algoritmi eseguibili su macchine: il significato di un algorit-
mo (detto anche semantica operazionale) e la valutazione del suo costo computazionale non possono
prescindere da una descrizione (implicita o esplicita) del modello su cui I'algoritmo viene eseguito.

I modello RAM che presentiamo in questo capitélono strumento classico, ampiamente discusso
in vari testi (vedi [1, 12, 15]) e generalmente accettato (spesso sottointeso) quale modello di base per
I'analisi delle procedure sequenziali. L'analisi degli algoritmi che presenteremo nei capitoli successivi
saml sempre riferita a questo modello a meno di esplicito avvertimento.

Il modello qui presentate caratterizzato da una memoria ad accesso casuale formata da celle che
possono contenere un intero qualsiasi; le istruzioni sono quelle di un elementare linguaggio macchina che
consente di eseguire istruzioni di input e output, svolgere operazioni aritmetiche, accedere e modificare
il contenuto della memoria, eseguire semplici comandi di salto condizionato.

La richiesta che ogni registro possa contenere un intero arbittaoiviamente irrealistica. Per
guanto riguarda I'analisi di complessié peb possibile ovviare a tale inconveniente introducendo un
criterio di costo logaritmico nel quale il tempo e lo spazio richiesti dalle varie istruzioni dipendono dalle
dimensioni degli operandi coinvolti.

La semplicik e trasparenza del modello consentono di comprendere rapidamente come procedure
scritte mediante linguaggi ad alto livello possono essere implementati ed eseguiti su macchina RAM.
Questo permette di valutare direttamente il tempo e lo spazio richiesti dall’esecuzione di procedure scritte
ad alto livello senza farne una esplicita traduzione in linguaggio RAM.

Fra i limiti del modello segnaliamo che nérpresente una gerarchia di memoria (memoria tampone,
memoria di massa) e le istruzioni sono eseguite una alla volta da un unico processore. Questo modello
si presta quindi all'analisi solo di algoritmi sequenziali processati in memoria centrale.

3.1 Macchina ad accesso casuale (RAM)

Il modello di calcolo che descriviamo in questa sezione si chiama “Macchina ad accesso casuale” (detto
anche RAM, acronimo di Random Access Machinegearbstituito da un nastro di ingresso, un nastro

di uscita, un programma rappresentato da una sequenza finita di istruzioni, un cdotaterendica
listruzione corrente da eseguire, e una memoria formata da infiniti regigti1, . . . , Ry, . . .. In questo
modello si assumono inoltre le seguenti ipotesi:

1. Ciascuno dei due nastirappresentato da infinite celle, numerate a partire dalla prima, ognuna
delle quali pw contenere un numero intero. Il nastro di ingregsdotato di una testina di sola

22
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lettura mentre quello di uscita dispone di una testina di sola scrittura. Le due testine si muovono
sempre verso destra e all'inizio del calcolo sono posizionate sulla prima cella. Inizialmente tutte
le celle del nastro di uscita sono vuote mentre il nastro di ingresso contiene I'input della macchina;
guestoe formato da un vettore di interi x1, o, ..., x,, disposti ordinatamente nelle prime

celle del nastro.

2. Il programmee fissato e non puessere modificato durante I'esecuzione. Ciascuna istrugione
etichettata e il registréc (location counter) contiene I'etichetta dell'istruzione da eseguire. Le
istruzioni sono molto semplici e ricordano quelle di un linguaggio assembler: si possono eseguire
operazioni di lettura e scrittura sui due nastri, caricamento dei dati in memoria e salto condizionato,
oltre alle tradizionali operazioni aritmetiche sugli interi.

3. Ogni registroRy, k € N, pud contenere un arbitrario intero relativo (il mode#iaealistico solo
qguando gli interi usati nel calcolo hanno dimensione inferiore a quella della parola). L'indirizzo del
registroRy, € l'intero k. Il registro Ry € chiamato accumulatore eéd’unico sul quale si possono
svolgere operazioni aritmetiche.

Il modello & rappresentato graficamente dalla seguente figura:

|
Ic Ry
Programma| R;
Ry
Ry,
L

I I

3.1.1 Linguaggio di programmazione della macchina RAM

Il programmadi una macchina RAM: una sequenza finita di istruzioni
P = isty;iste;...;isty,

ciascuna delle quak una coppia formata da wodice di operazione da unindirizza. Un indirizzo

a sua volta pa essere umperandooppure unatichetta Nella tabella seguente elenchiamo i 13 cod-
ici di operazione previsti nel nostro modello e specifichiamo per ciascuno di questi il tipo di indirizzo
corrispondente.
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Codice di operazione Indirizzo
LOAD operando
STORE
ADD
SUB
MULT
DIV
READ
WRITE
JUMP etichetta
JGTZ
JZERO
JBLANK
HALT

Come definiremo meglio in seguito, le prime due istruzlddADe STOREservono per spostare i dati fra

i registri della memoria; le istruziolADDQ SUB MULTe DIV eseguono invece operazioni aritmetiche;
vi sono poi due istruzioni di lettura e scritturEADe WRITE) e quattro di salto condizionatd MR
JGTZ JZEROe JBLANK); infine listruzioneHALT, che non possiede indirizzo, serve per arrestare la
computazione.

Le etichette sono associate solo a comandi di salto e servono per indicare le istruzioni del programma
cui passare eventualmente il controllo; quindi ogni istruzioniegnche essere dotata di etichetta iniziale
(solitamente un numero intero).

Un operando invece guassumere tre forme diverse:

=1 indica l'interoi € 72,
) indica il contenuto del registr®; e in questo casbe N,
*1 indica il contenuto del registr&; dove; & il contenuto del registré;

(e qui entrambi, j appartengono &).

Osserva chei rappresenta I'usuale modalitli indirizzamento indiretto.

Il valore di un operando dipende dal contenuto dei registri. Chiamiamo gstiaitdidella macchina
la legge che associa ad ogni registro il proprio contenuto e alle testine di lettura/scrittura le loro posizioni
sul nastro. Formalmente uno st&aoina funzione

S :Ar,w,le,0,1,...,k,...} = 7,

che interpretiamo nel modo seguente:
S(r) indica (eventualmente) la posizione della testina sul nastro di ingresso, nel senso che se
S(r) = j ej > 0 allora la testina legge Igesima cella del nastro;
S(w) indica in modo analogo la posizione della testina sul nastro di uscita,;
S(lc) € il contenuto del registrar;
S(k) & il contenuto del registr&®;, per ognik € IN.
Uno stato particolaré lo stataniziale Sy, nel qualeSy(r) = So(w) = So(lc) = 1 eSy(k) = 0 per
ogni k£ € IN. Nello stato iniziale quindi tutti i registri della memoria sono azzerati, le testine di lettura e
scrittura sono posizionate sulla prima cella e il contatetiadica la prima istruzione del programma.
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Il valore di un operandop in uno stataS, denotato d&/s(op), € cos definito:

if ope=1, dovei € 7ZZ

if op €1, dovei € N

if op &xi, dovei € NeS(i) >0
altrimenti

Possiamo allora descrivere I'esecuzione di un programma P su urdnptt . . . , z,,, dovex; € ZZ

per ognii, nel modo seguente:

1. Configura la macchina nello stato iniziale e inserisci i dati di ingresso nel nastro di lettura, collo-
cando ciascun interg; nellai-esima cella, per ogni= 1,2, ..., n, e inserendo nella + 1-esima

un simbolo speciale che chiamiamo blank.

2. Finché il contatorelc non indica l'istruzioneHALT esegui

(a) Individua l'istruzione da eseguire mediante il contenuttzdi

(b) Esegqui l'istruzione cambiando lo stato secondo le regole elencate nella tabella seguente.

Le regole di cambiamento di stato sono elencate con owvio significato nella seguente tabella nella
gualeS indica lo stato corrente, :e= denota I'assegnamento di nuovi valori alla funzigheSi suppone
inoltre che il contatoréc venga incrementato di nell’esecuzione di tutte le istruzioni salvo quelle di

saltoJUMP, JGTZ, JZERO, JBLANK.

Istruzione Significato

LOAD  a | S(0) := Vs(a)

STORE i | S(i) := S(0)

STORE  «i | S(S(i)) := S(0)

ADD a | S(0):=S5(0) + Vs(a)

SuB a | S(0):= S(0) — Vs(a)

MULT  a | S(0):= S(0) « Vs(a

DIV a | S(0):=5(0) = Vg(a)

READ i | S(i) = xgpye8(r) :=S(r)+1

READ i | S(S(i)) == xg(ry €5(r) := S(r) +1

WRITE  « | Stampa/s(a) nella cellaS(w) del nastro

di scrittura e poniS(w) := S(w) + 1

JUMP b | S(lc):=b

JGTZ b | seS(0) > 0alloraS(ic) :==b
altrimentiS(ic) := S(lc) + 1

JZERO b | seS(0) =0alloraS(ic) :=b
altrimentiS(ic) := S(lc) + 1

JBLANK b | selacellaS(r) contiene alloraS(lc) := b
altrimentiS(ic) := S(lc) + 1

HALT arresta la computazione

Per semplic& supponiamo che una istruzione non venga eseguita se i parametri sono mal definiti (ad
esempio quand®(ic) < 0, oppureVs(a) = L). In questo caso la macchina si arresta nello stato

corrente.




CAPITOLO 3. MODELLI DI CALCOLO 26

Possiamo casonsiderare la computazione di un programPhsu un dato input come una sequenza
(finita 0 infinita) di stati
S0, S1,...,85, ...

nella qualeSy € lo stato iniziale e, per ognj S;.1 si ottiene eseguendo nello statpl'istruzione di
indice S;(lc) del programmaP (ammettendo I'ingresso dato). Se la sequelfmita eS,, € I'ultimo
suo elemento, alloré,, (lc) indica l'istruzioneHALT oppure un’istruzione che non pessere eseguita.
Se invece la sequengdnfinita diciamo che il programma sull'input dato non si ferma, o anche che la
computazione non si arresta.

A questo punto possiamo definire la semantica del linguaggio RAM associando ad ogni programma
P lafunzione parzialé'p calcolatada P. Formalmente tale funzioriedella forma

+o00 +o00
Fp: |Jz"— |Jz u{Ll}
n=0 n=0

dove denotiamo coZ", n > 0, l'insieme dei vettori di interi a» componenti, corZZ® 'insieme
contenente il vettore vuoto e cah il simbolo di indefinito. Per ognih € N e ogniz € 7Z", se |l
programmaP su inputz si arresta, allord’p(z) € il vettore di interi che si trova stampato sul nastro di
uscita al temine della computazione; viceversa, se la computazione non si arrestd;allora- L.

Esempio 3.1
Il seguente programma RAM riceve in inpuatinteri, n € IN qualsiasi, e calcola il massimo tra questi valori; la procedura
confronta ciascun intero con il contenuto del regigtonel quale viene mantenuto il massimo dei valori precedenti.

READ 1
2 JBLANK 10
LOAD 1
READ
SuUB
JGTZ
LOAD
STORE
JUMP
10 WRITE
HALT

P NEFENNNDDN

Esercizi

1) Definire un programma RAM per il calcolo della sommauditeri.
2) Definire un programma RAM per memorizzare una sequenzaidieri nei registriR1, Ra, . .., Ry,
assumenda > 1 variabile.

3.1.2 Complessi& computazionale di programmi RAM

In questa sezione vogliamo definire la quantii tempo e di spazio consumate dall’esecuzione di un
programma RAM su un dato input. Vi sono essenzialmente due criteri usati per determinare takquantit
. Il primo ¢ il criterio di costo uniformesecondo il quale I'esecuzione di ogni istruzione del programma
richiede una uné di tempo indipendentemente dalla grandezza degli operandi. Analogamente, lo spazio
richiesto per I'utilizzo di un registro della memoigadi una unid , indipendentemente dalla dimensione
dell'intero contenuto.



CAPITOLO 3. MODELLI DI CALCOLO 27

Definizione 3.1 Un programma RAMP su inputz richiede tempo di calcole e spazio di memoria,
secondo il criterio uniforme, se la computazioneRlsu x eseguée istruzioni e utilizzas registri della
macchina RAM, con la convenzione che- +co se la computazione non terminase= +oo se Si
utilizza un numero illimitato di registri.

Nel seguito denotiamo cdfip(x) e conSp(z) rispettivamente il tempo di calcolo e lo spazio di memoria
richiesti dal programm@ su inputz secondo il criterio di costo uniforme.

Esempio 3.2

Consideriamo il programm® per il calcolo del massimo tra interi, definito nell'esempio 3.1E facile verificare che, per
ogni inputz di dimensione non nulla§p(z) = 3. Se invecer forma una sequenza strettamente decrescenténderi, allora
Tp(z) =5(n— 1) + 4. I

Osserviamo che se un programma RAMon utilizza I'indirizzamento indiretto (cénon contiene
istruzioni con operandi della formeék) allora, per ogni inpug, Sp(x) € minore o uguale a una costante
prefissata, dipendente solo dal programma.

Poicte i registri nel nostro modello possono contenere interi arbitrariamente grandi, la precedente
misura spesso risulta poco significativa rispetto a modelli di calcolo réalevidente che se le di-
mensioni degli interi contenuti nei registri diventano molto grandi rispetto alle dimensioni dell'ingresso,
risulta arbitrario considerare costante il costo di ciascuna istruzione. Per questo motivo il criterio di costo
uniformeeé considerato un metodo di valutazione realistico solo per quegli algoritmi che non incremen-
tano troppo la dimensione degli interi calcolati. Questo vale ad esempio per gli algoritmi di ordinamento
e per quelli di ricerca.

Una misura pi realistica di valutazione del tempo e dello spazio consumati da un programma RAM
pud essere ottenuta attribuendo ad ogni istruzione un costo di esecuzione che dipende dalla dimensione
dell'operando. Considereremo quidtiterio di costo logaritmicg cos chiamato perch il tempo di
calcolo richiesto da ogni istruzione dipende dal numero di bit necessari per rappresentare gli operandi.

Per ogni interdk > 0, denotiamo cori(k) la lunghezza della sua rappresentazione binaria, ovvero
I(k) = |logy k| + 1. Estendiamo inoltre questa definizione a tutti gli interi, poneltdp= 1 el(k) =
|logy |k|] 4+ 1 per ognik < 0. Chiameremo il valoré(k) “lunghezza” dell'interok; questa funzioné
una buona approssimazione intera del logaritmo in Bapern abbastanza grand€k) ~ log, k.

Definiamo allora mediante la seguente tabella il costo logaritmico di un operamgmndo la
macchina si trova in uno stat9e lo denotiamo cong(a).

Operando Costotg(a)
=k 1(k)
k l(k)+1(S(k))
*k L(k) 4+ 1(S(k)) +1(S(S(k)))

La seguente tabella definisce invece il costo logaritmico delle varie istruzioni RAM, quando la
macchina si trova nello stat®. Nota che il costo di ogni operaziogedato dalla somma delle lunghezze
degli interi necessari per eseguire I'istruzione.
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Istruzione Costo
LOAD a ts(a)
STORE 1(S(0)) + U(k)
STORE  «k | I(S(0)) + (k) +1(S(k))
ADD a 1(S(0)) +ts(a)
SUB a 1(S(0)) + ts(a)
MULT  « 1(5(0)) + ts(a)
DIV a 1(S(0)) +ts(a)
READ & U2g(r) + (E)
READ sk | l(zg() + (k) + 1(S(k))
WRITE a ts(a)
JUMP b 1
IGTZ b 1(5(0))
JZERO b 1(S(0))
JBLANK b 1
HALT 1

Per esempio, il tempo di esecuzione (con costo logaritmicBJ@RE «4 € dato dalla lunghezza dei tre
interi coinvolti nell’istruzione: il contenuto dell’accumulator€(()), I'indirizzo del registro ) e il suo
contenuto §(k)).

Definizione 3.2 Il tempo di calcoIoT}D(g) richiesto dal programma su ingressa: secondo il criterio
di costo logaritmicce la somma dei costi logaritmici delle istruzioni eseguite nella computaziofe di
su inputz.

E evidente che, per ogni programmaTp(z) < Th(z), per ogni inputz. Per certi programmi tut-
taviaivaloriTr(z) e Th(z) possono differire drasticamente portando a valutazioni diverse sull'efficienza
di un algoritmo.

Esempio 3.3
Consideriamo per esempio la seguente procedura Algol-like che calcola la funzien®®", su inputn € N, per quadrati
successivi:

read x
y:=3
while z > 0do
{ yi=y*y
rz:=x—1
write  y

La correttezza provata osservando che dopcdklesima esecuzione del ciclehile la variabiley assume il valore?” . I
programma RAM corrispondente, che denotiamo @9 definito dalla seguente procedura:

READ
LOAD
STORE
LOAD
while JZERO e
LOAD
MULT
STORE

=
w

S5 =N

dwhile

NN N
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LOAD 1
SuUB =1
STORE 1
JUMP while
endwhile WRITE 2
HALT
Si verifica immediatamente che il  ciclo while viene percorso n  Vvolte, e che quindi

Te(n) =8n+7.
Poicte dopo lak-esima iterazione del ciclwhile Rs contiene I’intero32k, il costo logaritmico dLOAD 2, MULT
2, STORE 2 sa@ dell'ordine dil(32") ~ 2* - log, 3. Di conseguenza:

T4(n) =© (nz_: 2’€> =0(2")

Quindi, mentrely (n) = ©(n), il valore diT, (n) & una funzione esponenzialerin In questo caso la misuféy risulta (per
macchine sequenziali) assolutamente irrealistica. 1

In modo analogo possiamo definire, secondo il criterio logaritmico, la qaatitépazio di memo-
ria consumata da un certo programma su un dato input. Infatti, consideriamo la computazione di un
programmaP su un inputz; questa pa essere vista come una sequenza di stati, quelli raggiunti dalla
macchina dopo I'esecuzione di ogni istruzione a partire dallo stato iniziale. Lo spazio occupato in un
certo stato della computazioela somma delle lunghezze degli interi contenuti nei registri utilizzati
dal programma in quellistante. Lo spazio complessivo richiesto, secondo il criterio logarigrgoin-
di il massimo di questi valori al variare degli stati raggiunti dalla macchina durante la computazione.
Denoteremo questa quaatitonSh (z).

Esercizi

1) SiaP il programma definito nell'esempio 3.1. Quahel caso peggiore il valore @i (x) tra tutti i vettori
z di n interi?

2) Supponiamo che il programma definito nell’esempio 3.1 riceva in ingresso un vetioneteii compresi
tral e k. Determinare I'ordine di grandezza del suo tempo di calcolo secondo il criterio logaritmico al crescere
dinek.

3) Scrivere un programma RAM per il calcolo della sommandinteri. Assumendo il criterio di costo
uniforme, determinare I'ordine di grandezza, al crescene, diel tempo di calcolo e dello spazio di memoria
richiesti.

4) Eseguire I'esercizio precedente assumendo il criterio di costo logaritmico e supponendorcheayli
di ingresso abbiano lunghezza

3.2 La macchina RASP

Le istruzioni di un programma RAM non sono memorizzate nei registri della macchina e di conseguenza
non possono essere modificate nel corso dell’esecuzione. In questa sezione presentiamo invece il mod-
ello di calcolo RASP (Random Access Stored Program) che mantiene il programma in una parte della
memoria e consente quindi di cambiare le istruzioni durante I'esecuzione.

L'insieme di istruzioni di una macchina RASPidentico a quello della macchina RAM, con 'unica
eccezione che nalpermesso l'indirizzamento indiretto (che denotavamo medidnte

Il programma di una macchina RASP viene caricato in memoria assegnando ad ogni istruzione due
registri consecutivi: il primo contiene un intero che codifica il codice di operazione dellistruzione; il
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secondo invece conserva I'indirizzo. Inoltre il contenuto del primo registro specifica anche il tipo di
indirizzo mantenuto nel secondo, eioivela se l'indirizzo successive della forma= & oppurek; in
guesto modo il secondo registro conserva solo il valarePer eseguire l'istruzione, il contatore di
locazione dow puntare al primo dei due registri.

Una possibile codifica delle istruzioaidata dalla seguente tabella:

Istruzione Codifica Istruzione Codifica Istruzione Codifica
LOAD O 1 SUB =() 7 WRITE O 13
LOAD =() 2 MULT () 8 WRITE =() 14
STORE () 3 MULT =() 9 JUMP O 15
ADD O 4 DIV O 10 JGTZ O 16
ADD =() 5 DIV =() 11 JZERO 0) 17
SUB O 6 READ () 12 JBLANK () 18
HALT 19

Esempio 3.4

Per “STORE 17" il primo registro contiene, il secondol 7.

Per “ADD = 8” il primo registro contiené, il secondcs.

Per “ADD 8” il primo registro contienet, il secondcs. 1

| concetti di stato, computazione, funzione calcolata da un programma, tempo e spazio (uniforme o log-
aritmico) si definiscono come per le macchine RAM, con qualche piccola variazione: per esempio, salvo
che per le istruzioni di saltadUMP, JGTZ, JZERO, JBLANK), il registrolc viene incrementato di
2, tenendo conto che ogni istruzione occupa due registri consecutivi.

Rimarchiamo qui che nello stato iniziale i registri non sono posti tuiticame avveniva nel mod-
ello RAM, dovendo il programma essere memorizzato; sottolineiamo, inoltre, che il progranmima pu
automodificasi nel corso della propria esecuzione.

Come per le macchine RAM, dato un programma RABR un input/, denoteremo cody (1)
la funzione calcolata d& e conTy (1), T (1), Sy(I), S, (I) rispettivamente il tempo uniforme, il
tempo logaritmico, lo spazio uniforme, lo spazio logaritmico consumato dal prograimsn#ingresso
assegnato.

Affrontiamo ora il problema della simulazione di macchine RAM con macchine RASP e viceversa.
Un primo risultatog il seguente:

Teorema 3.1 Per ogni programma RAMp, esiste un programma RASIPche calcola la stessa funzione
(cioe , Fp = Fy) etalechely(I) <6-To(I).

Dimostrazione. Detto|®| il numero di istruzioni del programma RAN, il programma RASRU che
costruiremo sar contenuto nei registri compresi thy e R, dover = 12 - |®| + 1; il registro R; sa&
usato dalla RASP come accumulatore temporaneo e nella simulazione il contenuto di irfdiniztta
macchina RAM g > 1) saa memorizzato nell’indirizze + & sulla macchina RASP. Il programmia
sam ottenuto dal programm@ sostituendo ogni istruzione RAM i con una sequenza di istruzioni
RASP che eseguono lo stesso calcolo.

Ogni istruzione RAM che non richiede indirizzamento indirettsostituita facilmente dalle cor-
rispondenti istruzioni RASP (con gli indirizzi opportunamente incrementati).

Mostriamo ora che ogni istruzione RAM che richiede indirizzamento indirettogssere sostituita
da 6 istruzioni RASP; cok, il tempo di calcolo div sa@ al pu 6 volte quello richiesto dap, ed il
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programmaVl occuped al pu 12 - |®| registri, giustificando la scelta di Dimostriamo la propriét solo
perMULTxk poiche il ragionamento si applica facilmente alle altre istruzioni. La simulazione di MULT
xk € data dalla seguente sequenza di istruzioni RASP, che supponiamo vadano inserite tra Riggistri
e Ryt

Indirizzo | Contenuto| Significato Commento

M 3 STORE 1 Memorizza il contenuto

M+1 1 dell'accumulatore nel registrg;

M2 1 LOAD r + k Carica nell’accumulatore il contenuto
M43 r+k Y del registro di indirizzo" + k&

M+4 5 ADD = r Calcolar + Y nell’accumulatore

M+5 r

M+6 3 STORE M + 11 | Memorizzar + Y nel registro di

M+7 M+11 indirizzo M+11

M+-8 1 LOAD 1 Carica nell’accumulatore il

M+9 1 vecchio contenuto

M+10 8 MULT r 4+ Y Esegui il prodotto tra il contenuto
M+11 - dell'accumulatore e quello del registro+ Y

Per quanto riguarda il criterio di costo logaritmico, con la stessa tecnica e una attenta analisi dei costi
si ottiene una propriatanaloga alla precedente.

Teorema 3.2 Per ogni programma RAM esistono un programma RASPe una costante inter& > 0
tali che, per ogni input,
Fg = Fy e Ty(I) < C - Ty(I)

L'indirizzamento indiretto rende possibile la simulazione di programmi RASP con macchine RAM. Qui
presentiamo il seguente risultato senza dimostrazione:

Teorema 3.3 Per ogni programma RASP, esiste un programma RAM che calcola la stessa funzione
(cioé Fy = F3) e due costanti positive;, C; tali che

To(I) < Cy-Ty(I) e Th(I) < Cy - TH(I)

per ogni input!.

3.3 Calcolabilita e calcolabilita effettiva

Una conseguenza dei precedenti risultatihe la classe di funzioni calcolabili con programmi RAM
coincide con la classe di funzioni calcolabile con programmi RASP. Sempre con tecniche di simulazione
si potrebbe mostrare che tale classe coincide con la classe di funzioni calcolabili da vari formalismi
(PASCAL, C, Macchine di Turing\-calcolo, PROLOG, ecc.); l'indipendenza dai formalismi rende
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guesta classe di funzioni, defimzioni ricorsive parzialiestremamente robusta, toke alcuni autori
propongono di identificare il concetto (intuitivo) di “problema risolubile per via automatica” con la classe
(tecnicamente ben definita) delle funzioni ricorsive parzigdis{ di Church-Turing).

Una seconda conclusiogeche la classe delle funzioni calcolabili in tempo (caso peggo(¢)n))
con macchine RAM coincide con la classe di funzioni calcolabili in tempo (caso peggioféy)) con
macchine RASP.

Questo risultato non guessere esteso tuttavia agli altri formalismi prima citati. Sé peramiamo
P la classe di problemi risolubili da macchine RAM con criterio logaritmico in un tempo limitato da un
polinomio (cd succede se il tempo su ingressi di dimensiorg) (n*) per un opportuna), tale classe
resta invariata passando ad altri formalismi, sempre con costo logaritmico. Questa rimarchevol@propriet
di invarianza rende la clas$eparticolarmente interessante, tebe alcuni autori hanno proposto di
identificarla con la classe dei “problemi praticamente risolubili per via automatiesi (i Church
estesd.

3.4 Unlinguaggio ad alto livello: AG

Come abbiamo visto, un qualsiasi algoritm@®mssere descritto da un programma per macchine RAM e
guesto permette di definire il tempo e lo spazio richiesti dalla sua esecuzione. Per contro, programmi per
macchine RAM sono di difficile comprensione; risulta pertanto rilevante descrivere gli algoritmi in un
linguaggio che da un lato sia sufficientemente sinteticd, d@senderne semplice la comprensione, dal-
I'altro sia sufficientemente preciso dahe ogni programma possa essere trasparentemente tradotto in un
programma RAM. In readt vogliamo poter scrivere programmi “comprensibili” e contemporaneamente
essere in grado di valutarne la complassiintesa come complessitel corrispondente programma
RAM tradotto, senza farne una esplicita traduzione.

Diamo qui di seguito la descrizione informale di un linguaggio di tipo procedurale che chiamiamo
AG. Dichiarazione di tipi saranno evitate, almeno quando i tipi risultano chiari dal contesto.

Ogni programma AG fa uso diariabili; una variabile2 un identificatoreX associato a un insieme
prefissatd/ di possibili valori (che intuitivamente definiscono il “tipo” della variabile). L'insiebd@uo
essere costituito ad esempio da numeri, parole o strutture dati quali vettori, pile, liste ecc. (che saranno
considerate nei capitoli 4 e 9). Esso definisce I'insieme dei valori)h®id assumere durante I'ese-
cuzione di un programma. Infatti, come vedremo in seguito, il linguaggio prevede opportuni comandi di
assegnamento che consentono di attribuire a una variabile un valore datodQamte I'esecuzione di
un programma, ciascuna variabile assume sempralane corrente

Sulla macchina RAM la variabil& e invece rappresentata da uno 0 pgistri il cui contenuto, in
un certo stato, rappresenta il valore corrent& diModificare il valore diX significa quindi sulla RAM
cambiare il contenuto dei corrispondenti registri.

Unaespressioné un termine che denota I'applicazione di simboli di operazioni a variabili o a valori
costanti. Per esempio, 3€e Y sono variabili a valori interi(X +Y") «2 € una espressione nella quale
e * sono simboli che denotano le usuali operazioni di somma e prodotto. Nel prossimo capitolo introdur-
remo le strutture dati con le relative operazioni éxsans possibile definire le espressioni corrispondenti
(ad esempicPRUSHPI LA, X) € una espressione nella quales P1L A sono variabili, la prima a valori
su un insiemé/{ e la seconda sulle pile definite &). Durante I'esecuzione di una procedura anche le
espressioni assumono un valore corrente. Il valore di una espressione in uno stato dechtisittato
dell'applicazione delle operazioni corrispondenti ai valori delle variabili.
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Unacondizione un simbolo di predicato applicato a una 0 pspressioni; per esempi§ixY > 7,
A = B sono condizioni nelle quali compaiono i simbolie = dall’ovvio significato. Il valore di una
condizione in un certo sta® “vero” se il predicato applicato ai valori delle espressidniero, “falso”
altrimenti. In seguito denoteremo spesso “vero” ¢an“falso” cono.

Descriviamo ora in modo sintetico e informale la sintassi e la semantica dei programmi AG fornendo
anche la valutazione dei relativi tempi di esecuzione.
Un programmadi AG & uncomandalel tipo seguente:

1. Comando di assegnamentiel tipo “V := E” dove V € una variabile ed e una espressione. L-
effetto dell’esecuzione di un comando di assegnameniello di assegnare alla variabile il valore
dell'espressione; la complessin tempce la somma del tempo necessario a valutare I'espressione
e del tempo necessario ad assegnare il nuovo valore alla variabile.

2. Comandd'if then else ", del tipo“if Pthen Cjelse (5", dove P & una condizion&;;
e Cy sono comandi. Leffett@ quello di eseguir€’; se nello stato di calcol® € vera, altrimenti
quello di eseguiré€’s.

Il tempoe dato dalla somma del tempo necessario per valitaelel tempo richiesto da; o da
C, a seconda s@ e vera o falsa.

3. Comandd'for ”, deltipo “for k=1 to ndo C”, dovek € una variabile intera€ & un comando.
L'effetto € quello di eseguire in successione i comafdiin cui la variabilek assume valore
1,2,...,n. Il tempo di calcolae la somma dei tempi richiesti dalleesecuzioni dC.

4. Comandd‘while ”, del tipo “while P do C”, dove P e una condizionei’ € un comando. Se
la condizioneP e vera, il comandd@’ viene eseguito; questo viene ripetuto fiada condizione
diventa falsa. Il tempo di calcole la somma dei tempi necessari a valutare la condizione nei vari
stati e dei tempi di esecuzionedinei vari stati.

5. Comando “compostq” del tipo ‘begin Cy;...;C,, end” dove C1,...,C, sono comandi.
L'effetto & quello di applicare i comandiy, Cs, ..., C,, nellordine, e il tempce la somma dei
tempi di esecuzione d@i’;, Cs, . .., Cy,.

6. Comando “con etichetta”del tipo “e :C” dove e e una etichetta(' un comando. Leffette
quello di eseguir€’, col tempo di calcolo dU.

7. Comando ‘goto ", del tipo “goto e ", dove e & una etichetta. Leffett@ quello di rimandare
all'esecuzione di un comando con etichedta

In AG e possibile dichiarare sottoprogrammi, richiamandoli poi da un programma principale. L'uso che
se ne po faree duplice:

a) |l sottoprogramma serve a calcolare una funzione esplicitamente utilizzata dal programma principale.

b) Il sottoprogramma serve a modificare lo stato,ecibcontenuto delle variabili, nel programma
principale.

Nel primo caso il sottoprogramneadescritto nella form&rocedura Nome ) - C; Nomee un
identificatore del sottoprogramma= [A1, ..., A,,] € una lista di parametri detterametri formalie C
e un comando che contierstruzioni di ritornodel tipo “return  E”, con E espressione.
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Il programma principale contiene comandi del tido=Nom&B), dove A € una variabile 8 =
[Bi1, ..., Bn] € unalista di variabili poste in corrispondenza biunivoca coi parametri formali; esse sono
detteparametri reali L'esecuzione del comandd:=NomegB) nel programma principale richiede di
inizializzare il sottoprogramma attribuendo ai parametri formali il valore dei parametri attuali (chiamata
per valore) o il loro indirizzo (chiamata per indirizzo). 1l controllo viene passato al sottoprogramma:
guando viene eseguito un comando del tipetdrn  E”, il valore di E viene attribuito adA nel
programma principale che riprende il controllo.

Consideriamo ad esempio il sottoprogramma:

Procedura MAX (z, y)
if x>y then return =z
else return Y

L'esecuzione di := MAX(V'[I], V[J]) in un programma principale in uno stato in (/] ha valore
4 e V[J] ha valore7 attribuisce ad4 il valore 7.

Anche nel secondo caso il sottoprograméndescritto nella form&rocedura Nome )\ - C, dove
Nomee un identificatore del sottoprogramma e= [\,..., \,] la lista di parametri formali; qui pér
noneé richiesto che il comando C contenga istruzioni del tipeitirn =~ E”.

La procedura pd essere chiamata dal programma principale con ecwmando di
chiamata-proceduralel tipo “Nom&B)” dove B € una lista di parametri attuali in corrispondenza biuni-
voca coi parametri formali. Anche in questo caso la procedura chiamata viene inizializzata attribuendo
ai parametri formali il valore dei parametri attuali (chiamata per valore) o il loro indirizzo (chiamata per
indirizzo).

Un esempic dato dalla seguente procedura:

Procedura SCAMBIA (z,y)

begin t:=x;x:=y;y:=tend
Se le chiamate sono per indirizzo, la chiamata-procedura
SCAMBIAA[k], A[s])
nel programma principale ha I'effetto di scambiare le comporieati nel vettoreA.

Per quanto riguarda la chiamata per valore, si osservi che eventuali modifiche del valore di un
parametro formale nel corso dell’esecuzione di un sottoprogramma non si riflette in analoghe modi-
fiche del corrispondente parametro attuale; viceversa, se la chignpataindirizzo, ogni modifica del
parametro formale si traduce nella modifica analoga del corrispondente parametro attuale nel programma
chiamante.

Il costo della chiamata di un sottoprogramma (chiamata per indirzdaosto della esecuzione del
comando associato al sottoprogramma.

Una procedura puchiamare altre procedure, ed eventualmente se stessa. Discuteremo in seguito il
costo della implementazione in RAM in questo importante caso.

Concludiamo la descrizione del linguaggio richiamando la nozione di puntatore.

Un puntatoree una variabileX che assume come valore corrente l'indirizzo sulla macchina RAM
di un’altra variabile che nel nostro linguaggio viene denotata #a La variabilexX & anche chia-
mata variabilepuntatada X ; durante I'esecuzione di un programma essa pan essere definita e in
guesto casd assume il valore convenzionaldg! (cos I'insieme dei possibili valori diX & dato dalla
espressionail e dagli indirizzi di memoria della RAM).

Un puntatoreg quindi un oggetto definito nella sintassi del linguaggio AG il cui signifiéateb
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strettamente legato alla macchina RAM; in particolare un puntatabeepsere facilmente simulato in
un programma RAM usando semplicemente l'indirizzamento indiretto. Osserva che la varigbile
potrebbe rappresentare vettori, matrici o strutture datiqguimplesse; in questo caso, sulla macchina
RAM, X sa@ rappresentato da un registro che contiene I'indirizzo della prima cella che rappeekenta

Nel seguito useremo spesso l'usuale rappresentazione grafica di un puntatore descritta nella seguente
figura.

X * X X

o nil

Durante I'esecuzione di un programma AG opportune istruzioni di assegnamento possono modificare
i valori di un puntatore e della relativa variabile puntata. Nella seguente tabella descriviamo il significato
dei comandi di assegnamento che coinvolgono due puntsterlt”; essi faranno parte a tutti gli effetti
dei possibili comandi di assegnamento del linguaggio AG.

Comando Significato
xX = Y | Assegna alla variabile puntata @ail valore della variabile puntata d&a
xX = Z | Assegna il valore della variabilg alla variabile puntata d& .
Z = X | Assegna il valore della variabile puntata daalla variabileZ.
X = Y | Assegnail valore dt” (cioe I'indirizzo dixY ) a X
(dopo I'esecuzion&X eY puntano alla stessa variabi@” ).

Per esempio, seX exY contengono matrici x n, il comandoxX := Y trasferisce inkX la matrice

n X n contenuta inkY’; ogni ragionevole implementazione su macchina RAM richiadeer questo
trasferimentd(n?) passi. Viceversa, il comandl := Y fa puntare la variabileX alla variabilexY
(cioe alla variabile a cui punt®) in O(1) passi (secondo il criterio uniforme); naturalmente in questo
caso sax memorizzata una sola matrice nell'indirizzo comune contenuf® @inY'.

Esercizi

1) Usando il linguaggio AG, descrivere un algoritmo per calcolare il prodotto witeri (conn € N
qualsiasi), e uno per determinare il loro valore massimo e quello minimo.

2) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare I'ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello
spazio di memoria richiesto dagli algoritmi considerati nell’esercizio precedente.

3) Eseguire I'esercizio precedente assumendo il criterio di costo logaritmico e supponendorchreegli
di ingresso abbiano al pin bit.



Capitolo 4

Strutture dati elementari

Per mantenere in memoria un insieme di informazioni e permettere una loro efficiente manipaazione
indispensabile organizzare i dati in maniera precisa evidenziando le relazioni e le dipendenze esistenti
tra questi e definendo le funzioni che permettono la modifica delle informazioni. In questa sede non
vogliamo dare una definizione generale di struttura dati (che viene rimandata a un capitolo successivo),
ma pil semplicemente descriverne il significato intuitivo e presentare alcuni esempi che saranno utilizzati
in seguito.

Informalmente, una struttura daticostituita da uno o piinsiemi e da operazioni definite sui loro
elementi. Questa noziorequindi astratta, svincolata dalla concreta rappresentazione della struttura sul
modello di calcolo RAM. Le tradizionali strutture di vettore, record, lista igicontrate nei corsi di
programmazione, possono esserei daginite a un livello astratto come insiemi di elementi dotati di
opportune operazioni.

L'implementazione di una data struttura descrive invece il criterio con il quale i vari elementi sono
memorizzati nei registri della macchina e definisce i programmi che eseguono le operfazuitiente
che ogni struttura dati ammette in generale piplementazioni a ciascuna delle quali corrisponde un
costo in termini di spazio, per il mantenimento dei dati in memoria, e uno in termini di tempo, per
I'esecuzione dei programmi associati alle operazioni.

Nella progettazione e nell'analisi di un algoritrecuttavia importante considerare le strutture dati
svincolate dalla loro implementazione. Questo consente spesso di rappresentare una parte delle istruzioni
di un algoritmo come operazioni su strutture, mettendo in evidenza il metodo adottato dalla procedura
per risolvere il problema e tralasciando gli aspetti implementativi. Tufidfagilita notevolmente la
comprensione del funzionamento dell’algoritmo e I'analisi dei suoi costi. Il passo successiesgmre
guello di studiare un algoritmo a livelli diversi di astrazione a seconda del dettaglio con cui sono specifi-
cate le implementazioni delle strutture dati su cui si opera. Nel nostro ambito possianmasaduare
almeno tre livelli di astrazione: il primé quello relativo alla macchina RAM introdotta nel capitolo
precedente; il secondoquello definito dal linguaggio AG e il terzo (descritto di fatto in questo capitolo)

e quello nel quale si usano esplicitamente le strutture dati e le loro operazioni nella descrizione degli
algoritmi.

4.1 \ettori e record

Sian un intero positivo e sid un insieme di valori (per esempio numeri interi, numeri reali o parole
definite su un dato alfabeto). Urettoredi dimensionen su U € unan-pla (a1, as, ..., a,) tale che

36
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a; € U perognii € {1,2,...,n}; diciamo anche; & la componenté-esima del vettore. Linsieme di
tutti i vettori di dimensione: sul{ & quindi il prodotto cartesiano

U =U XU X xU

n volte

Le operazioni definite sui vettori sono quelle di proiezione e sostituzione delle componenti, definite nel
modo seguente.

Per ogni intera, 1 < i < n, la proiezionei-esimae la funzioner; : U™ — U tale che, per ogni
A= (al,ag, ce ,an) eur,

ﬂ'z(A) = ay.
La sostituzione della componentesimae invece definita dalla funziong : (U™ x U) — U™ che
associa a ognil = (ay,ag,...,a,) € U™ e a ogni valore, € U il vettore B = (by,ba,...,b,) € U
tale che
b‘:{ U Sej.:’é .
J a; altrimenti

Consideriamo ora implementazione dei vettori su macchina REMvidente che se ogni elemento
in U e rappresentabile dal contenuto di una cella di memoria, un vettore (a1, az,...,a,) € U"
e rappresentabile dal contenutordcelle consecutive: la componentgé rappresentata dal contenuto
dellai-esima cella. La seguente figura descrive chiaramente tale implementazione.

A al a | e A,

Ovviamente sono possibili implementazioniigomplesse di un vettore a seconda della rappresen-
tazione degli elementi dif sulla macchina RAM. Se per esempio occorréncelle per rappresentare
un valore in/ possiamo implementare un vettofec &/ medianten blocchi consecutivi ciascuno dei
quali composto dk registri.

Per quanto riguarda I'implementazione delle operazioni di proiezione e sostituzione osserviamo che
un vettore po rappresentare il valore di una variabile e lo stesso vale per le sue componenti. In partico-
lare, seX rappresenta una variabile &(f e: € {1,2,...,n}, possiamo denotare coxi[i] la variabile
che rappresenta laesima componente di. Questo consente di definire I'implementazione delle op-
erazionir; e o; direttamente come assegnamento di valori alle variabilii @elsnostro linguaggio AG
potremo usare le istruziod [i] := e0Y := X[j] doveX eY sono variabili, la prima a valori i¥" e la
seconda ifi/, mentree € una espressione a valorizifi Il loro significato (inteso come implementazione
dell’'operazione su macchina RAM) risulta ovvio.

In modo del tutto analogo possiamo definire le matrici, viste come vettori bidimensionali. Dati due
interi positivip e ¢, unamatricedi dimensionegp x ¢ sullinsieme U/ & una collezione di elementi;;,
dovei € {1,2,...,p} ej € {1,2,...,q}, ciascuno dei quak contenuto inl{. Tale matrice viene
solitamente rappresentata nella foring;] e gli elementim;; sono anche chiamati componenti della
matrice. L'insieme delle matrici di questa forraapesso denotato d#”*9.

Anche in questo caso le operazioni associate sono quelle di proiezione e sostituzione, caratterizzate
questa volta da coppie di indici: per ogh = [m;;] € UP*?eognit € {1,2,...,p},s € {1,2,...,q},
definiamors (M) = mys € oys(M, u) = [r;;], dove

- U sei=tej=s
Y1 m,; altrimenti
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per ogniu € U.

Supponi che ogni elemento disia rappresentabile sulla macchina RAM mediante un solo registro.
Allora, I''mplementazione naturale di una matridé = [m;;] € UP*? consiste nell'associare le sue
componenti al contenuto @i - ¢ registri consecutivi a partire da un registro fiss&g in questo mo-
do la componenten;; € rappresentata dal registft,. , ;_1),+;—1- Nota che per prelevare il valore di
guesta cella occorre eseguire un certo numero di operazioni aritmetiche solo per determinarne l'indiriz-
zo. Chiaramente, sk € un intero fissato, indipendente ga dag, il costo di accessé O(log(pq))
nel caso del criterio logaritmico. Implementazioniimiomplesse sono necessarie quando gli elementi
di U richiedono pii registri. Infine, le operazioni definite sulle matrici possono essere implementate in
maniera del tutto simile a quelle definite sui vettori.

Una struttura del tutto analoga a quella di vettérdata dalla nozione di record. Datiinsiemi di

valori Uy,Us, ... ,U,, chiamiamorecord una qualunquer-pla di elementiR = (x1,x2,...,x,) tali
chex; € U; per ognii € {1,2,...,n}. Poicke non vogliamo associare le componenti di un record agli
indici, introduciamon nomiely, els, .. ., el,, per denotare rispettivamente gli insiedh, s, ..., U,,

che chiameremoampidel recordR. Diremo che il record? contiener; nel campal; e rappresenteremo

tale elemento mediante I'espressioRie el;. Le operazioni associate a un recdidsono di nuovo le
operazioni di proiezione e sostituzione che questa volta vengono rappresentate dai campi del record:
I, (R) = R-el;, oo, (R, u) = S, doveS & ottenuta da sostituendad? - el; conu. Limplementazione

di un recorde del tutto simile a quella di un vettore.

Si noti che il numero di componenti di un vettore o di un readfigsato dalla sua dimensione, mentre
risulta spesso utile considerare vettori o record di dimensione variabile. A questo scopo introduciamo
la nozione di tabella. UntabellaT di dimensionek € IN e un record formato da due campi: il primo
contiene un interan tale chel < m < k, mentre il secondo contiene un vettorendicomponenti.

Essa po essere implementata mediartecelle consecutive, mantenendo nelle primei valori del
vettore e segnalando in maniera opportuna la sua dimensiofper esempio mediante un puntatore o
memorizzandon in un dato registro). Tale implementazione, nel caso di una talbetlantenente un
vettore(ey, es, . . ., ey,), SAR rappresentata in seguito dalla seguente figura.

T el €2 Coe e em

4.2 Liste

Come abbiamo visto nella sezione precedente, vettori e record sono caratterizzati da operazioni che
permettono un accesso diretto alle singole componenti ma non consentono di modificare la dimensione
della struttura. In questa sezione e nelle successive definiamo invece strutture nelte ppedibile
modificare le dimensioni aggiungendo o togliendo elementi, ma nelle quali 'accesso alle componenti
non sempre il risultato di una sola operazione eqichiedere, durante I'implementazione, I'esecuzione
di numero di passi proporzionale alla dimensione della struttura stessa.

Una struttura dati tipica nella quale si possono agevolmente introdurre o togliere elemeelia di
lista. Dato un insieme di valo#i{, chiamiamdista una sequenza finita di elementi dil{. In particolare
L pud essere la lista vuota, che non contiene alcun elemento, e in questo caso defat@milsimbolo
A; altrimenti rappresentiamb nella forma

L= (ay,aq9,...,a,),
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doven > 1ea; € U perognii = 1,2,...,n. In questo caso diremo anche ahee I'i-esimo elemento
di L.

Le liste sono inoltre dotate delle operazit®i EMPTYELEMENTONSERISCI e TOGLI che de-
finiamo nel seguito. Queste consentono di verificare se unalistmta, di determinare i suoi elementi
oppure di modificarla introducento un nuovo oggetto o togliendone uno in una posizione qualsiasi.
importante sottolineare che le operazioni di inserimento e cancellazione dipendono dalla posizione degli
elementi nella lista e non dal loro valore.

Per ogni listal, per ognik € IN e ogniu € U, le operazioni citate sono dagefinite:

1 seL =A,

IS_EMPTY(L) = { 0 altrimenti;

= .. <k<
ELEMENTO(L, k) — { Ok SeL =({an.az,....anjel<k<m,
1 altrimenti;
(u) seL=Aek=1,
INSERISCI(L,k,u) =< (ai,...,a5—1,U,Q,...,an) S€L = (ai,a9,...,ap)€l<k<n+1,
L altrimenti;

TOGLI(L, k) = (a1, .. Qk_1,0k11,---,a,) S€L = {a1,az,...,a,)€1 <k <n,
LA altrimenti;

Mediante la composizione di queste operazioni possiamo calcolare altre funzioni che permettono di
manipolare gli elementi di una lista; tra queste ricordiamo quelle che determinano o modificano il primo
elemento di una lista:

TESTA(L) = { jl_l :i z j\a.l’a2’”"a">’
INSERISCI_IN_TESTA(L,u) = { EZ;CH, ag,...,an) zgé i jxa_l’ as, ... an),
TOGLI*IN*TESTA(L) = { T2’ e 7an> zgé i /({1‘-17 ag, . .. 7an>1

infatti € evidente ch@ ESTA(L)=ELEMENTQ_, 1), INSERISCI _IN _TESTA L, u)=INSERISCI (L, 1, u),
TOGLIIN _-TESTAL)=TOGLI(L,1). Usando lo stesso criterio possiamo definire I'operazione che
calcola la lunghezza di una stringa e quella per sostituire il suo elerhezgimo.

0 seL =A

LUNGHEZZA(L) = { 1 + LUNGHEZZA(TOGLI_IN_TESTA(L)) altrimenti

CAMBIA(L, k,u) = TOGLI(INSERISCI(L, k,u),k + 1)

Analogamente si possono definire altre operazioni di uso frequente. Elenchiamo nel seguito alcune di
queste tralasciando la definizione formale e riportando solo il significato intuitivo:
_J 1 seucompareinL,

APPARTIENEL, u) = 0 altrimenti

CODKay,...,am)) = am
INSERISCI _IN _CODKayq,...,am),x) = {a,...,am,x)

TOGLILIN _.CODAa1, ..., am)) = (a1, ..., Qm-1)

CONCATEl\(Aal, ey am>, <b1, ey bs>) = <a1, vy Ay, bl, ceey bs>
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Un calcolo eseguito spesso da algoritmi che manipolano una lista consiste nello scorrere i suoi ele-
menti dal primo all’'ultimo, compiendo certe operazioni su ciascuno di questi. Un procedimento di questo
tipo puwd essere eseguito applicando opportunamente le operazioni definite sulle liste. Par, lereoib
un certo abuso di notazione, nel seguito indicheremo con l'istruzione

for b€ L do Op(b)

la procedura che esegue I'operazione predefdfau ciascun elementodella listal nell'ordine in cui
tali oggetti compaiono irl.

Per esempio, per determinare quante volte un elemeoctonpare in una listé, possiamo eseguire
la seguente procedura:

begin
n:=0
for be Ldo if b=athen n:=n+1
return n

end

Tale procedura pguessere considerata come I'implementazione della seguente operazione definita utiliz-
zando le operazioni fondamentali:

0 selL =A
NUMERO(a, L) = 1 + NUMERO(a, TOGLI_IN TESTA(L)) seL # A ea = TESTA(L))
NUMERO(a, TOGLI_IN_TESTA(L)) seL # A ea # TESTA(L))

4.2.1 Implementazioni

In questa sezione consideriamo tre possibili implementazioni della struttura dati appena definita. La pi
semplice consiste nel rappresentare una lista (aq, as, . . . , a,,) mediante una tabell& di dimensione

m > n che mantiene nelle prime componenti i valorizy, as, . . ., a, nelloro ordine. In questo modo |l
calcolo delk-esimo elemento di (ovvero I'esecuzione dell’'operazioB EMENT(QL, k)) & abbastanza
semplice poiche sufficiente eseguire una proiezione skHasima componente @i; possiamo assumere

che nella maggior parte dei casi questo richieda un tefhdg secondo il criterio uniforme. Viceversa
l'inserimento o la cancellazione di un elemento in posizibresima richiede lo spostamento di tutti gl
elementi successivi. Inoltre, prima di inserire un elemento, bisogna assicurarsi che la dimensione della
lista non diventi superiore a quella della tabella, nel qual caso occorre incrementare opportunamente la
dimensione di quest’'ultima ed eventualmente riposizionarla in un’altra area di memoria. L'esecuzione di
gueste operazioni uquindi essere costosa in termini di tempo e spazio e questo rende poco adatta tale
implementazione quando occorre eseguire di frequente I'inserimento o la cancellazione di elementi.

Una seconda implementazione, che per molte applicazioni apparairale della precedente,
basata sull’'uso dei puntatori @dthiamatdista concatenataln questo caso unalista= (a1, as, ..., ay)
viene rappresentata medianteecordR;, R, ..., R,, uno per ogni posizione, formati da due campi
ciascuno che chiamerened e punt. Ogni R; contiene nel campel il valore a; € nel camp@unt un
puntatore al record successivo. Inoltre un puntatore particalRjrin¢lica il primo record della lista.

Ry

P Ry
EES I =R
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Questa rappresentazione permette inoltre di implementare facilmente (in pseudocodice e quindi su
macchina RAM) le operazioni definite sopra. A titolo d’esempio, riportiamo alcuni casi particolari.

IS _EMPTY(P)
if P =nilthen return 1
else return 0

INSERISCI _IN _TESTAP, a)
Crea un puntator&’ a una variabile di tipo record

*X -el :=a
*X -punt := P
P=X
X [oF—{a]o |
p [oF—~{@lot~ (G [l
X lHﬂGIO\I\‘
p [cF—~afod— .- {Gm [ nil
@E\
p [¢] [@]ord— - (am [ il

Figura 4.1: Passi esecutivi della procedINSERISCI _IN _TESTA

APPARTIENEP, a)
if P =mnil then return 0
else begin
R =xP
while R-el#a A R-punt #nil do R := (R - punt)
if R-el=athen return 1
else return 0
end

Nota la differenza tra le implementazionil@& _EMPTYe APPARTIENEe quella dINSERISCI _-
IN _TESTA nei primi due casi la procedura restituisce un valore, nel terzo invece modifica direttamente
la lista ricevuta in input. In molti casi quest'ultimo tipo di implementaziénquella effettivamente
richiesta nella manipolazione di una struttura dati.

Per quanto riguarda la complessili queste procedure, se supponiamo che l'uguaglianza tra ele-
menti richieda tempa@ (1), possiamo facilmente osservare che il tempo di calcololpeEMPTYe
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INSERISCI _IN _TESTAé O(1), mentreAPPARTIENErichiede nel caso peggior@(n) passi, dove:
e il numero di elementi nella lista. Un aspetto molto interessartee la complessitin spazio risulta
esseré@(n), cosa che permette una efficiente gestione dinamica delle liste.

La lista concatenata puessere “percorsa’ in una sola direzione; questa implementazione si rivela
inadeguata quando sia utile percorrere la lista dalla coda alla testa. Una rappresentazione della lista sim-
metrica rispetto al verso di percorrerizka cosiddettlista bidirezionale Essa ottenuta da una sequenza
di records di3 campi. In ogni record il primo campgiec) contiene un puntatore al record precedente,

il terzo campo §ucc) contiene un puntatore al record successivo mentre I'elemento da memogzzare
contenuto nel secondelj, come evidenziato nella figura 4.2.

TestalL Codal

G . G Co—F— —>

nil| a1 as Am [ ngl

Figura 4.2: Lista bidirezionale.

Un’altra possibile implementazione di una listebpessere ottenuta mediante due tabelle détime
e Succ Sel e un indice della tabelldyoméI] € un elemento della listh mentreSuc¢] e I'indice
dell’elemento che segudomég/] in L. Un indicel # 0 identifica la lista seSuc¢/] e definito ma
NomégI] non lo & , mentre conveniamo che il “fine lista” sia identificatoaPer esempio, la tabella
seguente memorizza in posiziodida lista (F, O, C, A).

Nome| Succ
1 C 4
2 O 1
3 5
4 A 0
5 F 2

Va osservato che I'ordine di inserimento degli elementi nella lista non necessariamente coincide con
I'ordine di inserimento nella tabella.

Questa rappresentazioadlessibile e interessante, permettendo di memorizzarkspe in celle di
memoria consecutive. Per esempio, la tabella successiva memorizzain paslaibse@(B, A, S, S, A),
in posiziones la lista(A, L, T, A) e in posizionel0 la lista(D, U, E).

Nome | Succ 8 7
1 S 11 9 |L| 2
2 T 12 10 14
3 4 11| S| 6
4 B 5 12|A | O
5 A 1 13| E| O
6 A 0 14| D | 15
7 A 9 15| U | 13

Anche in questa rappresentazione I'implementazione delle varie operaZiomiare. Vediamo un
esempio.
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APPARTIENEI, a)
S:=Sucg/]
if S=0thenreturn 0
else begin
while  NomgS] # a A SucgS] # 0 do S:=SucgS|
if ~ NomgS] =athen return 1
else return 0
end

Le liste bidirezionali ammettono una rappresentazione analoga, a patto di aggiungere una terza tabella
Prec dovePred!] e I'indice dell’elemento che preceddomeé!] nella lista considerata.

4.3 Pile

Le pile possono essere interpretate come liste nelle quali le operazioni di proiezione, inserimento e
cancellazione si possono applicare solo all’'ultimo elemento. Si tratta quindi di una sorta di restrizione
della nozione di lista e la differenza tra le due strutgitenitata alle loro operazioni.

Formalmente, dato un insiendé di valori, una pilaé una sequenza finitd di elementi di I/; di
nuovo denotiamo con la pila vuota, mentre una pils non vuota sax rappresentata nella forma

S:(alaaf%"'van)

doven > lea; € U perognic =1,2,...,n.

Sulle pile si possono eseguire le operazitliEMPTY, TOP, POP, PUSHdefinite nel modo
seguente:
1 seS=A,

IS EMPTY(S) = { 0 altrimenti

a, seS = (ay,as,...,an
TOP(S):{J_ seS:Exl 2 )

PUP(S) :{ SfblaCLQa'--aanfl) zgnglaaaa'”,an)

Inoltre, per ognin € U:

) (ar1,a2,...,an,a) seS = (a1,a2,...,ay)
PUSH(S,a) = { (a) seS — A,

Le operazioni appena definite realizzano un criterio di mantenimento e prelievo delle informazioni
chiamato LIFO (Last In First Out): il primo termine chedpassere tolto dalla pila coincide con l'ultimo
elemento introdotto. Nota che in questa struttura, per accedere all’eleinesitoo, devo togliere dalla
pila tutti i successivi.

Limplementazione naturale di una pia= (a1, as, ..., a,) consiste in una tabella di dimensione
k > n che contiene gli elementiy, as, . . ., a,, nelle primen componenti, e in un puntatotep(S) alla
componente,,.
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al a2 e e an

top(S)

In questo caso, per implementare correttamente le operazioni definite sulla pila devo garantire che
la dimensione: di S sia sempre minore o uguale alla dimensiéndella tabella. In molte applicazioni
guesta condizione viene soddisfatta; altrimenti conviene implementare la pila come una lista concatenata
In questo caso ogni element di S € rappresentato da un record di due campi: il primo contiene
un puntatore al record relativo alla componemte;, mentre il secondo contiene il valorg. Questa
rappresentazione descritta graficamente nel modo seguente:

Ry,

R Ry
it o[ ~—po 2 fo o oo [

top(S) @

E facile definire i programmi che eseguono le operaZi@dP, POPe PUSHsulle implementazioni
appena considerate. Nel seguito presentiamo le procedure relative alla implementazione di una pila
mediante tabella che supponiamo memorizzata a partire da una cella di indirizzo

Procedura IS _EMPTYS)
if  top(S) < kthen return 1
else return 0

Procedura TOP (S)
if  top(S) > kthen return  xtop(S)

Procedura PUSH (S, x)
top(S) :=top(S) + 1
xtop(S) =z

Procedura POP (95)
if  top(S) > kthen top(S) :=top(S)—1

4.4 Code

Una codee una struttura che realizza un criterio di inserimento e cancellazione dei dati chiamato FIFO
(First in First Out). In questo caso il primo elemento ché pssere cancellato coincide con il primo
elemento introdotto, ciil pit vecchio tra quelli presenti nella struttura. Anche una codagasere
interpretata come restrizione della nozione di lista.

Possiamo allora definire ur@da @ su un insieme di valoril/ come una sequenza finita di ele-
menti di ¢. Di nuovo,(Q puod essere la coda vuotd), oppure essa sarappresentata da una sequen-
za(ay,az,...,a,), doven > 1 ea; € U per ognii. Su una coda possiamo eseguire le operazioni
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IS _EMPTY, FRONT, DEQUEUEENQUEUHBefinite come segue:

] 1 seQ =A,
IS EMPTY(Q) = { 0 altrimenti
) a1 se@Q=(ai,az,...,ay)
FRONT(Q) = { 1 seQ=A,
A se@ = (aq)
DEQUEUE(Q) =< (a2,...,a,) seQ = (ai,az,...,a,)
1 se@ = A.
Inoltre, per ognb € U,
|} (a1,a2,...,an,b) seQ = (ai,az,...,a,)
ENQUEUE(Q, b) = { (b) se0 = A,
Anche una cod8) = (a1, aq,. .., a,) PUd essere implementata usando una tabeltadin elementi
e da due puntatorfront e rear) che indicano il primo e I'ultimo elemento della coda.
‘ e e al a2 ‘ e e a”fL o e e ‘
f ' f '
b b
front(Q) rear(Q)

In modo analogo possiamo definire I'implementazione mediante una lista concatenata; questa rapp-
resentazione puessere descritta rapidamente dalla figura seguente:

R1 R2 Rn
(] {@lotr - —fam]ui]
front(Q) © rear(Q) | ©

Esercizi

1) Dato un alfabeto finit&, ricordiamo che una parola &le una sequenzaas - - - a,, tale chea; € X per
ognii, mentre la sua inversala parolau,,a,—1 - - - a1. Usando la struttura dati appropriata e le corrispondenti
operazioni, definire una procedura per ciascuno dei seguenti problemi:

- calcolare I'inversa di una parola data;
- verificare se una parokpalindroma, cie see uguale alla sua inversa.

2) Simulare il funzionamento di una pila mediante due code definendo anche le procedure che eseguono le
corrispondenti operazioni. Quanti passi sono necessari nel caso peggiore per eseguire una operazione su una
pila din elementi?

Definire in modo analogo il funzionamento di una coda mediante due pile.

3) Usando le operazioni definite sulle liste descrivere una procedura per eliminare da una lista data tutti gli
elementi che compaiono pidi una volta e un’altra per cancellare tutti quelli che compaiono una volta sola.
Determinare inoltre, in entrambi i casi, il numero di operazioni compiute su una listeetlimenti nel caso

peggiore.
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45 Grafi

Una delle strutture pi flessibili in cui organizzare i dati per favorire la gestione delle informazioni
guella di grafo. Come le strutture precedenti, anche quesiaepsere definita mediante insiemi di
elementi e varie operazioni di manipolazione. Preferiamo tuttavia fornire la definizione classica di grafo,
qui inteso come oggetto combinatorio. Questo permette di introdurre le nozioni e i concetti principali
in maniera semplice e diretta. Dalle varie implementaziora siindi possibile definire facilmente le
operazioni di manipolazione principali.

Dato un insieméd/, denoteremo cof’® 'insieme di s-ple ordinate di elementi di’ e conV®) la
famiglia dei sottoinsiemi dV contenentis elementi (ci@ delles-combinazioni diV")
Per esempio, se consideriamo l'insiefie= {1, 2, 3}, allora

{17 2, 3}2 = {(17 1), (1, 2)7 (1, 3)? (27 1)7 (27 2)7 (27 3), (37 1)7 (37 2)7 (37 3)}7

{17 2, 3}(2) = {{17 2}7 {17 3}7 {27 3}}

Come sappiamo dalla sezione 2.2,15&ontienen elementi,VV* ne contienen?, mentreV ®) ne
contiene(}) = oty
Definizione 4.1 Un grafo orientato (o diretto}+ € una coppiaz = (V, E), doveV & un insieme (finito)
i cui elementi sono detti vertici (o nodi) €d & un sottoinsieme di'? i cui elementi sono detti archi;
archi del tipo(z, z) sono detti cappi.

Un grafo non orientatd@= € una coppigV, E), doveV & un insieme (finito) i cui elementi sono detti
nodi (o vertici) edE un sottoinsieme di(?), i cui elementi sono detti lati (o archi).

La figura seguenteaduna rappresentazione grafica del grafo orientato

Gir=({1,2,3,4,5},{(1,2),(2,2),(2,3),(3,2),(3,1), (4,5), (5,4),(5,5)})

e del grafo non orientato

G2 = ({1,2,3,4,5},{{1,2},{2,3},{1,3},{4,5}}).

WY s

Nota che un grafo non orientato non possiede cappi.

Un sottografodi un grafoG = (V, E) € un grafoG’ = (V', E’) talechelV’ C V eE' C E.

Dato un lato(z, y) di un grafo orientato, diremo cheé la coda dell’arco ¢ la testa; si dia anche
chey & adiacente ad. L'adiacenza diz in un grafoG = (V, E) & l'insieme dei verticiy tali che
(z,y) € E, cioé :

Adiacenzagr) = {y|(z,y) € E}
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Un grafoG = (V, E) pud alternativamente essere rappresentato dalla famiglia delle adiacenze di
tutti i suoi vertici, cie :
G = {(z,Adiacenzgx)) |x € V'}

Per esempio, il graf6/; pud essere rappresentato mediante le adiacenze nel modo seguente:

G =A{(1,{2}),(2,{2,3}), (3,{2,1}), (4,{5}), (5, {5,4})}

Un grafo G pud essere descritto anche dalla sua matrice di adiacenza. QuéstaatriceA,
indiciata con vertici del grafo e a componenti{iy 1}, tale che:

Ag[x,y]—{[l) ;fr.(rf{eygt.EE 01000
iment 01100
A fianco diamo la matrice di adiacenza del gréfg: 11000
00 001

00011

Se un grafa& han vertici, ogni ragionevole implementazione della matrice di adiacenza riclieder
uno spazio di memori®(n?); seG possiede un numero di lati notevolmente minoredipud essere
conveniente rappresentare il grafo come una lista di vertici, ognuno dei quali punta alla lista della sua
adiacenza:

G Vil g Adiacenzal’)
Vo i Adiacenzal?)
Vi | nil Adiacenzal},)

Qui riportiamo una possibile rappresentazioné-gi

Glloﬁ%llll%ﬂm’ll
l2111%21%31m11
lBIlloﬁ%ﬂ%llm‘zl
l4l‘1]°—}—’15lm’ll
[ 5 [nil]l ~——{4 [ ~—3—1{ 5 [nil]

Se il grafoG han nodi ede lati, la precedente rappresentazione occajpea memori@ (n + e).
Naturalmente le liste potranno essere descritte mediante tabelle. In questo caso possiamo considerare
una coppia di tabelle di + e componenti ciascuna: le prime componenti indicano la testa della
adiacenza di ciascun nodo, mentre le altre definiscono tutte le liste. Un esefiopiito dalla seguente
figura che rappresenta le tabelle del grafo
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Testa Succ
1 7
2 6
3 12
4 11
5 13
6 2 9
7 2 0
8 1 0
9 3 0
10| 5 0
11| 5 0
12| 2 8
13 4 10
Un camminodaz ay in un grafoG = (V, E) € una sequenz@,vs, ..., v,,) di vertici tale che
v] =z, Uy =y e(vg, vky1) € unarco diz, pertuttiik = 1,2,...,m — 1. Lalunghezza del precedente

camminoem — 1.

Diremo che un cammine semplicese tutti i suoi vertici sono distinti, eccetto alupil primo e
l'ultimo. Un cammino semplice in cui il primo e l'ultimo vertice coincidadalettociclo.

Le precedenti nozioni si estendono facilmente ai grafi non orientati; in tal caso si assuneh@er
i cicli abbiano lunghezza almergo Un grafoé dettoconnessa@uando per ogni coppia e y di vertici
esiste un cammino daay.

Un grafo non orientatd: = (V, E/) pud non essere connesso; egsped sempre esprimibile come
unione di componenti connesse. Basta infatti osservare che la reldzism& definita da

xRy se esiste un cammino daa y oppurexr = y,

e una relazione di equivalenza. Le sue classi di equivalenza definiscono una pa#tiZipne, V,,, }
dellinsiemeV dei vertici. Per ogni = 1,2,...,m il grafo (V;, E;), dove E; = {{u,v} | u,v €
Vi, {u,v} € E}, & connesso ed chiamata@womponente connesdal grafoG; vertici appartenenti a due
distinte classi di equivalenza non sono invece congiungibili da alcun cammino.

Per esempio, il grafé:5 € formato da due componenti connesse,

@

la primae mentre la seconda @5

4.6 Alberi

Un grafo non orientato e senza cieldettaforestg se per di pil ess@ connesso allora viene dettbera
E evidente che ogni forestaunione di alberi, in quanto ogni componente connessa di una feresta
albero. |l grafo sotto riportaté una foresta composta dalberi:
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Q. ®

josiog

) ©

Un alberoe dunque un grafo (non orientato) connesso e aciclice, @iivo di cicli.
Osserviamo ora che, per ogni coppia di vertiag y di un albero qualsiasi, esiste un unico cammino
semplice che li collega. Infatti, poiéhun alberce connesso, esiste almeno un cammino semplice che
congiunge i due nodi; se ve ne fossero due distinti allora si formerebbe un ciclo (v. figura seguente).

o ®

Dato un grafo non orientat@ = (V, E), chiamiamaalbero di coperturali G un alberdl’ = (V' E')
tale cheV’ = V e E’ C E. SeG noné connesso tale albero non esiste. In questo caso chianfoaesta
di coperturail sottografo diGG formato da una famiglia di alberi, uno per ogni componente connessa di
G, ciascuno dei quali costituisce un albero di copertura della corrispondente componente connessa.

4.6.1 Albericon radice

Un albero con radice2 una coppid7’, r), doveT' € un albero e un suo vertice, che viene dettadice
@ (A (5 @ @ °
N U\

of D O OO

Albero Albero con radice

Un albero con radicé quindi un albero con cui viene evidenziato un vertice (la radice); esso viene
anche detto “albero radicato”. Ora, dato un vertice un albero con radice, ¢’€ un unico cammino
semplice(r, Va, ..., Vi, x) dar ax (ser # z); il vertice V,,, che precede nel cammince dettopadre
di x: ogni vertice di un albero radicato, escluso la radice, ha quindi un unico padre.

Un albero radicato puessere allora agevolmente rappresentato dalla tabella che realizza la funzione
“padre”:

Figlio Padre

x padre dix
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Continuando 'analogia “famigliare”, sge padre dic diremo anche che efiglio di y; diremo inoltre
chez; ez sonofratelli quando sono figli dello stesso padre. Continuando I'analogia “botanica”, diremo
che un verticd” senza figlie unafoglia. Invece, un nodo che possiede almeno un figlahiamataodo
interna. Infine, diremo che: e discendent® successordi y sey appartiene al cammino semplice che
va dalla radice a; in tal caso diremo anche chyee unantenatoo predecessordi x.

In un albero con radice, orientando ogni ldta y} dal padre verso il figlio, si ottiene una struttura
di grafo orientato.

£ b 4 b

Rispetto a tale struttura, chiameremltezzadi un verticex la lunghezza del pilungo cammino da
x ad una foglia, eorofondita di = la lunghezza del cammino dalla radice:al’altezza di un alber@
I'altezza della radice.

Gli alberi con radice sono utilizzati in molte applicazioni per distribuire informazioni fra i vari nodi;
gli algoritmi associati eseguono spesso processi di calcolo nei quali si percorre il cammino che va dalla
radice a un dato nodo o, viceversa, che risale da un nodo fissato sino alla radice. L'altezza dell'albero
diviene quindi un parametro importante nella valutazione dei tempi di calcolo di tali proceduré poich
in molti casi questi ultimi risultano proporzionali (nel caso peggiore) proprio alla massima distanza dei
nodi dalla radice. Per questo motivo si cerca spesso di utilizzare alberi che abbiano un’altezza piccola
rispetto al numero di nodi. Si usa il termine “bilanciato” proprio per indicare intuitivamente un albero
nel quale i nodi sono abbastanza vicini alla radice. In molti casi una altezza accettabitealtezza
minore o uguale al logaritmo del numero di nodi (eventualmente moltiplicato per una costarte). Pi
formalmente possiamo dare la seguente definizione: una sequenza di alberi coq Tadlicg;, dove
ogni T,, possiede esattamentenodi, si dicebilanciatase, denotando coh, I'altezza diT,,, abbiamo
hyn, = O(logn).

4.6.2 Alberi ordinati

Un albero ordinato(detto anchegiano) € un albero radicato in cui i figli di ogni vertice sono totalmente
ordinati. | seguenti due alberi sono coincidenti come alberi radicati, ma distinti come alberi ordinati:
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Una classica rappresentazione in memoria di un albero ordinato consiste nell’uso di tre vettori: Se
I'albero € formato dan nodi, rappresentati dai primi interi, i tre vettori P, F, S hanno dimensione e
sono definiti nel modo seguente:

. ) j sejeilpadre di,
Plil = { 0 sei: e laradice;

Fli] = j seje il primo figlio dis,
Y71 0 seieunafoglia;

S[i] = j sej e il fratello successivo dij,
] 0 seinon possiede un fratello successivo,

per ogni noda. Per esempio nell’albero ordinato

i tre vettori sono definiti da

O~NO O WN P

U‘IU‘IU‘I-POI\J‘-PI\)'U
OOOG)I\)O‘HOTI
OOU\IOOO‘U‘IOO(/)

Osserviamo che in un albero ordinato un figlio della radice coi suoi discendenti forma a sua volta
un albero ordinato. Questo fatto permette di dare la seguente definizione induttiva di albero ordinato, di
grande interesse per il progetto e la dimostrazione di correttezza di algoritmi su alberi:

1) l'albero costituito da un solo vertiaeé un albero ordinato;

2)seTy, Ty, . .., T,, sono alberi ordinati (definiti su insiemi di vertici disgiuntiy € un nodo
diverso dai nodi dify, T, . .., T,,, allora la sequenze:, 71, ..., T,,) € un albero ordinato.
In entrambi i casi diciamo cheé la radice dell'albero.

Consideriamo ad esempio il problema di attraversamento di albegijaiasita dei vertici di un albero
in qualche ordine. Due classici metodi di attraversamento sono quello in ordine anticipato e quello in
ordine posticipato (pre-ordine e post-ordine), descritti dai due seguenti schemi.
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Attraversamento in pre-ordine dell’albero ordindto
SeT e’ costituito da un solo nodoallora visitar;
altrimenti, seT’ = (r, 11, ..., T,,) allora: 1) visita la radice di T’;
2) attraversa in pre-ordine gli albéfi, 15, ..., T,.

Attraversamento in post-ordine dell’albero ordindto
SeT e’ costituito da un solo nodoallora visitar;
altrimenti, seT’ = (r, 11, ..., T,,) allora: 1) attraversa in post-ordine gli alb&i, 75, . . ., T),;
2) visita la radice- di 7.

La correttezza dei metodi immediatamente dimostrabile per induzione. Nella seguente figura
mettiamo in evidenza l'ordine di visita dei nodi di un albero ordinato a seconda dei due criteri di
attraversamento.

SEB 08

pre-ordine post-ordine

4.6.3 Alberibinari

Un albero binarioé un albero radicato in cui ogni nodo interno ha al gue figli; ogni figlioe distinto
come figliosinistrooppure figliodestra | seguenti due alberi sono coincidenti come alberi ordinati, ma

distinti come alberi binari:
@ @
O O

Dato un verticer di un alberdrl” binario, il sottoalbero che ha come radice il figlio sinistra:drisp.
al figlio destro dix), se esiste, sardetto “sottoalbero sinistro di’ (risp. “sottoalbero destro di”).

Un albero binario pl essere agevolmente rappresentato attraverso le due sihelldes che asso-
ciano ad ogni vertice rispettivamente il suo figlio sinistro (@0 se non esiste) e il suo figlio destro (o
“O” se non esiste).

Un albero completdi altezzah € un albero in cui tutte le foglie hanno proforidit ed ogni altro
vertice ha due figli. Il numero di vertici di un albero binario completallora

h
n=Y 2/ =2M1_1
=0
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e quindih ~ lgyn (pern — +o00). Alberi completi (o0 “quasi” completi) contengono quindi un “gran
numero” di nodi con una “bassa” altezza.

Viceversa, I'albero binario con nodi che ha altezza massiraajuello nel quale ogni nodo interno
possiede un solo figlio. In questo caso I'altezza dell’allizechiaramenté = n — 1.

Anche gli alberi binari possono essere attraversati in ordine anticipato o posticipato. Tuttavia un
metodo tipico di visita dei nodi di un albero binagoquello di attraversamento in ordine simmetrico:
prima visita il sottoalbero sinistro, poi la radice, poi il sottoalbero destro. Lo schema corrispond&nte pu
essere descritto nel modo seguente.

Attraversamento in ordine simmetrico dell’albero binaBo
Siar la radice di B;
1) ser ha figlio sinistro allora attraversa il sottoalbero sinistre;di
2) visitar;
3) ser ha figlio destro allora attraversa il sottoalbero destro. di

Anticipando I'argomento del prossimo capitolo presentiamo una procedura ricorsiva che visita i nodi
di un albero binario assegnando a ciascun vertice il corrispondente numero d’ordine secondo l'ordina-
mento simmetrico. L'input dell’algoritmé un albero binario di vertici, rappresentato da una coppia di
vettorisine desdi n componenti, definiti come sopra, e da un intexhe rappresenta la radice. L'uscita
e data dal vettoréV di n componenti nel qualéV[v] € il numero d’ordine del node. L'algoritmo e
definito da un programma principale e dalla procedur@RDINE nella quale i parametti sin, des e
N rappresentano variabili globali.

begin
c=1
IN_ORDINE()
end

Procedura IN_ORDINE(z)
if sinfz] #0 then  IN_ORDINE(SIn[z])
Nlz] :=c
c:=c+1
if degz]#0 then  IN_ORDINE(desz])

Esercizi

1) Dimostrare che ogni albero cennodi possiede: — 1 lati.
2) Mostrare che I'altezza di ogni albero binario div nodi soddisfa la relazione

[logon| <h<mn-—1.

Determinare un albero binario dinodi nel qualé: = |log, n| e uno nel qualé = n — 1.

3) Si definiscdocalmente completon albero binario nel quale ogni nodo interno possiede due figli. Provare
che ogni albero binario localmente completo possiede un numero dispari di nodi. Un tale alberepiun
numero pari di foglie?

4) Provare che se un albero binario di altezzaossieden foglie edé localmente completo, allora

h+1<m<2"
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In quale caso abbiame. = k + 1 e in qualem = 2"?
5) In un albero con radice lainghezza di cammine definita come la somma delle proforiddei nodi.
Mostrare che in ogni albero binario cemodi la lunghezza di camminb soddisfa la relazione

S llogy k) < 1< M=)

k=1

6) Considera la numerazione preordine di un albero binario completo e supponi che un nodaiatssizo
numero d’'ordine. Qualé il numero d’'ordine del figlio sinistro di e quale di quello destro?

7) Abbiamo visto come un albero ordinato possa essere rappresentato da una famiglia di liste di adiacenza
L(v), una per ogni node, oppure mediante i vettot®, F', S che definiscono rispettivamente il padre, il pri-
mo figlio e il fratello successivo di ciascun vertice. Utilizzando le operazioni definite sulle liste e sui vettori,
descrivere una procedura che permette di passare dalla prima rappresentazione alla seconda e viceversa.

8) Assumendo il criterio di costo uniforme, determina 'ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto
dall'algoritmo descritto nell’esercizio precedente al crescere del numdraodi.

9) Diciamo che due alberi ordindfl, = (V1, E1), T» = (Va, E2) sonoisomorfie scriviamol = 1>, se
esiste una funzione biunivoga: Vi — V; tale che, per ogni coppia di nodjw € Vi:

- (v,w) € Er & (f(v), f(w)) € Ea;
- w e il j-esimo figlio div in 71 < f(w) & il j-esimo figlio dif(v) in T5.
Dimostrare che= € una relazione di equivalenza sull'insieme degli alberi ordinati.

10) Continuando I'esercizio precedente, chiamiamo albero orditatetichettataina classe di equivalenza
della relazione di isomorfismz definita sopra. Graficamente ess@mssere rappresentato come un albero
ordinato privo del nome dei nodi (due alberi ordinati non etichettati si distinguono pertanto solo per la “forma”
dell'albero). Rappresentare graficamente tutti gli alberi ordinati non etichettati che hanhiodah@di. Dare
una definizione analoga per gli albdéinari non etichettati e rappresentare tutti gli alberi di questo tipo che
hanno al pii 3 nodi.

11) Dimostrare che per ogni € IN il numero di alberi binari non etichettati cannodi equivale al numero
di alberi ordinati non etichettati che hannot 1 nodi.

4.7 Esempio: attraversamento di grafi in ampiezza

Mostriamo ora con un esempio come sopdescrivere un algoritmo utilizzando alcune strutture dati
introdotte nelle sezioni precedenti insieme alle relative operazioni. L'uso di questi strumenti permette di
progettare e descrivere una procedura in maniera semplice e concisa, mettendo in luce I'organizzazione
dei dati e il metodo adottato per ottenere la soluzione del problema. In questo modo un algotitmo pu
essere descritto ad alto livello, trascurando i dettagliimplementativi e ponendo in evidenza il suo schema
generale che spesso si riduce all’esecuzione di una sequenza di operazioni su strutture dati. Una volta
fissata tale schema si patpoi scegliere come implementare le strutture dati usate e le procedure che
eseguono le corrispondenti operazioni.

Come esempio presentiamo un classico algoritmo di esplorazione di grafi basato sull’'uso di una
coda. |l problema definito nel modo seguente. Dato un grafo non orientato e connesso, vogliamo
visitare i suoi nodi, uno dopo l'altro, a partire da un nodo assegnato che chiamiamo sorgente. L'ordine di
visita dipende dalla distanza dalla sorgente: una volta visitata quest’ultima, prima visitiamo tutti i nodi
adiacenti, poi i nodi che si trovano a distanza 2 & e, fino a quando tutti i vertici del grafo sono
stati considerati. Questo tipo di visita si chiaaté&raversamento in ampiezearappresenta uno dei due
metodi fondamentali per esplorare un grafo (I'altro, detto attraversamento in préfosefit presentato
nel capitolo successivo). Essopessere esteso facilmente ai grafi diretti e con ovvie modifiche anche a
guelli non connessi.

Un metodo naturale per compiere un attraversamento in ampgegzello di mantenere in una coda
una sequenza di nodi, visitando di volta in volta il vertice che si trova in testa e introducendo all’&stremit
opposta i nodi adiacenti che non sono ancora stati raggiunth gandi necessario marcare i nodi del
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grafo per segnalare quelli che sona gtati introdotti nella coda; inizialmente il nodo sorgedtainico
vertice che si trova in coda e quindi il solo marcato.

Durante la visita I'algoritmo determina naturalmente un albero di copertura del grafo che si ottiene
considerando per ogni nodo(diverso dalla sorgente) il lato che ha permesso di considerper la
prima volta. Si tratta quindi di un albero che ha per radice la sorgente, formato dai lati che, uscendo da
un nodo appena visitato, consentono di determinare i nuovi vertici da introdurre in coda.

Formalmente, si@/ = (V, E) un grafo non orientato e connesso e sia& V' un nodo qualsiasi
(sorgente). Per sempliéitappresentiam@ mediante una famiglia di liste di adiacenza; per agsi V,
denotiamo conl(v) la lista dei vertici adiacenti a. Lalgoritmo visita in ampiezza i nodi di7 e
fornisce in uscita la listd/ contenente i lati dell’albero di copertura prodotto. Denotiamo €ola
coda mantenuta dall’algoritmo; i vertici vengono inizialmente marcati come “nuovi’ e la marca viene
cambiata non appena questi vengono inseritinLa marcatura pi essere facilmente implementata
mediante un vettore. L'algoritm® descritto dalla seguente procedura:

Procedure AmpiezzdG, s)
begin
U:=A
marcas come “vecchio”
@ := ENQUEUR\, s)
for veVdo if v# sthen marcav come “nuovo”
while IS _EMPTYQ) = 0do

begin
v := FRONTQ®)
Q := DEQUEU®))
visitav
for we L(v)do
marcaw come “vecchio”
if w marcato “nuovo’then U := INSERISCI_IN_TESTA({v,w},U)
Q) := ENQUEUE(Q, w)
end

end

Nota che durante I'esecuzione dell'algoritmo ogni nad& V si pw trovare in una delle seguenti
condizioni:

- v € gia stato visitato e in questo caso non appartieeeal € marcato “vecchio”;

- v none stato visitato ma adiacente ad un nodo visitato. In questo caso apparti€@reda marcato
“vecchio”;

- v non soddisfa alcuna delle condizioni precedenti e quiénalicora marcato “nuovo”.

Esempio 4.1
Applichiamo I'algoritmo appena descritto al grafo definito dalla seguente figura, supponendsiahienodo sorgente:
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AN
\g/

Supponendo che le liste dei nodi adiacenti siano ordinate in ordine alfabetico, I'albero di copertura in ampiezzagaditgouto
dalla seguente immagine. Nota che I'ordine di visita dei nodi procede dall’alto verso il basso e da sinistra verso destra.

%

Per quanto riguarda I'analisi di complessitell'algoritmo osserviamo che, per ogni naddel grafo
di ingresso e ogni verticw € L(v), la procedura esegue un numero di operazioni limitato da una
costante opportuna. Assumendo il criterio di costo uniforme, possiamo allora concludere che il tempo di
calcoloe O(m), dovem € il numero di lati del grafo di input.

Invece, lo spazio di memoria richiesto, oltre a quello necessario per mantenere il grafo di ingresso,
essenzialmente dovuto alle celle occupate dalla ¢@d@uesta quantite dell’ordine di©(n) nel caso
peggiore, dove: € il numero dei vertici del grafo.

Esercizi

1) Per quali grafi di nodi I'algoritmo di visita in ampiezza richiede il massimo numero di celle di memoria
per mantenere la coda e per quali il minimo?

2) Descrivere un algoritmo di visita in ampiezza per grafi orientati. Su quali grafi orientati I'algoritmo
produce un albero di copertura in ampiezza?

3) Descrivere un algoritmo per determinare le distanze di tutti i nodi da una sorgente in un grafo non orientato
connesso. Svolgere I'analisi dei tempi di calcolo e dello spazio di memoria utilizzati.



Capitolo 5

Procedure ricorsive

L'uso di procedure ricorsive permette spesso di descrivere un algoritmo in maniera semplice e concisa,
mettendo in rilievo la tecnica adottata per la soluzione del problema e facilitando quindi la fase di pro-
gettazione. Inoltre I'analisi risulta in molti casi semplificata p@id¢h valutazione del tempo di calcolo

si riduce alla soluzione di equazioni di ricorrenza.

Questo capitol@ dedicato all’analisi delle procedure di questo tipo; vogliamo innanzitutto mostrare
come in generale queste possano essere trasformate in programmi iterativi, che non prevedono cio
I'esecuzione di chiamate ricorsive, direttamente implementabili su macchine RASP (o RAM). Un pregio
particolare di questa traduziorequello di mettere in evidenza la quaatiti spazio di memoria richiesto
dalla ricorsione.

Tra gli algoritmi che si possono facilmente descrivere mediante procedure ricorsive risultano di
particolare interesse la ricerca binaria e gli algoritmi di esplorazione di alberi e grafi.

5.1 Analisi dellaricorsione

Una procedura che chiama se stessa, direttamente o indirettamente, vieniearsitea. Consideriamo
ad esempio il seguente problema: determinare il numero massimo di partirimette dividono il piano.
Dettop(n) tale numero, il disegno di un algoritmo ricorsivo per calcolgfe) & basato sulla seguente
propriet :
1. Unaretta divide il piano in due parti, @p(1) = 2;
2. Siap(n) il numero di parti in cuin rette dividono il piano. Aggiungendo una nuova reétdacile
osservare che esgantersecata in al pin punti dalle precedenti, creando alipi + 1 nuove parti,

come si p osservare dalla figura 5.1.
Vale quindi: p(n+1)=pn)+n+1

Otteniamo dunque la seguente procedura ricorsiva:

Procedura P( n)
if n=1then return 2
else z:=Pn-1)
return (z +n)

Questa tecnica di disegno cerca quindi di esprimere il valore di una funzione su un dato in dipendenza
di valori della stessa funzione sui dati possibilmentei‘piccoli”. Molti problemi si prestano in modo

57
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Figura 5.1: Nuove parti di piano create da una retta

naturale ad essere risolti con procedure ricorsive, ottenendo algoritmi risolutivi in generale semplici e
chiari.

Una difficolta che sorge legata al fatto che il modello di macchina RAM (o RASP) &an grado
di eseguire direttamente algoritmi ricorsivi. Ne consegueéheestremo interesse trovare tecniche di
traduzione di procedure ricorsive in codice RAM e sviluppare metodi che permettano di valutare le mis-
ure di complessit dell’esecuzione del codice tradotto semplicemente analizzando le procedure ricorsive
stesse. Qui delineiamo una tecnica per implementare la ricorsione su macchine RASP semplice e diret-
ta, mostrando nel contempo che il problema di stimare il tempo di calcolo del programma ottemuto pu
essere ridotto alla soluzione di equazioni di ricorrenza. Questo metodo di traduzione delle procedure ri-
corsive in programmi puramente iterativi (nei qualiecia ricorsione noe permessa) del tutto generale
e a grandi linee lo stesso procedimento applicato dai compilatori che di fatto traducono in linguaggio
macchina programmi scritti in un linguaggio ad alto livello.

Cominciamo osservando che la chiamata di una proceBldaparte diA (Qui A puo essere il pro-
gramma principale, oppure una procedura, oppure la proc&kstessa) consiste essenzialmente di due
operazioni:

1. passaggio dei parametri daa B;

2. cessione del controllo da a B cod da permettere l'inizio della esecuzione Bliconservando
in memoria il “punto di ritorno”, ci@ I'indirizzo dell'istruzione che deve essere eseguita nella
proceduraA una volta terminata I'esecuzione Bli

Si hanno ora due possibdit

1. I'esecuzione dB pud terminare; a questo punto viene passatd &slalore della funzione calcolata
daB (seB e una procedura di calcolo di una funzione) e I'esecuziorfergrende dal “punto di
ritorno”;

2. B chiama a sua volta una nuova procedura.
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Come conseguenza si ha che l'ultima procedura chiam#agprima a terminare I'esecuzione: questo
giustifica I'uso di una pila per memorizzare i dati di tutte le chiamate di procedura che non hanno ancora
terminato I'esecuzione.

Gli elementi della pila sono chiamati “record di attivazione” e sono identificati da blocchi di registri
consecutivi; ogni chiamata di procedura usa un record di attivazione per memorizzare i dati non globali
utili.

Record di attivazione
Chiamata di A

Record di attivazione
Programma Principale

Supponiamo che, come nello schema precedente, la procAdigecorrentemente in esecuzione e
chiami la procedur®. In questo caso I'esecuzioneBlprevede le seguenti fasi:

1. Viene posto al top nella pila un nuovo “record di attivazione” per la chiamaBadiliopportuna
dimensione; tale record contiene;:
(a) puntatori ai parametri attuali che si trovanin
(b) spazio per le variabili locali ds,

(c) l'indirizzo dellistruzione diA che deve essere eseguita quaBdermina I'esecuzione (punto
di ritorno);

(d) seB calcola una funzione, iB viene posto un puntatore a una variabileAdin cui saa
memorizzato il valore della funzione calcolataiBla
2. Il controllo viene passato alla prima istruzioneBdiniziando cosl'esecuzione dB.

3. Quandd termina I'esecuzione, il controllo ritorna &imediante i seguenti passi:

(a) seB e una procedura che calcola una funzione, I'esecuzione ha termine con un comando
“return  E”; il valore di £ viene calcolato e passato all'opportuna variabile nel record di
attivazione della chiamata &

(b) il “punto di ritorno” & ottenuto dal record di attivazione B
(c) il record di attivazione dB viene tolto dal top della pila; I'esecuzione Alipud continuare.
E quindi possibile associare ad un algoritmo ricorsivo un algoritmo eseguibile su RASP (o RAM) che

calcola la stessa funzione. Tale algoritmo rappresatéesemantica operazionale RASP dell’algoritmo
ricorsivo.

Allo scopo di disegnare schematicamente I'algoritmo, diamo per prima cosa la descrizione del record
di attivazione di una proceduradel tipo:
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Procedura A

z := B(a)
(1) Istruzione

Se nel corso della esecuzioAechiamaB, il record di attivazione dB viene mostrato nella figura
5.2.

Record di attivazione Variabili locali di B 5

della chiamata diB (ITT - TT1T7T =« I

A
Parametroformale Punto di ritorno

Record di attivazione
della chiamata did L] \EEIE{ L] L]

Variabili locali di A

Figura 5.2: Esempio di record di attivazione.

Il cuore della simulazione iterativa di una procedura ricorgizdlora delineato nel seguente schema
di algoritmo:

P := Nome del programma principale
R := Record di attivazione d?

I :=Indirizzo della prima istruzione d®
Pila := PUSHA, R)

repeat
N := Nome della procedura con registro di attivazion@ @R Pila)
ist :=lIstruzione diNdi indirizzo I
while ist  non e’ di arresto ne’ una chiamata di una proceduda
begin
Eseguiist
ist :=lIstruzione successiva
end

if ist e’unachiamatadh then R :=Record diattivazione della chiamataAli
I := Indirizzo della prima istruzione dh
Pila :=PUSHPila, R)
if ist e’'diarresto then Valuta il risultato inviandolo al programma chiamante
I :=Indirizzo di ritorno
Pila := PORPila)
until  Pila = A

A scopo esemplificativo, consideriamo il programma:
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read (m)
z:=FIB (m)
(W) write  (2)

Questo programma chiama la procedslB :

Procedura FIB (n)
if n <1then return n

else a:=n-—1
x := FIB (a)

(A) b:=n-—2
y := FIB (b)

(B) return (z+1y)

Record di attivazione
3% chiamata FIB ° (A)
n a T b Y r I
dd ST
Record di attivazione
2% chiamata FIB 1 ° (A)
n a x* p Y T I
id AW Y
Record di attivazione
1% chiamata FIB 2 ° (W)
n a T b Y T I
N o
Record di attivazione 3
del programma principale
m z

Figura 5.3: Contenuto della pila per la procedE8 su ingressa nei primi4 passi di esecuzione.

La proceduraIB contiene due possibili chiamate a se stessa= FIB (a), y := FIB (b)). Le
etichette (W), (A), (B) sono gli eventuali punti di ritorno.

E facile osservare che su ingressd programma principale stamparti-esimo numero di Fibonacci
f(m),dovef(0) =0, f(1)=1ef(n)=f(n—1)+ f(n—2) pern > 1.

La figura 5.3 illustra il contenuto della pila dogachiamate su ingressh

Affrontiamo ora il problema di analisi degli algoritmi ricorsivi: dato un algoritmo ricorsivo, stimare
il tempo di calcolo della sua esecuzione su macchina RASP (o RAM). Tale stirespare fatta agevol-
mente senza entrare nei dettagli della esecuzione iterativa, ma semplicemente attraverso I'analisi della
procedura ricorsiva stessa.

Si procede come segue, supponendo che l'algoritmo sia descrifth glaocedureP;, P, . .., Py,
comprendenti il programma principale:

1. Siassocia ad ogni indide 1 < k < M, la funzione (incognita)y(n), che denota il tempo di
calcolo di Py in funzione di qualche parametrodell'ingresso.
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2. Si esprimely(n) in funzione dei tempi delle procedure chiamateRja valutati negli opportuni
valori dei parametri; a tal riguardo osserviamo che il tempo di esecuzione della istruziene
P;j(a) € lasomma del tempo di esecuzione della procefysal ingressa, del tempo di chiamata
di P; (necessario a predisporre il record di attivazione) e di quello di ritorno.

Si ottiene in tal modo un sistema#i equazioni di ricorrenza che, risolto, permette di stini&re:)
pertuttiik (1 < k < M), ed in particolare per il programma principale. Allo studio delle equazioni di
ricorrenza sax dedicato il prossimo capitolo.

A scopo esemplificativo, effettuiamo una stima del tempo di calcolo della proc&dBré:) col
criterio di costo uniforme. Per sempliait supponiamo che la macchina sia in grado di effettuare una
chiamata in una urat di tempo (pil un’altra unib per ricevere il risultato). Sidr;p(n) il tempo di
calcolo (su RAM 1) della procedura ricorsi¥B su inputn; tale valore po essere ottenuto attraverso
I'analisi dei tempi richiesti dalle singole istruzioni:

Procedura FIB (n)

if n<1(Tempo: 2)then return n (Tempo : 1)
else a:=n-—1 (Tempo : 3)
x := FIB (a) (Tempo : 2+ Trip(n—1))
(A b:=n-—2 (Tempo : 3)
y := FIB (b) (Tempo : 2+ Trrp(n—2))
(B) return (xz+y) (Tempo : 4)

Vale allora la seguente equazione di ricorrenza:
Trip(0) = Trp(1) = 3,
TF]B(n) = 16+TF]B(’I’L—1)—|—TF]B(TL—2), per ogninz 2.

Esercizi

1) Valutare I'ordine di grandezza dello spazio di memoria richiesto dalla procedura FIB swiapstimen-
do il criterio di costo uniforme.
2) Svolgere I'esercizio precedente assumendo il criterio di costo logaritmico.

5.2 Ricorsione terminale

Il metodo generale per la traduzione iterativa della ricorsione descritto nella sezione precedente pu
essere semplificato e resaimfficiente quando la chiamata a una procedutaltima istruzione ese-
guita dal programma chiamante. In questo caso infatti, una volta terminata I'esecuzione della procedura
chiamata, non occorre restituire il controllo a quella chiamante.

Per descrivere la traduzione iterativa di questa ricorsione, denotiamo rispettivamenteecén
la procedura chiamante e quella chiamata e supponiamo che la chianfatsiali’ultima istruzione
del programmaA. Possiamo allora eseguire la chiamat® aemplicemente sostituendo il record di
attivazione diA con quello diB nella pila e aggiornando opportunamente I'indirizzo di ritorno alla
procedura che ha chiamaty il controllo passex cos a quest’ultima una volta terminata I'esecuzione di
B. In questo modo si riduce il numero di record di attivazione mantenuti nella pila, si risparmia tempo
di calcolo e spazio di memoria rendendo quindi efficiente I'implementazione.
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Questo tipo di ricorsione viene chiamateorsione terminale Un caso particolarmente semplice si
verifica quando I'algoritme formato da un’unica procedura che richiama se stessa all’'ultima istruzione.
In tale situazione non occorre neppure mantenere una pila per implementare la ricorsioa@penciai
€ necessario riattivare il programma chiamante una volta terminato quello chiamato.

Il seguente schema di procedura rappresenta un esempio tipico di questo caso. Consideriamo una
procedural’, dipendente da un parametrpdefinita dal seguente programma:

Procedura F'(z)
if C(x)then D

else begin
E
y = g(z)
F(y)
end

Qui C(x) € una condizione che dipende dal valorexdimentre E e D sono opportuni blocchi di
istruzioni. La funzioneg(x) invece determina un nuovo valore del parametro di input per Idi
dimensione ridotta rispetto a quellodi

Allora, sea & un qualunque valore pet la chiamataF'(a) € equivalente alla seguente procedura:

begin
r=a
while —-C(z) do
begin
E
z = g(z)
end
D
end

5.2.1 Ricerca binaria
Consideriamo il seguente problema di ricerca:

Istanza: un vettore ordinai® di » interi e un numero intere;
Soluzione: un interd: € {1,2,...,n} tale cheB[k] = a, se tale intero esistd)
altrimenti.

Il problema pw essere risolto applicando il noto procedimento di ricerca binaria. Questo consiste nel
confrontarea con I'elemento del vettords di indice k = L’%lj. Se i due elementi sono uguali si
restituisce l'intero k; altrimenti, si prosegue la ricerca nel sottovettore di sin{g#al, . .., B[k — 1]),
o in quello di destra(B[k + 1],..., B[n|), a seconda se < B[k| oppurea > BIk].

Il procedimentoe definito in maniera naturale mediante la procedura ricorsiva Riceféapirche
descriviamo nel seguito. Questa svolge la ricerca nel sottovettore delle componBntodiprese tra

gliindicii ej, 1 <i < j < n, supponendo i parametrie B come variabili globali.
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Procedura Ricercabiri, j)
if j<ithen return 0
else begin
k=
if a= Blk]then return &
else if a < B[k]then return  Ricercabiri, k — 1)
else return  Ricercabirik + 1, 5)
end

L'algoritmo che risolve il problema& quindi limitato alla chiamata Ricercalfinn). La sua analise

molto semplice poich, nel caso peggiore, a ogni chiamata ricorsiva la dimensione del vettore su cui si
svolge la ricerca viene dimezzata. Assumendo quindi il criterio di costo uniforme I'algoritmo termina in
O(logn) passi.

Cerchiamo ora di descrivere una versione iterativa dello stesso procedimento. Osserviamo che il
programma appena descritto esegue una ricorsione terminale e gliesiaa chiamata ricorsiva della
procedura. Applicando allora il procedimento definito sopra otteniamo il seguente programma iterativo
nel quale non viene utilizzata alcuna pila.

begin
1:=1
ji=n
out :==0
while i < jAout =0do
begin
= |15
if a= B[k]then out:=k
else if a< BlkJthen j:=Fk—1
else i:=k+1
end
return  out
end

Osserva che lo spazio di memoria richiesto da quest’ultima procedura, escludendo quello necessario per
mantenere il vettor® di ingressog O(1) secondo il criterio uniforme.

5.3 Attraversamento di alberi

| procedimenti di visita dei nodi di un albero ordinato descritti nel capitolo precedente sono facilmente
definiti mediante procedure ricorsive che ammettono semplici traduzioni iterative. Si tratta di algoritmi
che hanno una loro importanza intrinseca persbno utilizzati in numerose applicazioni dato il largo
uso degli alberi per rappresentare insiemi di dati organizzati gerarchicamente.

Supponiamo di voler visitare secondo l'ordine anticipato (preordine) i nodi di un albero ordinato
T, di radicer, definito mediante una famiglia di liste di adiacenzev), una per ogni vertice di
T. Supponiamo inoltre ch& abbian nodi rappresentati mediante i primiinteri positivi. Vogliamo
associare, ad ogni nodgq il numero d'ordine div secondo la numerazione anticipata éibnumero
di nodi visitati prima div incrementato di 1). L'algoritmo nella sua versione ricorsdvdefinito dalla
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inizializzazione di una variabile globateche indica il numero d’ordine del nodo corrente da visitare e
dalla chiamata della procedura Vigita.

begin
c:=1
Visita(r)
end

La procedura Visite data dal seguente programma ricorsivo che utilizza, come variabile globale, il
vettore N di n componenti e, per ogni nodg calcola inN[v] il numero d’ordine div.

Procedura Visita(v)

begin

Nlv]:=¢

c:=c+1

for w € L(v) do Visita(w)
end

Descriviamo ora la traduzione iterativa dell’algoritmo applicando il metodo illustrato nella sezione
precedente. |l procedimentobasato sulla gestione della p#ache conserva semplicemente una lista
di nodi per mantenere la traccia delle chiamate ricorsive. In questo caso infatti I'unica informazione
contenuta in ogni record di attivaziokecostituita dal nome del nodo visitato.

begin

,

1

A

vl =¢C

=c+1

IS _EMPTYL(v)) = 0then
begin

> n 0 <
Il

(1)
@) i

o

=N

w :=TESTAL(v))
L(v) :=TOGLIIN _-TESTAL(v))
S :=PUSHS, v)
Vi=w
go to (1)

end

else ifIS _EMPTYS) = 0then

begin
v :=TORS)
S :=PORYS)
go to (2)

end

end

Nota che l'istruzione di etichetta (2) rappresenta il punto di ritorno di ogni chiamata ricorsiva mentre
quella di etichetta (1) corrisponde all'inizio della procedura ricorsiva \{isjta
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Questa versione iterativa pauttavia essere migliorata tenendo conto delle chiamate terminali. Infat-
ti nella procedura ricorsiva la chiamata Vigitg), quandow rappresenta I'ultimo figlio del nodae, € I'ul-
tima istruzione del programma. Possiamoigusdificare la versione iterativa dell’algoritmo ottenendo
il seguente programma (nel quale si sono anche eliminati i conggndo ).

begin
vi=17T
Nv]:=1
c:=2
S:=A
out :=
repeat
while IS _EMPTYL(v)) = 0 then
begin
w :=TESTAL(v))
L(v) :=TOGLI_IN _TESTAL(v))
if IS _EMPTYL(v)) =0then S :=PUSHS,v)
Vi=w
Nv] :=¢
c:=c+1
end
_ B v :=TORS)
ifIS _EMPTYS) =0 then S :—PORS)
else out:=1
until  out =1
end

E facile verificare che gli algoritmi precedenti permettono di visitare un albero ordinatodatili in
©(n) passi, assumendo il criterio uniforme. Nel caso peggiore anche lo spazio richiesto daflaepila
©(n). Invece nel caso migliore, applicando la procedura che implementa la ricorsione terminale, la pila
S rimane vuota e quindi non richiede alcuna quantlt spazio. Questo si verifica quando I'albero di
ingressa formato da un cammino semplice.

Esercizi

1) Applicando opportune procedure di attraversamento, definire un algoritmo per ciascuno dei seguenti
problemi aventi per istanza un albero ordin#to
- calcolare il numero di discendenti di ogni noddrdi
- calcolare I'altezza di ciascun nododj
- calcolare la profondit di ciascun nodo dr'.
2) Considera il seguente problema:

Istanza: un albero ordinaff di » nodi e un interds, 1 < k < n;
Soluzione: il nodov di T' che rappresenta i-esimo vertice diI’ secondo la numerazione
posticipata (post-ordine).

Definire una procedura ricorsiva per la sua soluzione senza applicare un attraversamento completo dell'albero
in input.

3) Definire una procedunaonricorsiva per risolvere il problema definito nell’esercizio precedente.

4) Definire una procedura ricorsiva che attraversa un albero binario visitando ogni nodo interno prima e dopo
aver visitato i suoi eventuali figli.
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5) Descrivere una procedunanricorsiva per risolvere il problema posto nell’esercizio precedente.
6) Tenendo conto dell’algoritmo definito nella sezione 4.6.3, definire una procednr&orsiva per risol-
vere il seguente problema:

Istanza: un albero binarif di n nodi, rappresentato da due vettsiri e desdi dimensionen;
Soluzione: per ogni nodo di T il numero d’ordine div secondo la numerazione simmetrica
(inorder).

Su quali input la pila gestita dall’algoritmo rimane vuota?

7) Supponendo che i nodi @i siano rappresentati dai primiinteri positivi, determinare I'ordine di grandez-
za del tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla procedura precedente assumendo il criterio di
costo logaritmico.

8) Descrivere una procedura per verificare se due alberi ordinati sono isomorfi.

5.4 Attraversamento di grafi

Molti classici algoritmi su grafi sono basati su procedimenti che permettono di visitare tutti i nodi uno
dopo l'altro. Per compiere questa visita esistono due strategie principali, chiamate rispettivamente at-
traversamentdn profondita (depth-first search) e attraversameimtampiezzabreadth-first search).

Esse danno luogo a procedure di base molto comuni che hanno importanza notevole in svariate appli-
cazioni. Abbiamo @i descritto nel capitolo precedente una procedura per I'attraversamento in ampiezza
di un grafo. Descriviamo ora una procedura per I'attraversamento in prafiondital punto di vista
metodologico questo procedimentodpassere espresso in maniera naturale mediante una procedura
ricorsiva, che possiamo quindi analizzare applicando i metodi presentati in questo capitolo.

5.4.1 Visita in profondita

Intuitivamente nell’attraversamento in profor&dgi visita ciascuna componente connessa del grafo par-
tendo da un node e percorrendo un cammino, iltpiungo possibile, fino a quando si giunge in un
vertice nel quale tutti i nodi adiacenti sono gia’ stati visitati; a questo punto si risale il cammino fino al
primo nodo che ammette un vertice adiacente non ancora visitato e si ricomincia il procedimento di visi-
ta seguendo un nuovo cammino con lo stesso criterio. L'attraversamento termina quando tutti i percorsi
ignorati nelle varie fasi della visita sono stati considerati. Nota che I'unione dei lati percorsi in questo
modo forma un albero con radice che connette tutti i nodi della componente connessa considerata € i
cui lati sono anche lati del grafo di partenza. Odgoritmo costruisce automaticamente una foresta di
copertura del grafo di ingresso che chiamiamo foresta di copentprafondita. Se il grafoé connesso
questa si riduce ad un albero e parleremo allolsirodi copertura in profondit (depth first spanning

tree).

L'algoritmo puw essere formalmente descritto nel modo seguente. Consideriamo un grafo non orien-
tatoG = (V, E), rappresentato da liste di adiacenza. Usando la solita notazione, denotiath@¢den
lista di adiacenza del nodq per ogniv € V. L'algoritmo visita i nodi del grafo secondo il criterio sopra
descritto e costruisce la relativa foresta di copertura fornendo in uscita |& I suoi lati. 1l procedi-
mento pw essere descritto mediante un programma principale che richiama una procedura ricorsiva per
visitare i nodi di ogni componente connessa e determinare i lati del corrispondente albero di copertura.
Inizialmente tutti i nodi sono marcati opportunamente in modo da riconoscere successivamente i vertici
che non sono ancora stati visitati.
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begin

U:=A

for v €V do marcav come “nuovo”

for ve€ Vdo if vmarcato “nuovothen Profondita’(v)
end

Procedure Profondita’(v)

begin
visita il nodov
marcav come “vecchio”
for w e L(v)do
if w marcato “nuovo’then
begin
U := INSERISCI _IN _TESTA{v,w},U)
Profondita’(w)
end
end

Lalgoritmo quindi partiziona I'insieme dei latt' del grafoG in due sottoinsiemi: quelli che si
trovano nella listdJ in uscita, e quindi appartengono alla foresta di copertura costruita, e quelli che non
vi appartengonoE facile verificare che ogni lato che non si trovaliral termine della procedura deve
congiungere due nodi che sono uno successore dell’altro in un qualche albero della foresta (i due vertici
devono ci@ trovarsi sullo stesso cammino dalla radice a uno dei due nodi).

Esempio 5.1
Applichiamo I'algoritmo al grafa= descritto nella seguente figura.

(o) 0 e \
\g/

Supponiamo che nel programma principale i nodi vengano considerati in ordine alfabetico e che nello stesso ordine siano
disposti i vertici in ciascuna lista di adiacenza. Allora la foresta di copertura ottenuta ha per radici ienddi e formata dai
seguenti alberi ai quali abbiamo aggiunto (tratteggiati) i nodr @ihe non fanno parte della foresta calcolata.

@ -
@ Il ,fwffﬂ e

| S

020
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L'analisi dell'algoritmoé semplice. Assumiamo nuovamente il criterio uniforme e supponiamo che
la visita di ogni nodo richieda tempo costante. Se il grafo di ingresso possiaddi em lati, allora
si eseguon®(n + m) passi. Infatti il costo dell’algoritm@ dato dalle marcature iniziali dei nodi,
dalle chiamate alla procedukRaofondita’ effettuate dal programma principale, e dal costo complessivo
di ciascuna di queste. Chiaramente le prime due q@astiho©(n). La terza invece determinata
dalla somma delle lunghezza delle ligtév) poiche ogni chiamatdrofondita’(v) esegue un numero
costante di operazioni per ogni elementd.¢i); essendo tale somma pari a due volte il numero dei lati,
otteniamo un cost®(m). Osserviamo che per grafi sparsi,&iwon un piccolo numero di lati, nei quali
possiamo assumere = O(n), il tempo di calcolo risulta lineare rispetto al numero di nodi.

Per quanto riguarda lo spazio di memoria osserviamo che, oltre allo spézia- m) necessario
per mantenere il grafo di input, occorre riservare un certo numero di celle per mantenere la pila che
implementa laricorsione. Quest'ultima, nel caso peggiore rpggiungere una lunghezza proporzionale
al numero di nodi e quindi una quastio(n).

Descriviamo ora la versione iterativa dell’algoritmo precedente, nella quale compare esplicitamente
la pila S che implementa la ricorsione e che di fatto mantiene (nell’ordine appropriato) i reodisifiati
ma i cui vertici adiacenti non sono ancora stati tutti considerati. Il programma prin@pads tutto
simile al precedente e si ottiene semplicemente sostituendo la chiamata alla prd@edondita’(v)
con quella alla nuova procedura che chiamer@&rajondita’.it(v).

Procedure Profondita’it(v)
begin

visita il nodov

marcav come “vecchio”

S := PUSHA, v)
repeat
while £ (v) # A do
begin
w = TESTAL(v))
L(v) := TOGLI_IN _TESTAL(v))
if w € marcato “nuovothen
begin
visita il nodow
marcaw come “vecchio”
U := INSERISCI _IN _TESTA{v,w},U)
S :=PUSHS, w)
v I=w
end
end
S :=PORS)
if S#A then v:=TORS)
until S =A

end
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Esercizi

1) Definire un algoritmo per I'attraversamento in profoaditei grafi orientati. In quale caso I'algoritmo
produce un albero di copertura?

2) Definire una versione iterativa dell'algoritmo di attraversamento in profardhie tenga conto della
ricorsione terminale. Per quali input (grafixdinodi) lo spazio occupato dalla pieeO(1)?
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Capitolo 6

Equazioni di ricorrenza

Molti classici algoritmi possono essere descritti mediante procedure ricorsive. Di conseguenza 'analisi
dei relativi tempi di calcole ridotta alla soluzione di una otpiequazioni di ricorrenza nelle quali si
esprime il terminer-esimo di una sequenza in funzione dei precedenti. Questo capitolo e il successivo
sono dedicati alla presentazione delle principali tecniche utilizzate per risolvere equazioni di questo tipo
0 almeno per ottenere una soluzione approssimata.

6.1 Analisi di procedure ricorsive

Supponiamo di dover analizzare dal punto di vista della compéessitalgoritmo definito mediante un
insieme di procedur®;, P, - - -, P,,,, che si richiamano ricorsivamente fra loro. L'obiettivo dell’analisi
e quello di stimare, per ogni= 1,2, ..., m, la funzioneT;(n) che rappresenta il tempo di calcolo imp-
iegato dalla-ma procedura su dati di dimensioneSe ogni procedura richiama le altre su dati di dimen-
sione minore, sarpossibile esprimerg;(n) come funzione dei valofl; (k) tali chej € {1,2,...,m}
ek <n.

Per fissare le idee, supponiamo di avere una sola procéticha chiama se stessa su dati di dimen-
sione minore. Sid’(n) il tempo di calcolo richiesto d& su dati di dimensione (nell'ipotesi “caso
peggiore” oppure nell'ipotesi “caso medio”). &an generale possibile determinare opportune funzioni

I, fos s fn, .- in1, 2.0 n, ... variabili rispettivamente, tali che:

1) T(n)= fu(T(n—1),---,T(2),T(1),T(0)) (n>1)
o almeno tale che

(2) T(n) < fn(T(n_ 1),~--,T(2),T(1),T(0))

Relazioni del precedente tipo sono degkazioni di ricorrenzae in particolare quelle di tipo (1) sono
detteequazioni di ricorrenza Si osservi che data la condizione al contof(®) = a, esiste un’unica
funzioneT'(n) che soddisfa (1).

L'analisi di un algoritmo ricorsivo prevede quindi due fasi:

1. Deduzione di relazioni di ricorrenza contenenti come incognita la funZigng da stimare.

2. Soluzione delle relazioni di ricorsigitstesse.

Consideriamo per esempio il problema di valutare il tempo di calcolo delle seguenti procedure
assumendo il criterio di costo uniforme:

71
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Procedure B(n)

begin
S :=0;
for i=0,1,...,ndo S:=S5+ A(3);
return S

end

Procedure A(n)
if n=0 then return 0;

u:=n-—1;
else b:=n+ A(u);
return b;

Osserviamo innanzitutto che la procedéraichiamaA, mentreA richiama se stessa. Per sempécit
, assumiamo ugualeail tempo di esecuzione di ogni istruzione ad alto livello e denotiamolgem )
e T'4(n) rispettivamente il tempo di calcolo dell’esecuzionge A su inputn. Allora si ottengono le
seguenti equazioni:

Tp(n)=c+ Zn:(c+ Ta(i)) +c
=0
2c sen =0
Ta(n) = { c+(c+Ta(n—1)) sen>1

Il problema di analisé allora ridotto alla soluzione dell'equazione di ricorrenza relativa ai valfi ),
n € N.

Lo sviluppo di tecniche per poter risolvere equazioni o relazioni di ricorrérqandi un importante
e preliminare strumento per I'analisi di algoritmi e le prossime sezioni sono dedicate alla presentazione
dei principali metodi utilizzati.
Esercizio

Scrivere le equazioni di ricorrenza dei tempi di calcolo delle proceduree B definite sopra assumendo il
criterio di costo logaritmico.

6.2 Maggiorazioni

Cominciamo presentando una semplice tecnica per affrontare il seguente problema: data una relazione
di ricorrenza
{Tﬁwﬁh@m—Uw~J@%ﬂD$®D (n>1)
T00)=a

e data una funziong: N — R, decidere s&'(n) < g(n) per ognin € IN.
Una parziale risposta puessere ottenuta dalla seguente progriet

Proposizione 6.1 Consideriamo una funziori&(n) che soddisfi la seguente relazione:

{zwwgn@m—nfwT@wan@> (n>1)
T00)=a
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dove, per ognh > 1, la funzionef, (z1, z29, ..., x,) Sia monotona non decrescente in ogni variabile.
Supponiamo inoltre che, per una opportuna funzigndN — R, sia f,(g(n — 1),...,9(0)) < g(n)
per ognin > 1 eg(0) = a. AlloraT'(n) < g(n).

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione su € IN. Pern = 0 la propriea e verificata per ipote-
si. Supponiamo che(k) > T'(k) perk < n, dimostriamo chey(n) > T'(n). Infatti, a causa della
monotonia dif;,:

T(n) < fn(T(n - 1)7' ’ '7T<O)> < fn(g(n - 1), e 79(0)) < g(”)

Osserviamo che sg(n) € una funzione che verifica la relazione di ricorrenza definita nella propo-
sizione precedente allora, per ognie N, T'(n) < X(n), dove X (n) & definita dall'equazione di
ricorrenza associata:

a sen =20
X(n) = { Fa(X(n = 1), ..., X(0) sen>1

In questo modo possiamo ridurre lo studio delle relazioni di ricorrenza a quello delle equazioni di
ricorrenza.

Un'ulteriore applicazione della proposizione &Idata dal seguente corollario chezsatilizzato
nell'analisi di procedure di calcolo delle mediane (sez. 8.6).

Corollario 6.2 Date due costanti e 3, tali che0 < « + < 1, siaT'(n) una funzione che soddisfa la
relazione

{ T(n) < T(lan]) +T(|Bn]) +n sen>1
T0)=0 sen =0

Allora esiste una costantetale cheT'(n) < ¢ n.

Dimostrazione. Infatti ¢ - 0 = 0 per ognic; quindi, per applicare la proposizione precedente, basta
determinare una costantéale che

c-(la-n])+ec-([f-n])+n<c-n per ognin > 1

Questa disuguaglianzaverificata se
1
>
‘E1 a- ¢

Nota che in questo modo abbiamo provato tie) = O(n). 1

6.3 Metodo dei fattori sommanti

Con questa sezione iniziamo lo studio delle equazioni di ricorrenzaq@inuni nell’analisi degli al-
goritmi. In generale il nostro obiettiveé quello di ottenere una valutazione asintotica della soluzione
oppure, pil semplicemente, una stima dell'ordine di grandezza. Tuttavia sono stati sviluppati in let-
teratura vari metodi che permettono di ricavare la soluzione esatta di una ricorrenza. In alcuni casi
poi I'equazione di ricorrenza particolarmente semplice e sidpottenere la soluzione esatta iterando
direttamente l'uguaglianza considerata.
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Consideriamo per esempio la seguente equazione di ricorrenza:

0 sen =0
T(n)—{ T(n—1)+2n sen>1

Poicte , perognin > 2,T(n—1) = T(n—2)+2(n — 1), sostituendo questa espressione nell’equazione
precedente siricava:
T(n)=2n+2(n—1)+T(n—2).

Iterando questa sostituzione @&fn — 2), perT'(n — 3) e cos via, si ricava
T(n) = 2n+2(n—1)+...+2(1)+7(0) =

n
= 2) i=n(n+1)
=1

Esempio 6.1

Vogliamo determinare il numero esatto di confronti eseguito dalla procedura di ricerca binaria descritta nella sezione 5.2.1. Per
semplicits supponiamo che un confronto tra due numeri possa fornire tre risultati a seconda se i due elementi siano uguali, il
primo minore del secondo, oppure viceversa il secondo minore del prima: I8idimensione del vettore su cui si svolge la
ricerca e sidl’(n) il numero di confronti eseguiti nel caso peggiore. Quest'ultimo si verifica quando la procedura esegue un
confronto e richiama se stessa su un sottovettore di lungh€zg@ questo evento si ripete per tutte le chiamate successive.
Allora T'(n) soddisfa la seguente equazione:

1 sen =1
Tn) = { T([53))+1 sen>2

Ricordando le proprietdelle parti intere definite nel capitolo 2 e applicando il procedimento iterativo descritto sopra, per ogni
interon tale che2® < n < 2¢*! siricava

T(n) = 1+T(|n/2]) = 24+ T(|n/2%]) = ... = k+T(|n/2"]) = k+1
Poicte per definizion& = |log, n| si ottieneT’(n) = |log, n] + 1. ]
Esempio 6.2
Sia
1 sen =10
T(n) _{ nthol T(n — 1) sen > 1
Sviluppando 'equazione secondo il metodo descritto otteniamo
n+k—1 n+k—1n+k—2
T - T(n—-1) = Tn—-2) = ... =
(n) ——T(n-1) S T(n-2)
n+k—1n+k—2 k
= ... = T(0).
n n—1 1 ©)

Quindi la soluzione ottenut&

Negli esempi precedenti abbiamo di fatto applicato un metodo generale per risolvere una classe di
equazioni (lineari del primo ordine) chiamattetodo dei fattori sommantQuesto po essere descritto
in generale nel modo seguente. Date due sequnzee {b, }, consideriamo I'equazione

bo sen =0
Tn) = { a,T(n—1)+b, sen>1
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Sviluppando I'equazione otteniamo

T(n) = by+an(bn-1+an1T(n—2)) =
= bn + anbn—l + anan—l(bn—Q + an—QT(n — 3)) = .=

= by +apby1+anan_1by2+---+ (H a’j)bl + (H aj)bo =
j=2 j=1

n—1 n
=0

Jj=i+1
L'ultima uguaglianza fornisce allora I'espressione esplicita della soluzione.

Esercizi

1) Ricordando I'Esempio 2.3 determinare la soluzione dell'equazione

0 sen =0
T(”)_{ 2T(n—1)+2n sen>1

2) SiaT'(n) il numero di nodi di un albero binario completo di altezzae IN. Esprimerel’(n) mediante
una equazione di ricorrenza e risolverla applicando il metodo illustrato.

6.4 Equazioni “divide et impera”

Un'importante classe di equazioni di ricorrenzegata all'analisi di algoritmi del tipo “divide et im-
pera” trattati nel capitolo 10. Ricordiamo che un algoritmo di questo tipo suddivide il generico input di
dimensionen in un certo numeror) di sottoistanze del medesimo problema, ciascuna di dimensione
n/a (circa) per qualche > 1; quindi richiama ricorsivamente se stesso su tali istanze ridotte e poi
ricompone i risultati parziali ottenuti per determinare la soluzione cercata.

Il tempo di calcolo di un algoritmo di questo tigoquindi soluzione di una equazione di ricorrenza
della forma

T(n) =mT <Z> +g(n)

doveg(n) € il tempo necessario per ricomporre i risultati parziali in un’unica soluzione. Questa sezione
e dedicata alla soluzione di equazioni di ricorrenza di questa forma per le fugzionpiu comuni.

Teorema 6.3 Sianom, a, b € c numeri reali positivi e supponiame > 1. Per ognin potenza di, sia
T'(n) definita dalla seguente equazione:

b sen =1
Tn) = { mT(2) +bn° sen > 1.

Allora T'(n) soddisfa le seguenti relazioni:
O(n°) sem < a

T(n) =14 ©(nlogn) sem =a°
O(n'8a™) sem > a¢
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Dimostrazione. Sian = a* per un opportung € N. Allora, sviluppando I'equazione di ricorrenza,
otteniamo

T(n) = bnc+mT(Z) -

Chiaramente s&» < a° la serie jjg(%)j e convergente e quindi(n) = ©(n°¢).
Se invecen = ¢, la sommatoria precedente si riduckg, n + 1 e quindiZ’'(n) = O(n°logn).
Se infinem > a€, abbiamo

log, n i 1
Z (m)y _ (m)loga ntl _q _ @(nlOga m—ey
, ac |
j:O at
e quindi otteniamd’(n) = ©(n'°8a ™), 1

Notiamo che in questa dimostrazione non abbiamo sfruttato I'ipotesihcéia un numero intero. |l
risultato vale quindi per funzioni di una variabile real@urcte definita sulle potenze di

L'espressione asintotica di(n) ottenuta nel teorema precedente e il successivo termine O grande
possono essere facilmente calcolati considerando il valore esatto della sommatoria

log, n j
m
> (&)

J=0

nella dimostrazione appena presentata.

6.4.1 Partiintere

Nel teorema precedente abbiamo risolto le equazioni di ricorrenza solo per valgotiénza di qualche
a > 1. Vogliamo ora stimare le soluzioni per un intetaqualsiasi. In questo caso nelle equazioni di
ricorrenza compaiono le espressigni-| e |- - -| che denotano le parti intere dei numeri reali, definite
nel capitolo 2.

Per esempio, consideriamo 'algoritmo Mergesort descritto nella sezione 10.3. Tale algoritmo ordina
un vettore din elementi spezzando il vettore in due parti di dimensipn&| e [n/2] rispettivamente;
quindi richiama se stesso sui due sottovettori e poi “immerge” le due soluzioni., €iqsd verificare
che il numera)M (n) di confronti eseguiti per ordinane elementi, dove: € un qualsiasi intero positivo,
soddisfa la seguente ricorrenza:

0 sen =1
M(n) —{ M 2)+M([2)+n—1 sen> 1.
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In generale le equazioni del tipo “divide et impera” nelle quali compaiono le parti intere possono
essere trattate usando il seguente risultato che estende I'analoga valutazione asintotica ottenuta in prece-
denza.

Teorema 6.4 Sianoa, b e c numeri reali positivi e supponiamo > 1. Consideriamo inoltre due interi
my,mo € N tali chemy + mo > 0 e, per ogni interon > 0, definiamoT'(n) mediante la seguente

equazione:
T(n) = b sen =1
| maT([2]) + meT([2]) +bn¢ sen > 1.

Allora, postom = m + mg, T'(n) soddisfa le seguenti relazioni:

©(n°) sem < af
T(n) =14 ©(nlogn) sem = a°
O(n'°8a™) sem > a°

Dimostrazione. Si prova il risultato nel casgr; = 0, me = m > 0 ottenendo cdaun limite superiore
al valore diT'(n). (Nello stesso modo si dimostra il risultato nel case = 0, m; = m > 0 ottenendo
un limite inferiore.) Supponi chey; = 0 e siak = [log, n|. Chiaramente* < n < a**!. Poicle
{T(n)} & una sequenza monotona non decrescente, sappianit(chie< T'(n) < T(a**1). | valori
di T'(a*) e di T(a**!) possono essere valutati usando il teorema 6.3: nel €aso a¢ esistono due
constantic; e ¢y tali che

T(a*) > c1a* + o(a*®) > %nc + o(n®),

T(ak+1) < CQQ(k+1)C + O(a(k+1)0) < 62acnc+0(nC)‘

Sostituendo i valori ottenuti nella diseguaglianza precedente si ddt{uge= ©(n°). | casim = a“ e
m > a° Si trattano in maniera analoga. 1

Esercizi

1) Considera la sequenal(n)} definita da

1 sen =1
A(n) = { BA([3)+n—1 sen>1.

Calcolare il valore diA(n) per ogni interon potenza di2. Determinare I'ordine di grandezz&(n) pern
tendente aroo.
2) Considera la sequen%®(n)} definita dal’equazione

1 sen =1
B(n)—{ 2B([2])+n—+/n sen> 1.

Determinare il valore dB(n) per ognin potenza dR. Stimare I'ordine di grandezza @ (n) al crescere dh.
3) Sianom, a numeri reali positivi e supponiamo > 1. Per ogniz € R, definiamoC(z) mediante la

seguente equazione:
0 sexr <1
Clz) = { mC(2)+a® -2 sex > 1.

Determinare, al variare delle costaaté m, I'ordine di grandezza d’(z) perx tendente a+oo.
4) Sia{D(n)} una sequenza di interi definita dall'equazione

py={ 1 sen <1
| 2D(l%]))+nlogn sen > 1.

Determinare, I'ordine di grandezza Bi(n) al crescere di a+oo.
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6.5 Equazioni lineari a coefficienti costanti

Un’altra famiglia di equazioni di ricorrenza che compaiono sovente nell'analisi degli alg@ritmella
delle equazioni lineari a coefficienti costanti. Queste sono definite da uguaglianze della forma

aoln + a1tn—1 + -+ agtn—r = gn (61)

dove{t,} & la sequenza incognita (che per semgisibstituiamo alla funzion€(n)), k, ag, a1, . .., ax
sono costanti €g,, } € una qualungque sequenza di numeri. Una sequenza di nimgsi dice soluzione
dell'equazione se la (6.8 soddisfatta per ogmi > k. Chiaramente le varie soluzioni si differenziano
per il valore dei primik termini.

Un’equazione di questo tipo si dioenogeneae g, = 0 per ognin € IN. In questo caso esiste una
nota regola generale che permette di ottenere esplicitamente tutte le soluzione dell’equazione. Inoltre,
anche nel caso non omogeneo, per le sequénzg pil comuni,e possibile definire un metodo per
calcolare la famiglia delle soluzioni.

6.5.1 Equazioni omogenee

Per illustrare la regola di soluzione nel caso omogeneo consideriamo un esempio specifico dato dalla
seguente equazione:
tn — Ttp—1+ 10t,,—2 =0 (6.2)

Cerchiamo innanzitutto soluzioni della formga = " per qualche costante Sostituendo tali valori
'equazione diventa
2 (r? = Tr 4+10) =0

che risulta verificata per le radici del polinomié — 7r + 10, ovvero perr = 5 er = 2. L'equazione
r2—7r+10 = 0 & chiamataquazione caratteristicdella ricorrenza 6.2. Ne segue allora che le sequenze
{5™} e{2"} sono soluzioni di (6.2) e quindi, congefacile verificare, I& anche la combinazione lineare
{A5" + u2™} per ogni coppia di costanti e y.

Mostriamo ora che ogni soluzione non nu{lg, } della (6.2)¢ combinazione lineare ¢b™} e {2"}.
Infatti, per ognin > 2, possiamo considerare il sistema di equazioni lineari

5n—1x+2n—1y =1
5n72x+2n72y = Cph_o

nelle incognitez, y. Questo ammette un’unica soluziome= )\, y = p poicheé il determinante dei
coefficienti & diverso da). Otteniamo cosespressioni di,_1 € ¢, o in funzione di5™ e 2". Di
conseguenza, sostituendo queste ultimesin— 7¢,_1 + 10¢,—2 = 0 e ricordando che anchg"} e
{2"} sono soluzioni di (6.2), si ottiene

Cn =AD" + u2™.

E facile verificare che i valori di e x ottenuti non dipendono dae possono essere ricavati considerando
il sistema pemn = 2. Cos la relazione precedengevalida per tutti glin € IN.

Come abbiamo visto, le soluzioni dell'equazione di ricorrenza considerata sono ottenute mediante le
radici dell’equazione caratteristica associata. Se le radici sono tutte distinte questa @sogeaktutto
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generale e pliessere estesa a ogni equazione di ricorrenza lineare omogenea a coefficienti cogtanti, cio
ad ogni equazione della forma

aotn + a1tn—1+ -+ + agtp_p =0, (6.3)
dovek, ag, a1, ..., a, SONO costanti. Chiarament&quazione caratteristicaella relazione (6.3%
apr” + a1z 1+ +ap =0.
Teorema 6.5 Sia

aoty +a1tp—1+ -+ aptp— =0

un’equazione di ricorrenza lineare omogenea a coefficienti costanti e supponiamo che la sua equazione
caratteristica abbiak radici distinter, o, ..., r;. Allora le soluzioni dell’equazione data sono tutte e
sole le sequenzg,, } tali che, per ognin € NN,

tn = )\17‘711 + )\27“3 + -+ )\k’l“g
dovelq, Aq, ..., A\x SONO costanti arbitrarie.

Dimostrazione. |l teorema po essere dimostrato applicando lo stesso ragionamento presentato nel-
'esempio precedente. Si mostra innanzitutto che l'insieme delle soluzioni dell'equazione forma uno
spazio vettoriale di dimensioriee poi si prova che I& soluzioni{r7}, {r5},..., {r}} sono linearmente
indipendenti e formano quindi una base dello spazio stesso. ]

Esempio 6.3 Numeri di Fibonacci
Considera la sequenZg, } dei numeri di Fibonacci, definita dall’'equazione

0 sen =0
fn = 1 sen=1
fnfl + fn72 Sen Z 2

La corrispondente equazione caratterisiad — = — 1 = 0 che ha per radici i valori

_1+V5 - 145

5
o= —5— 8=

Allora ogni soluzione{c, } dell’equazione consideratadella formac, = \¢"™ + up", con\ e p costanti. Imponendo le
condizioni inizialico = 0, ¢; = 1, otteniamo il sistema

A+ p =0

1+v5 1-v5 _
A+ == =1

i iomi = L, = _
che fornisce le soluzioni = =

Quindi, per ognin € IN, otteniamo
foo L (VBT 1 (1-VEYT
B\ 2 VAP '

Esempio 6.4
Vogliamo calcolare ora la sequenga, } definita dalla seguente equazione:

_ n se0<n<2
gn = 3gn71 + 49%*2 - 129%*3 sen 2 3
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Lequazione caratteristica della ricorreriza® — 322 — 4z 4+ 12 = 0 che ammette come radici i valdj —
Ne segue che,, € della formag,, = A3" + u(—2)™ + v2™. Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema

Adp+v =0
3AA—=2u+2v =1
N+4dpu+4v =2

che fornisce la soluziong = 5 S = 3 V= —

Quindi la sequenza cercagalata dai valorl

1
I

Finora abbiamo considerato solo ricorrenze la cui equazione caratteristica ammette radici semplici.
La situazioneg solo leggermente picomplicata quando compaiono radici multiple. Infatti sappiamo
che l'insieme delle soluzioni dell'equazione (6.3) forma uno spazio vettoriale di dimensiemgindi
I'unico problemaé quello di determinaré soluzioni linearmente indipendenti. Il seguente teorema, di
cui omettiamo la dimostrazione, presenta la soluzione generale.

Teorema 6.6 Data I'equazione di ricorrenza
aotn + artn_1 + -+ agtp— =0,

supponiamo che la corrispondente equazione caratteristica abbiak) radici distintery, ro, ..., 7, €
che ciascuna; abbia molteplici& m;. Allora le soluzioni dell’equazione di ricorrenza data sono tutte e
sole le combinazioni lineari delle sequenze

{n’r}}
dovej € {0,1,...,m; —1}ei e {1,2,... h}.

Esempio 6.5
Vogliamo calcolare la sequenZa,, } definita da

0 sen=0,1
hn=4{ 1 sen = 2
Thpn—1— 15hp_2 + 9h,_3 sen >3

In questo caso, 'equazione caratteristice’ — 72> + 152 — 9 = 0; essa ammette la radice semplice- 1 e la radicer = 3
di molteplicia 2.
Allora h,, € della formah,, = An3™ + 3™ + v. Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema

w+v =0

3AN+3u+v =0

BAX+9u+v =1
che fornisce la soluzione = §, p = —3,v =3

4° 4°
Quindi la sequenza cercatalata dai valori
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6.5.2 Equazioni non omogenee

Consideriamo ora un’equazione di ricorrenza lineare non omogenea a coefficienti costantin&io
relazione della forma

aotn + a1tn—1 + -+ apln—r = gn (64)
dove{t,} € la sequenza incognit&, ag, a1, ...,a; SONO costanti €g,} € una qualunque sequenza
diversa da quella identicamente nulla. Sidng} e {v, } due soluzioni della (6.4). Questo significa che,
per ognin > k,

agUn + A1Up—1 + -+ QplUp— = Gn

apgVn + a1Vp—1+ -+ app— = Gn
Allora, sottraendo i termini delle due uguaglianze otteniamo
aO(un - vn) + ay (un—l - 'Un—l) + -+ ak(unfk - Unfk) =0

e quindi la sequenzfu,, — v, } € soluzione dell’equazione omogenea associata alla (6.4).
Viceversa, s€u,, } € soluzione di (6.4) ¢éw, } € soluzione dell’equazione omogenea

aoty +artp—1+ -+ aptp—r =0

allora anche la loro somma.,, + w, } € soluzione della (6.4).

Abbiamo cosdimostrato che tutte le soluzioni di (6.4) si ottengono sommando una soluzione parti-
colare a tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata. Questo significa che per risolvere la (6.4)
possiamo eseguire i seguenti passi:

1. trovare tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata applicando il metodo dell’equazione
caratteristica descritto nella sezione precedente;

2. determinare una soluzione particolare dell’equazione data e sommarla alle precedenti.

Il problemae che non esiste un metodo generale per determinare una soluzione particolare di un'e-
quazione non omogenea. Esistono solo tecniche specifiche che dipendono dal valore del termine noto
gn. In alcuni casi tuttavia la determinazione della soluzione partic@ale tutto semplice.

Esempio 6.6
Vogliamo determinare le soluzioni dell’equazione

th —2tp—1+3=0

L'equazione caratteristica del’'omogenea asso@ata— 2 = 0 e quindi la sua soluzione generag A2™}, con A costante
arbitraria. Inoltreé facile verificare che la sequenfa, }, dovew,, = 3 per ognin € N, & una soluzione dell’equazione
iniziale. Quindi le soluzioni sono tutte e sole le sequenze della fg8na A\2™} con A costante. 1

Metodo delle costanti indeterminate

Una delle tecniche picomuni per determinare una soluzione particolare di una equazione non omoge-
neaée chiamatanetodo delle costanti indeterminat®uesto consiste nel sostituire i termipidell’e-
guazione (6.4) con quelli di una sequenza particolare nella quale alcune costanti sono incognite e quindi
determinare il valore di queste ultime mediante identificazione. &dimostrare che se il termine noto

gn, della (6.4) ha la forma

h
gn = Z bllDZ(n)
=1
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dove, perogni = 1,2,...,h, b; € una costante B, un polinomio inn, allora una soluzione particolare
deve essere del tipo

h
Un =Y biQi(n)
=1
dove iQ;(n) sono polinomi che soddisfano le seguenti progriet

1. seb; none radice dell’equazione caratteristica del’'omogenea associata a (6.4), allora il grado di
Q;(n) & uguale a quello di dP;(n);

2. seb; & radice di molteplica m; dell’equazione caratteristica del’'omogenea associata a (6.4),
allora il grado diQ;(n) € la somma din; e del grado dP;(n).

Esempio 6.7
Determiniamo tutte le soluzioni dell’equazione

tn — 3tn_1+th_o=n+ 3",

L'equazione caratteristica del’'omogenea asso@ata— 3z +2 = 0 che ammette le radi<§+2—‘/5 e 3*7‘/5 Quindi la soluzione
generale dell’equazione omogenea assoé&ata

(157) o (57)

dove X\ e n sono costanti. Cerchiamo ora una soluzione particolare applicando il metodo delle costanti indeterminate. Nel
nostro casé, = 1, b2 = 3, Q1 = n, Q2 = 1; di conseguenza una soluzione candidaia = (an + b) + ¢3™, per opportune
costantia, b, c. Per determinare il loro valore sostituiamg nell’equazione e otteniamo

Up — SUn—1 + Un—2 =n + 3"
ovvero, svolgendo semplici calcoli,
(—a—1)n+a—b+ (571)3" =0
che risulta soddisfatta per ognic N se e solo se
a=-1, b=-1, ¢=9.

Quindi una soluzione particolageu,, = 3”2 — n — 1 e di conseguenza le soluzioni dell’equazione iniziale sono

A<3+\/5)n+u<3\/5>n+3”+2—n—1

2 2

al variare delle costani e p. 1

Esercizi

1) Descrivere un metodo per calcolare una soluzione particolare di un’equazione della forma (6.4) nella
quale il termine notg,, sia costante.
2) Considera la seguente procedura:

Procedure Fun(n)
if n <1then return n
else
begin
z =Fun(n —1)
y = Fun(n —2)
return 3z —vy
end
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SiaD(n) il risultato del calcolo eseguito dalla procedura su input
a) Calcolare il valore esatto di(n) per ognin € N.
b) Determinare il numero di operazioni aritmetiche eseguite dalla procedura suirpIi.

c) Determinare I'ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto dalla procedura swirmpN
assumendo il criterio di costo logaritmico.

3) Considera la seguente procedura che calcola il vai§re) € N su inputn € N, n > 0.

begin
read n
a=2
for k=1,...,ndo
a=2+k-a
output a
end

a) Esprimere il valore dB(n) in forma chiusa (mediante una sommatoria).

b) Determinare I'ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla
procedura assumendo il criterio di costo logaritmico.

6.6 Sostituzione di variabile

Molte equazioni che non risultano lineari a coefficienti costanti possono essere ricondotte a tale forma (o
a una forma comunque risolubile) mediante semplici sostituzioni.
Un esempio importante costituito dalle equazioni “divide et impera”:

b sen=1
T(n) = { mT(2) +bn° sen > 1.

Sostituenda: = o e ponendd (k) = T'(a*), si ottiene 'equazione
b sek =0
H(k) = { mH(k — 1) + ba* sek > 0.
Questa pa essere risolta con la tecnica illustrata nella sezione precedente (oppure con il metodo dei

fattori sommanti) ricavando infin€(n) = H(log, n).

Esercizio
Dimostrare il teorema 6.3 usando il procedimento appena illustrato.

Un altro esempio di sostituziorgefornito dalla equazione
tn = a(tnfl)bv

nella qualex e b sono costanti positivés, = 1, con la condizione inizialg = 1. In questo caso possiamo
porrelog,, t,, ottenendo
up = blog, tn—1+1="0bup_1 +1;
guesta pa essere risolta facilmente con il metodo dei fattori sommanti:
-1

Uy = .

b—1

Operando di nuovo la sostituzione si ricava

" —1
t, =a b1 .
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Esempio 6.8
Considera I'equazione

tnfl
tn =tn— 1

con la condizione inizial&y = t; = 1. Dividendo pett,,— si ottiene

tn tnfl
= + 1.
tnfl tn72

Quindi operando la sostituziong, = ft"l, si ricava l'equazione,, = wv,_1 + 1 con la condizione inizialen, = 1.
o
Chiaramente si ottiene, = n e quindi
n
tn = Hvi =nl.
=1

Esercizi
1) SiaT'(n) il numero di bit necessari per rappresentare l'intero positiveterminare una equazione di

ricorrenza pefl’(n) e risolverla.
2) Considera la sequen£d’(n)} definita da

0 sen =1
T(n) = { 14+ 7T(|y/n]) sen>1.

Dimostrare chd’(n) = |log, log, n| + 1 per ogni interaz > 1.

6.6.1 Lequazione di Quicksort

Come sappiamo Quicksogtuno degli algoritmi pi importanti utilizzati per ordinare una sequenza di
elementi (vedi la sezione 8.5). L'analisi del suo tempo di calcolo nel caso medio si riduce alla soluzione
dell'equazione di ricorrenza

27171
th=n—14+=S"t
n="n +nkz::0k

con la condizione inizialéy, = 0. Si pw risolvere tale equazione con un opportuno cambiamento
di variabile; il procedimento ha una certa genedapercte permette di trattare equazioni nelle quali
compaiono sommatorie del tigo;_, .

Innanzitutto la ricorrenza fuessere scritta nella forma

n—1

ntn:n(n—1)+22tk,
0
ovvero, riferendosi al valore n-1 (quindi per ogni> 1),
n—2
m—Dtp—1=Mn—-1)(n—2)+2 Z 7
0

Sottraendo membro a membro le due uguaglianze ottenute si elimina la sommatoria, ricavando

nt, = (n+ Dtp—1 +2(n—1).
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Nota che quest'ultima relazione vale per ogri 1. Dividendo cospern(n+1) e definenda,, = n’ﬁl,
otteniamo
+ o 2 1)
Up = Up— _— — — ).
n n—1 n+ 1 n

Ora possiamo applicare il metodo dei fattori sommanti ricavando

n 2 1 2 "1
un =22 Gy ) T 2 gk

da cui si ottiene I'espressione pgr.

|
t, =+ Duy, =2(n+1) E %—4n:2nlogn+0(n).
1

Esercizi

1) Determina la soluzione dell’equazione

n
tn = ——tn_ 1
na1 1+

con la condizione inizialey, = 0.
2) Considera la sequen£é, } definita dal’equazione

tn = n(tn_1)°

con la condizione inizialé; = 1. Dimostrare che,, = Q(22") et,, = O(n?").



Capitolo 7

Funzioni generatrici

Le funzioni generatrici rappresentano uno strumento classico, introdotto originariamente per risolvere
problemi di conteggio in vari settori della matematica, che ha assunto un’'importanza particolare nel-
I'analisi degli algoritmi. Si tratta di uno strumento che ha permesso di sviluppare un numero notevole
di metodi e tecniche usate sia per determinare la soluzione di equazioni di ricorrenza, sia nello studio
delle proprieh delle strutture combinatorie comunemente utilizzate nella progettazione degli algoritmi.
Una delle maggiori applicazioni riguarda la possihilili utilizzare consolidate tecniche analitiche per la
determinazione di sviluppi asintotici.

L'idea di fondo che sta alla base di questi meteédjuella di rappresentare una sequenza di numeri
mediante una funzione analitica e far corrispondere alle operazioni su sequenze analoghe operazioni
tra funzioni. In questo modo, possiamo formulare un problema di enumerazione mediante una o pi
relazioni definite su funzioni analitiche e, una volta determinata la soluzione in questo ambito, tornare
al contesto originario calcolando la o le sequenze associate alle funzioni ottenute. In questo senso le
funzioni generatrici possono essere viste come esempio di trasformata. Per motivi storici e soprattutto in
testi per applicazioni ingegneristiche le funzioni generatrici sono chiamate artchsformate.

7.1 Definizioni

Consideriamo una sequenza di numeriréadi, a1, . . ., an, . . .}, che nel seguito denoteremo cn, },>o
oppure, pii semplicemente, cofu,, }. Supponiamo che la serie di potenze

+o0
Z anz"
n=0

abbia un raggio di convergenZaamaggiore di0 (questo si verifica nella maggior parte dei casi di in-
teresse per l'analisi di algoritmi e in questo capitolo consideriamo solo sequenze che godono di tale
propriet ). Chiamiamo alloréunzione generatricdi {a,, } la funzione di variabile reale

“+o0o
A(z) = Z anz" (7.1)
n=0

definita sull'intervallo(— R, R) 1.

"Nota che in realt A(z) pud essere interpretata come funzione di variabile complessa definita nel cerchio aperto di centro
0 e raggioR.

86
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Viceversa, data una funzion®(z), sviluppabile in serie di potenze con centro néljaliremo che
{an}n>0 € la sequenzassociataalla funzioneA(z) se 'uguaglianza 7.1 vale per ognin un opportuno
intorno aperto do.

Quest'ultima definizion@ ben posta: s¢u, } e {b,} sono sequenze distinte, e le serie di potenze

+oo +0o0
Z anz", Z bp2"
n=0 n=0

hanno raggio di convergenza positivo, allora le corrispondenti funzioni generatrici sono distinte.

Abbiamo cos costruito una corrispondenza biunivoca tra la famiglia delle sequenze considerate
e l'insieme delle funzioni sviluppabili in serie di potenze con centrd.inUn esempio particolar-
mente semplice si verifica quando la sequefiza} & definitivamente nulla; in questo caso la funzione
generatrice corrispondengeun polinomio. Cosper esempio, la funzione generatrice della sequenza
{1,0,0,...,0,...} & la funzione costantd(z) = 1.

In generale, per passare da una funzione generaffice alla sequenza associafa,, } sa& suffi-
ciente determinare lo sviluppo in serie di TaylorAliz) con centro irD:

A" AM (0
(z)zz+' n 0) ,

A(z) = A(0) + A'(0)z + 5 . o T

dove conA(™(0) indichiamo la derivata-esima diA(z) valutata in0. Ne segue allora che

A (0)

n!

ap —

per ognin € IN.
Cog, ricordando lo sviluppo in serie di Taylor delle funzioni tradizionali, possiamo determinare
immediatamente le sequenze associate in diversi casi particolari:

1. per ognim € N, la funzione(1 + z)™ & la funzione generatrice della sequerZg), (),
.., (,0,0...,0...} poiche

(142)" = f: (m) 2" (Vz € R).

n=0 n

2. Perognb € R, la funzioneﬁ e la funzione generatrice della sequefi@a},,>( poiché

1 I
N 1/b)).
- 7;) z (|2 < 1/8])

3. Lafunzionee* & la funzione generatrice della sequefiZa}l,,>o poiche

—+00 Zn
=3 (Vz € R).
n=0
4. La funziondog - & la funzione generatrice della sequefi@al, £,..., 1, ...} poiche
1 +oo Zn
I = — <1).
g =2 (Hd<)
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5. Per ognim € N, la funzioneﬁ e la funzione generatrice della sequer{iﬁLJfg‘l)}nzo
poiché
1 X (m4n—1
— n 1).
e ol L ER

6. Generalizzando la nozione di coefficiente binomiale possiamo definire, per ogni numero eeale
ognin € N, il coefficiente(?) nel modo seguente:

ay |1 sen =0
n o W Senz]_

Cod e facile verificare ch¢l + ) & la funzione generatrice (") },,>0 poiché

+00 o
(1+Z)O‘:Z< )zn (2] < 1)

n=0 n

Nota che(7%) = (—1)"("*~") per ognin € N.

n

Esercizi

1) La sequenzén!},>o ammette funzione generatrice?
2) Determinare le sequenze associate alle seguenti funzioni generatriéj {cenR, b, o # 0):

e’ — 1

z

1 (1+b2)*—1
— bz’ z

110
R

3) Dimostrare che la funzione\/ﬁ e funzione generatrice della sequelﬁé:) Fn>o.

7.2 Funzioni generatrici ed equazioni di ricorrenza

Le funzioni generatrici forniscono un metodo generale per determinare o per approssimare le soluzioni
di equazioni di ricorrenza. Infatti in molti casi risultalpiacile determinare equazioni per calcolare la
funzione generatrice di una sequerza } piuttosto che risolvere direttamente equazioni di ricorrenza
per {a,}. Esistono inoltre consolidate tecniche analitiche che permettono di determinare una stima
asintotica di{a,,} una volta nota la sua funzione generatrice.

Questi vantaggi suggeriscono il seguente schema generale per risolvere una equazione di ricorrenza
di una data sequena,, }:

1. trasformare la ricorrenza in una equazione tra funzioni generatrici che ha per incognita la funzione
generatriced(z) di {a, };

2. risolvere quest'ultima calcolando una espressione esplicitd @gr

3. determinarda, } sviluppandoA(z) in serie di Taylor con centro i oppure calcolarne I'espres-
sione asintotica conoscendo i punti di singokadt A(z).



CAPITOLO 7. FUNZIONI GENERATRICI 89

Per illustrare questo approccio presentiamo un esempio semplice che consente di risolvere un’e-
quazione gi considerata nel capitolo precedente. Si tratta dell’equazione descritta nell’esempio (6.3)
che definisce i numeri di Fibonacci. Vogliamo calcolare i termini della sequéfizadefiniti dalla
seguente equazione:

0 sen=20
=141 sen =1
fa1+ fan2 sen >2

In questo caso possiamo calcolare la funzione generdtiieg= >0 f,2" con il metodo che segue.
Per ognin > 2 sappiamo ch¢,, = f,_1 + fn_2; quindi moltiplicando a destra e a sinistra pére
sommando su tutti gh. > 2 si ottiene

“+00 “+00 —+o00
Z fnzn = Z fnflzn + Z fnf2zn-
n=2 n=2 n=2
Tenendo conto delle condizioni inizigfiy = 0, f; = 1, 'equazione pa essere scritta nella forma

F(z) — z = 2F(2) + 2°F(2),

ovveroF'(z) = ;—~=—. Dobbiamo quindi determinare lo sviluppo in serie di Taylor della funzione
z
1—2—22
Per fare questo consideriamo il polinomio- z — 22; le sue radici sone = \/52*1 ep = —@.
Calcoliamo ora le costanti reafi e B tali che
A . B z
1-2 1—%_1—2—,22

Questa equazione corrisponde al sistema

A+B =0
Aa+ Bpf =—af
che fornisce i valorid = % eB = —% e di conseguenza otteniamo

1 1 1
-

Ricordando lo sviluppo delle serie geometriche si ricava
1 [IXn X
F(z)=— — - —
SRFAPDEE
e quindi, per ogniz > 0, abbiamo

ol )= (5 - (5}
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Esercizio

Usando le funzioni generatrici, determinare la soluzione delle seguenti equazioni:

a — 1 sen =0
") 2an-1+1 sen>1
0 sen =20
by, = 1 sen =1
3bpn—1 —bn_o Sen>2
0 sen =0
Cn = 1 sen=1
4cpn—1 — 4cp—2 Sen > 2

7.3 Calcolo di funzioni generatrici

L'esempio precedente mostra come I'equazione di ricorrenza che definisce una segfigngassa

essere trasformata in una equazione per la corrispondente funzione genérétiicé\ tale riguardo
presentiamo ora una discussione generale su questa trasformazione, mostrando la corrispondenza che
esiste tra operazioni sulle sequenze e corrispondenti operazioni sulle funzioni generatrici. Questa cor-
rispondenza permette in molti casi di trasformare ricorrenzel(énpjenerale relazioni) tra successioni
numeriche in equazioni sulle relative funzioni generatrici.

7.3.1 Operazioni su sequenze numeriche

Definiamo anzitutto alcune operazioni sulle successioni. Signb,>o €{gn }»>0 due sequenze e siano
c € R ek € N due costanti. Allora definiamo:

Moltiplicazione per costante c-{fn} = {cfn}

Somma {fa} +{gn} = {fotgn}
Convoluzione {fn} ®{gn} = {>h—0 fegn—k}
Spostamento Ek{fn} = {fk-l—n}nzo
Moltiplicazione pem n-{fn} = {nfn}
Divisione pern + 1 Afn} = {0

n+1
Osserviamo qui che la somma;,_, fi € ottenibile mediante la convoluzione:

{1} o {f.} = {z fk}
k=0

dove{1} rappresenta la sequengs, },>o tale cheb, = 1 per ognin € N.

Una vasta classe di equazioni di ricorrerzattenuta applicando le operazioni precedentemente
definite.

Esempio 7.1
La sequenza dei numeri di Fibonacci definiti nella sezione precedente

o= n sen <1
"7 fa-1+ fa—2 sen>2

puo essere rappresentata nella forfpas = frn+1 + fn, OVvero

E*{fn} = EY{fu} + {fa}

insieme alla condizione inizialg, = n pern < 1. 1
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Esempio 7.2
Considera la ricorrenza

1 sen =0
-]

o frfn1k sen>1
Essa po essere riscritta nella forma
E'{fa} = {fn} ® {2}

insieme alla condizione inizialg = 1. 1

Esempio 7.3
L'equazione di ricorrenza
_ 1 sen =0
f"_{ LS fe sen>1
pud essere riscritta nella forma:
n-EYfa} + EY{fa} = {1} @ {fu}

insieme alla condizione inizial@ = 1. 1

7.3.2 Operazioni su funzioni generatrici

Poicle la corrispondenza tra sequenze e loro funzioni genera&tidiinivoca, ad ogni operazione tra
successioni corrisponde in linea di principio una precisa operazione tra funzioni generatrici. Descriviamo
ora le operazioni su funzioni generatrici corrispondenti alle operazioni su sequenze definite nella sezione
precedente.

Denotando cot’(z) e G(z) rispettivamente le funzioni generatrici delle sequefzg >0 € {gn }n>0,
possiamo presentare nella sequente tabella alcune corrispondenze di immediata verifica. Nella prima
colonna riportiamo il terminer-esimo della sequenza mentre nella seconda la funzione generatrice
corrispondente; inoltre rappresenta qui una costante reale qualsiasi.
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. f. e
It on F(z) + G()
ki:of ot F(2) - G(2)
Fien (2) fo—flsz— R
nfn 2F'(2)
n]—[:1 i | P

Per gquanto riguarda I'uso della derivata e dell’integrale nella tabella precedente ricordiamo che,
se F(z) e la funzione generatrice di una sequef#a}, anche la sua derivatd’(z) € una funzione
sviluppabile in serie di potenze con centrdirinoltre, tale sviluppa della forma

“+o00 “+oo

F'(z) = annznfl = Z(n+1)fn+1z"

n=1 n=0
Questo significa ché”(z) e la funzione generatrice della sequefiga+ 1) fy,+1 }n>o0-

Esempio 7.4
Calcoliamo la funzione generatrice fin + 1)}.>0.

semplicemente la derivata e :

“+oo

n o _ i 1 _ 1
Z(n—i—l)z T odzl—z (1 —2)%

n=0

Un discorso analogo vale per la funzione integiéle) = [ F'(t)dt: anchel(z) & sviluppabile in
serie di potenze con centro(re il suo sviluppce della forma

/.F dt_zfnln
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Di conseguenzd(z) risulta la funzione generatrice della sequefiz ff, ool 3.

2 n

Esempio 7.5
Calcoliamo la funzione generatrice della sequeftzd, 1, ..., =, ...} (che nel seguito denoteremaigiemplicement§ }).
Questa pa essere ottenuta mediante integrazione della serie geometrica:

Shooo [y g !
n - 0 1—¢ - gl—z'
n=1

Vediamo ora alcune applicazioni delle corrispondenze riportate nella tabella precedente. Un primo
esempio deriva immediatamente dai casi appena presi in esame.

Esempio 7.6
Calcoliamo la funzione generatrice della sequefida } dei numeri armonici. Dalla loro definizione sappiamo che

"1
Hn:ZE
k=1

e quindi abbiamdd,, = {2} ® {1} = {1} ® {1 }. Di conseguenza la funzione generatric¢ Hi, } & data dal prodotto

og 1
1—2 %12

1
Pit in generale, siamo ora in grado di trasformare una equazione di ricorrenza in una equazione tra
funzioni generatrici e possiamo quindi applicare compiutamente il metodo descritto nella sezione 7.2. In
particolare, possiamo risolvere le equazioni di ricorrenza che compaiono negli Esempi 7.1, 7.2, e 7.3.
Vediamo esplicitamente come si risolve il primo caso (Esempio 7.1). L'equazione

o= n sen<1
" fa—1+ fa—2 sen >2

viene riscritta mediante operatori di shift (Spostamento) e condizioni al contorno nella forma:

frt2 = foy1 + fns fo=0,f1i=1
Applicando ora le regole 2) e 4) della tabella precedente si ottiene

F(z)—z F(2)
J R + F(2).
Applicando un ragionamento simile agli altri due esempi si ottengono le seguenti equazioni sulle
funzioni generatrici:

F(Zi—l = () (Esempio 7.2)
Z’jz<F(Zi_1> +F(Zl_1 = 1:Z'F(Z) (Esempio 7.3)

Di conseguenza, la determinazioneftliz) & qui ridotta rispettivamente alla soluzione di una equazione

di primo grado (Esempio 7.1), di secondo grado (Esempio 7.2), di una equazione differenziale lineare
del primo ordine (Esempio 7.3). Abbiamaagmnostrato nella sezione 7.2 come trattare le equazioni di
primo grado; presenteremo nella sezione seguente un’analisi degli altri due casi.
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Esercizi

1) Determinare la funzione generatrice delle seguenti sequenze:

2 n 1 - k—1
{n}n>0, {n—1}tnz0, {n"}nz0, {n2"}n>o0, {m}nZ(h {Z n—k—&—l} .
n>0

2) Ricordando l'esercizio 3 della sezione 7.1, dimostrare che perogniN

)

3) Determinare la funzione generatriE€z) della successiong, dove:

otz =2fnv1+ fa=n, fo=fi=0

7.4 Applicazioni

Come primo esempio applichiamo i metodi sopra illustrati per determinare la soluzione di equazioni del

tipo “divide et impera”. Sidl’(n) definita da

b sen =1
T(n) = { mT (%) + g, sen>2

pern € N potenze di, dove assumiamm, b > 0 ea > 1.
Mediante la sostituzione = a*, postof;, = T'(a*) e h;, = g(a**!) si ha:

Je+1 = mfi + hy.
Denotando quindi colr'(z) e H(z) rispettivamente le funzioni generatrici fif;. } e di{h;} si ottiene

F(z) = F(0)

. =mF(z) + H(z).

Questa una equazione di primo gradoft{z) che pw essere risolta direttamente una volta noti il valore

iniziale F'(0) = b e la funzioneH (z).

Esercizio
Per tutti glin € IN potenze dR risolvere I'equazione

T(n) = 1 sen =1
"= 3T(g)+nlogn sen > 2

7.4.1 Conteggio di alberi binari

Un classico problema di enumerazione consiste nel determinare il numero di alberi binari non etichettati

di n nodi pern € IN qualsias?. Intuitivamente un albero binario non etichettatan albero binario al

quale abbiamo tolto il nome ai nodi; in questo modo i nodi sono indistinguibili e due alberi di questo
genere sono diversi solo le corrispondenti rappresentazioni grafiche, private del nome dei nodi, sono

distinte. Nella seguente figura rappresentiamo gli alberi binari non etichettati con tre nodi:

2Per la definizione di albero binario si veda la sezione 4.6.3
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Lohey

Una definizione induttivé la seguente: un albero binario non etichettato gssere I'albero vuoto,
che denotiamo con, oppuree descritto da un nodo chiamato radice e da due alberi binari non etichettati
T, T, (che rappresentano rispettivamente il sottoalbero di sinistra e il sottoalbero di destra).
Denotiamo corb,, il numero di alberi binari non etichettati connodi, n € IN. Dalla definizione
sappiamo ché, = 1; inoltre, sen > 0, un albero binario com + 1 nodi possiede, oltre alla radick,
nodi nel suo sottoalbero di sinistrane— k nel sottoalbero di destra, per qualche interd < k& < n.
Quindib,, soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

bo=1, buy1 =Y brbn_s
k=0

Passando alle funzioni generatrici e denotando8¢x) la funzione generatrice db, }, 'equazione si

traduce in

B(Z) —1 :BQ(Z)

ovvero
B(z) = 1+ 2(B(2))”

Risolvendo I'equazione otteniamo le due soluzioni

1++1—4z B 1—-+v1—-14z
= 2= —F0

B
1(2) 2z 2z

La funzioneB;(z) deve essere scartata paddim._.o Bi(z) = oo e quindiB; noné sviluppabile in
serie di Taylor con centro in. Ne segue ché3; & la funzione generatrice della sequedza} (in
particolare si verifica chBm,_,g Ba(z) = 1 = by).

Dobbiamo ora svilupparé%m in serie di Taylor con centro iA. Applicando lo sviluppo di
funzioni della forma(1 + z)* riportato nella sezione 7.1, otteniamo

+oo
Vi—dz=>" (1/2> (—4)"z"
n=0

n

(1/2) .
0
mentre, per ogni. > 0, abbiamo

(1/2) _ JE-1) - (3-n+1) _

dove

n
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Si deduce allora che

1—1—4z 1- (1 — SN 20D

e diconseguenza, = %( "). Ricordiamo che glllnter%_lTI( ") sono noti in letteratura come i numeri
di Catalan.

7.4.2 Analisi in media di Quicksort

Abbiamo ga studiato nella sezione 6.6.1 I'equazione di ricorrenza relativa al tempo di calcolo dell’al-
goritmo Quicksort nel caso medio. Vediamo ora come risolvere la stessa equazione usando le funzioni
generatrici.

L'equazionee data dall'uguaglianza

n—1

2
To=n-1+=) T, (7.2)
" =0

con la condizione inizial@y = 0. Moltiplicando entrambi i termini dell’'uguaglianza pee™~! otteni-
amo

n—1

=n(n—1)2""1 42 Z Tpz" !
k=0

Sommando i due termini di questa uguaglianza per tutti i valgri 1, ricaviamo la seguente equazione:

nT,z" "

2z n 2
(1—-2)3 1-=2

T'(2) = T(z),
doveT(z) e T'(z) denotano rispettivamente la funzione generatric€Zdj},,>o e la sua derivata. Si
tratta di una equazione differenziale lineare del primo ordine cleepgere risolta con metodi classici.
L'equazione differenziale omogenea, associata alla precedente,

2

T (2) = T ZT(Z)

che ammette la soluzior{eé — z)~2; quindi I'integrale generale, valutato p€0) = 0, risulta

1 o2 2 1
T(z) = (1—2)2/0 1—ttdt: Aozl %
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Dobbiamo ora sviluppare in serie di Taylor la funzione ottenuta, applicando le peogelé¢ operazioni
2
su funzioni generatrici. Ricordiamo cr(eli—z) e la funzione generatrice della sequedza+ 1},

mentrelogl—iz e la funzione generatrice ({i%}. Di conseguenza la sequenza associata al prodotto
1%2)2 log - € data dalla convoluzione delle sequerizet 1} e {1}. Questo permette di calcolare
direttamente i termini della sequenza cercata:

"1
T, = QZE(n+1—k)—2n

Esercizio

Applicando la formula di Stirling determinare I'espressione asintotica dei numeri di Ca;ﬂa(?:) per
n — +00.

7.5 Stima dei coefficienti di una funzione generatrice

Esistono potenti tecniche che permettono di determinare una stima asintotica di una s¢guennacen-

do la sua funzione generatridé(z) in forma chiusa oppure in modo implicito. In effetti, sono questi

i metodi che attribuiscono importanza all'uso delle funzioni generatrici. Non vogliamo qui addentrar-
ci nello studio generale di questa problematica, che richiede nozioni preliminari di teoria delle funzioni
analitiche; ci limitiamo a valutare il comportamento asintoticg,dper alcune particolari funziorfi'(z).

7.5.1 Funzionirazionali

Le funzioni razionali in una variabile sono quelle che possono essere rappresentate nellgfgrma
dove P(z) e Q(z) sono polinomi inz. Queste funzioni sono rilevanti nel nostro contesto pdisipLo
facilmente provare che una sequef#a} e soluzione di una equazione di ricorrenza lineare omogenea
a coefficienti costanti (vedi la sezione 6.5.1) se e solo se la sua funzione geneérafizgnale. Come
sappiamo tali equazioni compaiono spesso nell'analisi di algoritmi.

Consideriamo allora la funzione generatricé:) di una sequenzéf,, } e supponiamo che

P(z)
Q(z)’

dove P(z) e Q(z) sono polinomi primi fra loro nella variabile. Senza perdita di generaipossiamo
assumere che il grado d(z) sia minore del grado dp(z). Inoltre & chiaro che le radici dP(z) sono
diverse da) altrimenti F'(z) non sarebbe continua e derivabiledife quindi{ f,,} non sarebbe definita).

Per semplic& supponiamo ché&(z) abbiam radici distintezy, zo, . . ., z,,, di molteplicia 1 e fra
queste ve ne sia una sola di modulo minimo. Possiamo allora determinare la decomposizigndi
frazioni parziali

F(z) =
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Per le ipotesi fatte, tale decomposizione esiste sempre e inoltre, per la regol®pigalFbgni costante
Ag, perk = 1,2,...,m, soddisfa la relazione seguente:

i P(z) . Z—Z P(z)
A = lim (2 — 2) - ——= = P(z) - lim =— .
5 A T R T Y
Poicte F'(2) = >°1" 4 ’;‘—:ﬁ ricordando ch% e la funzione generatrice @Iizlf}nzo, possiamo
concludere che

o= e
= (Zk)n+1
Se siamo interessati al comportamento asintotico, basta osservare che nella somma il termine princi-
paleé quello corrispondente alla radice di minor modulo. Tale propéejenerale e vale anche quando
le altre radici hanno moltepliéitmaggiore di.. Abbiamo quindi provato la seguente propaiet

Proposizione 7.1Consideriamo una funzione razionalgz) = P(z)/Q(z), doveP(z) e Q(z) sono
polinomi primi fra loro, con@(0) # 0; supponiamo ché)(z) abbia un’unica radice di modulo minimo
e che tale radice abbia moltepliéitl. Allora, pern — +o0, la sequenzd f,,} associata alla funzione
F(z) soddisfa la relazione

P(z)
Q’<§)§n+1 :

Con tecniche analoghe si ottiene il seguente risultato, valido per radici di mol@&glibitraria:

fn'\“_

Proposizione 7.2Sia F'(z) una funzione razionalé'(z) = P(z)/Q(z), doveP(z) e Q(z) sono poli-
nomi primi fra loro, con@(0) # 0; supponiamo inoltre ché€(z) ammetta un’unica radice di modulo
minimo. Sez ha molteplici& m allora la sequenza la sequenid, } associata allaF'(z) soddisfa la

relazione )

7.5.2 Funzioni logaritmiche

Consideriamo ora una classe di funzioni non razionali e studiamo il comportamente asintotico delle
sequenze associate.

Proposizione 7.3Per ogni interoa > 1 la funzione

1 1 1
- 10
1—20 ®1-.

& la funzione generatrice di una sequedza} tale chef,, = ©(n® !logn).

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione gu Nel casax = 1 il risultato & gia stato dimostrato nelle
sezioni precedenti; infatti sappiamo che

1 1 1 XO:OH n
(o) = z
gl—z = "

1—=2
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doveH, = Y7_, 1 ~ logn.

Supponiamo ora la propritera per fissato,« > 1, e dimostriamola vera + 1. Denotiamo con
£ |a sequenza associata alla funziqﬁéﬁ log 1. Si verifica subito ché >} & la convoluzione
delle sequenzéff(f‘)} e {1} poiche la sua funzione generatriéeil prodotto delle funzioni generatrici

corrispondenti.
Di conseguenza possiamo scrivere

Flot) = 37 ple) = (per ipotesi di induzione)
k‘io
= > Ok 'logk) = (applicando la proposizione 2.5)
k=1
=0 (Z k" 1log k) (per la proposizione 2.8)
=0 ( 2% Llog xd:c) = (integrando per parti)
= a logn)

Concludiamo osservando che la proposizione precedentegsere estesa al caso in aue R,
purctta #0,—-1,-2,...,—n,....

Esercizi

1) Considera le seguenti procedufee G che calcolano rispettivamente i valdfi(n) e G(n) su input

n € N:

Procedure G(n) Procedure F(n)

begin if mn=0then return 1
S=0 else return  F(n—1)+G(n—1)
for i=0,1,2,...,ndo

S=S5+4+F(®)

return S

end

a) Dimostrare che, su input, le due procedure richiedori®(a™) operazioni aritmetiche per qualche> 1.

b) Calcolare le funzioni generatrici delle sequefizén)} e {G(n)} e determinare la loro espressione asintotica
pern — +o0.

c) Definire un algoritmo per calcolafé(n) e G(n) che esegua un numero di operazioni aritmetiche polinomiale

inn.
2) Considera le seguenti proceduree G che calcolano rispettivamente i valdfi(n) e G(n) su input
n € N:
Procedure G(n) Procedure F'(n)
begin if nm=0then return 0
S=0 else return  n+4+2F(n—1)
for i=0,1,2,...,ndo
S=S+F(n—1i)
return S
end

a) Determinare I'espressione asintotica della sequé6da)},, pern — +oo.

b) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare I'ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello spazio
di memoria richiesti dall’'esecuzione della procedGrau inputn.

c¢) Svolgere il calcolo precedente assumendo il criterio di costo logaritmico.



Capitolo 8

Algoritmi di ordinamento

Lefficienza dei sistemi che manipolano insiemi di dati mantenuti in memoria dipende in larga misura
dal criterio utilizzato per conservare le chiavi delle informazioni. Uno dei metodiganplici e pil usati

e quello di mantenere le chiavi ordinate rispetto a una relazione d'ordine fissata. Ordinare una sequenza
di valori € quindi una operazione che ricorre frequentemente nella gestione di sistemi e in applicazioni
di varia natura; pertanto le procedure di ordinamento sono spesso usate per la soluzione di prablemi pi
generali e quindi la loro efficienza puli fatto condizionare I'efficacia dei metodi adottati.

8.1 Caratteristiche generali

Per definire formalmente il problema ricordiamo innanzitutto che una relazione d'ordine (paRiale)
su un insiemd/ e una relazione binaria che gode delle proprigflessiva, transitiva e antisimmetrica,
ovvero:

- per ognia € U, aRa;

- per ognia, b, c € U seaRb ebRc alloraaRc;

- per ognia, b € U seaRb e bRa alloraa = b.
Classici esempi sono la relazione di minore o uguale sui numeri reali e I'inclusione tra i sottoinsiemi di
un insieme dato. Diciamo che una relazione d’'ordieu U ¢ totale se per ogni,b € U vale aRb
oppurebRa. In questo caso si dice anche cRalefinisce un ordine lineare 0.

Il problema di ordinamento per un insierbe dotato di una relazione d’ordine totaie e definito
nel modo seguente:

Istanza: un vettorel = (A[1], A[2],..., A[n]) tale chen > 1 e A[i] € U per ogni
ie{l1,2,...,n}.
Soluzione: un vettor® = (B[1], B[2], ..., B[n]), ottenuto mediante una permutazione

degli elementi di4, tale cheB[i] < Bi + 1] perognii = 1,2,...,n — 1.

| metodi adottati per risolvere il problema si diversificano in due gruppi principali chiamati rispetti-
vamente di ordinamentoternoedesterno Gli algoritmi di ordinamento interno presuppongono che il
vettore di ingresso sia interamente contenuto nella memoria RAM della macchina. In questo caso l'ac-
cesso al valore di una qualunque delle sue componenti avviene in tempi uguali per tutte. In questa sede
ci occuperemo principalmente di algoritmi di questo tipo.

Al contrario gli algoritmi che operano su dati distribuiti principalmente su memorie di massa (dischi
0 nastri) vengono chiamati algoritmi di ordinamento esterno. In questo caso i tempi di accesso ai dati

100
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non sono pai uniformi ma dipendono dal tipo di memoria nella quale sono collocati e uno degli obiettivi
delle procedure usateproprio quello di ridurre il numero di accessi alle memorie di massa.

Gli algoritmi di ordinamento sono suddivisi anche in base alla gen@rddil’'insiemelU sul quale
viene definito I'input. Un primo gruppé costituito dalle procedure basate sul confronto tra gli elementi
del vettore di ingresso. In questo caso si suppone di poter sempre eseguire in un numero costante di passi
il confronto tra due elementi dell’insiemé rispetto alla relazione d’ordine fissata. Cdalgoritmo
pud essere applicato a qualunque insieme totalmente ordinatoépeorhsfrutta alcuna caratteristica
specifica dei suoi elementi. Come vedremo, in queste ipotesi, sono ne¢&sshrg n) confronti per
ordinare un vettore di elementi eck possibile descrivere diverse procedure ottimali¢ érogrado di
eseguire il calcolo proprio in temp@(n logn).

Una seconda classe di algoritninvece costituita da quelle procedure specificamente progettate per
ordinare una sequenza di stringhe definite su un alfabeto finito, ad esempio binario. In questo caso si
possono progettare algoritmi che ispezionano i singoli bits delle varie stringhe, sfruttando direttamente la
rappresentazione binaria degli interi. Classici esempi di algoritmi di questo tipo sono quelli che ordinano
una sequenza di parole su un dato alfabeto secondo I'ordinamento lessicografico. Come vedremo, sotto
opportune ipotesi, si possono definire algoritmi di questo tipo che hanno congplagsitnpo lineare.

Nell'analisi degli algoritmi di ordinamento che presentiamo nel seguito assumiamo come modello di
calcolo una Random Access Machine (RAM) con criterio di costo uniforme. Il costo di ogni operazione
aritmetica in termini di tempo di calcolo e di spazio di memariguindi costante e non dipende dalle
dimensioni degli operandi. Supponiamo inoltre che la nostra RAM sia in grado di mantenere in ogni
cella di memoria un elemento del vettore di input e di eseguire il confronto fra due qualsiasi di questi in
tempo costante.

8.2 Numero minimo di confronti

In questa sezione consideriamo gli algoritmi di ordinamento basati su confronti e presentiamo un risultato
generale che riguarda il numero minimo di passi che le procedure di questo tipo devono eseguire per
completare il calcolo. A tale scopo utilizziamo una progridegli alberi binari che risultarutile anche

in altre occasioni.

Lemma 8.1 Ogni albero binario cork foglie ha altezza maggiore o uguald g, .

Dimostrazione.Procediamo per induzione sul numerdali foglie dell'albero considerato. Se = 1
la propriet € banalmente verificata. Supponiamo la propriegra per ognj tale chel < j < k e
consideriamo un albero binariB con k foglie di altezza minima. Sian®; e 75 i due sottoalberi che
hanno per radice i figli della radice @i. Osserva che ciascuno di questi ha menofdglie e uno dei due
ne possiede almerf(%ﬂ. Allora, per ipotesi di induzione, 'altezza di quest’ultimanaggiore o uguale
alog, %1; quindi anche I'altezza dI’ € certamente maggiore o ugualé & [log, %1 = [logy k.

Proposizione 8.20gni algoritmo di ordinamento basato sui confronti richiede, nel caso peggiore, al-
menon log, n — (logy e)n + 3 logy n + O(1) confronti per ordinare una sequenzasdelementi.

Dimostrazione. Consideriamo un qualsiasi algoritmo basato sui confronti che opera su sequenze di
oggetti distinti estratti da un insienié totalmente ordinato. Il funzionamento generale, su input formati
dan elementi, po essere rappresentato da un albero di decisione utialbero binario, nel quale ogni
nodo internce etichettato mediante un confronto del tipo< a;, dovei, j € {1,2,...,n}. Il calcolo
eseguito dall’algoritmo su uno specifico input di lunghezzal = (A[1], A[2],..., A[n]), identifica un
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cammino dalla radice a una foglia dell’albero: attraversando un nodo interno etichettato da un confronto
a; < aj, il cammino prosegue lungo il lato di sinistra o di destra a second&[ge< A[j] oppure

Ali] > Alj).

L'altezza dell’albero rappresenta quindi il massimo numero di confronti eseguiti dall’algoritmo su un
input di lunghezzan. Osserviamo che il risultato di un procedimento di ordinamente dlementi

€ dato da una delle! permutazioni della sequenza di input. Ne segue che l'albero di decisione deve
contenere almeno! foglie percle ciascuna di queste identifica un possibile output distinto. Per il lemma
precedente, possiamo allora affermare che il numero di confronti richiesti nel caso peggiareno

[logy n!|. Applicando ora la formula di Stirling sappiamo che

logy(mn) + 1

5 +0(1)

logy n! = nlogyn — (logy e)n +

e quindi la proposizioné dimostrata.

8.3 Ordinamento per inserimento

Il primo algoritmo che consideriame basato sul metodo solitamente usato nel gioco delle carte per

ordinare una sequenza di elementi. Si tratta di inserire uno dopo l'altro ciascun oggetto nella sequenza

ordinata degli elementi che lo precedono. In altre parole, supponendo di aver ordinato lé prime

componenti del vettore, inseriamo I'elemeitesimo nella posizione corretta rispetto ai precedenti.
L'algoritmo & descritto in dettaglio dal seguente programma:

Procedura Inserimento
Input: un vettored = (A[1], A[2],..., A[n]) tale chen > 1 e A[i] € U per
ognii € {1,2,...,n};

begin
for 1 =2,...,ndo
begin
a = Ali
ji=i—1
while j >1 A a < A[j] do
begin
Alj +1] = A[j]
ji=j—1
end
Alj+1]:=a
end
end

Osserva che I'implementazione dell'algoritmo su macchina RAM eseguél alrphumero costante di

passi per ogni confronto tra elementi del vettore di ingresso. Possiamo quindi affermare che il tempo di
calcoloe dello stesso ordine di grandezza del numero di confronti eseguiti. Il caso peggiore, quello con
il massimo numero di confronti, occorre quandd|] > A[2] > --- > A[n]. In questo caso la procedura
esegue ’f‘li = @ confronti. Di conseguenza il tempo di calcolo richiesto dall’algoritmo su un
input di lunghezza & ©(n?) nel caso peggiore.
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Nel caso migliore invece, quando il vettades gia ordinato, la procedura esegue sele 1 confronti
e di conseguenza il tempo di calcolo risulta lineare. Osserviamo tuttavia che il caso miglicreapp
resentativo. Infatti, supponendo di avere in input una permutazione casuale (uniformemente distribuita)
di elementi distintig stato dimostrato che il numero medio di confronti ris@ﬁﬁ%l). Quindi, anche nel
caso medio, il tempo di calcolo resta quadratico.

8.4 Heapsort

L'algoritmo di ordinamento che presentiamo in questa sezione riclid¢déog n) confronti per ordinare

una sequenza di elementi e risulta quindi ottimale a meno di un fattore costante. Il procedimento
adottato si basa su una importante struttura dati, lo heag spesso utilizzata per mantenere un insieme
di chiavi dal quale estrarre facilmente I'elemento massimo.

Definizione 8.1 Fissato un insieme totalmente ordinat uno heapé un vettoreA = (A[1], A[2],
..., Aln]), doveAl[i] € U per ognii, che gode della seguente propéet

Ali] > AJ2i] e A[i] > A[2i + 1] per ogni intero i tale che 1 < i < n/2,
e inoltre, sen & pari, A[n/2] > A[n].

Questo significa chel[1] > A[2], A[1] > A[3], A[2] > A[4], A[2] > A[5], ecc..

Uno heapA = (A[1], A[2],..., A[n]) pud essere rappresentato da un albero bin&rii » nodi,
denotati dagli interi, 2, ..., n, nel quale il nodd é la radice, ogni nodoe etichettato dal valord|i] e
gode delle seguenti propriet

-sel < i < n/2,allora2i & il figlio sinistro dis;

-sel <i<n/2,allora2i + 1 ¢ il figlio destro dis.

In questo modo, per ogni figlig di 7, A[i] > A[j], e quindi I'etichetta di ogni nodo risulta maggiore o
uguale a quelle dei suoi discendenti. In particolare la radice contiene il valore massimo della sequenza.
Per esempio, lo heap definito dalla sequeizd, 6, 3, 4, 5, 1, 2) € rappresentato dal seguente albero

binario, nel quale abbiamo riportato le etichette dei nodi al loro interno.

8.4.1 Costruzione di uno heap

Vogliamo ora definire una procedura in grado di trasformare un vettore in uno heap. Dato in input un
vettore A = (A[l1], A[2],..., A[n]), l'algoritmo deve quindi riordinare gli elementi di in modo da
ottenere uno heap.
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Il procedimenta basato sulla seguente definizione. Data una coppia diinfedovel < i < j <
n, diciamo che il vettoré A[i], ..., A[j]) rispetta la propri€t dello heap se, per oghic {i,...,j} e
ogni/ € {2¢,2¢ + 1} tale chel < j, vale la relazioned[¢] > A[/]. Supponiamo ora che per una data
coppial < i < j < nilvettore (A[i + 1],..., A[j]) rispetti la propriea dello heap; possiamo allora
definire un procedimento che confronta I'elemen{é| con i suoi discendenti nell'albero ed esegue gl
scambi opportuni in modo tale che anche il vetta#gi], A[i + 1],. .., A[j]) rispetti la propried dello
heap. Il calcolo viene eseguito dalla seguente procedura che si applica a ogni coppia dijndicche
1 <11 < j < n, nella quale il vettored rappresenta una variabile globale.

Procedura Costruiscihe@py)

begin
u:i=1
T := Alul
esct :=0
while 2u<j A esci =0 do
begin
k:=2u
if k<j AN Akl <Ak+1] then k:=k+1
it T < Afk] then { A=Al
u:=k
else esci:=1
end
Alu| :=T
end

L'algoritmo di costruzione dello heap allora definito dalla seguente procedura che ha come input un
vettoreA = (A[1], A[2],..., A[n]) tale chen > 1 e A[i] € U per ognii € {1,2,...,n}.

Procedura Creahegp)
for i=1[%],[5] —1,...,1do Costruiscineaf, n)

La correttezza dell'algoritme una conseguenza della seguente osservazione: ke . ., n sono radici
di heap allora, dopo I'esecuzione di Costruisciéap), i nodiz,i+1, ..., n sono ancora radici di heap.

Per quanto riguarda invece il tempo di calcolo dell’algoritmo possiamo enunciare la seguente propo-
sizione.

Teorema 8.3 La procedura Creaheap, su un input di dimensienesegue al pi4n+O(log n) confronti
tra elementi del vettore di ingresso, richiedendo quindi teiiye) nel caso peggiore.

DimostrazionePoicte assumiamo il criterio uniforme,chiaro che il tempo di calcolo richiesto dall’al-
goritmo su un dato inpu# proporzionale al numero di confronti eseguiti. Valutiamo quindi tale q@antit
nel caso peggiore.

None difficile verificare che I'esecuzione della procedura Costruiscitieaprichiede un numero di
operazioni al pil proporzionale all’altezza del nodmello heap, ovvero la massima distanza da una
foglia. In particolare il numero di confronti eseguétal pii 2 volte I'altezza del node. Quindi, nel caso
peggiore, il numero totale di confrortidue volte la somma delle altezze dei nodi{1,2,...,n — 1}.



CAPITOLO 8. ALGORITMI DI ORDINAMENTO 105

Ora, postd: = |log, n|, abbiam®* < n < 2F*+1, Si pw quindi verificare che nello heap ci sono al
piti un nodo di altezza, due nodi di altezza—1, . . ., 27 nodi di altezza& —j per ognij = 0,1, ..., k—1.
Quindi la somma delle altezze dei nodi dello héapinore o uguale a

k—1 '
> (k—5)2

J=0

Questa somma guessere calcolata come nell'esempio 2.3, ottenendo
k=1 k=1
Y 20 = N 2l =k —1)— (k—2)2F —2=2M" k-2
j=0 §=0

Di conseguenza, il numero totale di confronti richiesti dall'algoritmo su un input di dimensiéne
minore o uguale dn + O(logn) e il tempo di calcolo complessivo risulta quirdin).
8.4.2 Descrizione dell’algoritmo

Siamo ora in grado di definire I'algoritmo di ordinamento mediante heap.

Procedura Heapsgrt )
Input: un vettored = (A[1], A[2],..., A[n]) tale chen > 1 e A[i] € U per
ognii € {1,2,...,n};

begin
CreaheafA)
for j=nn—-1,...,2do
begin
ScambidA[1], A[j])
Costruisciheafl, j — 1)
end
end

La correttezza si ottiene provando per induzione che, doperazioni del ciclo for, il vettord A[n —
k + 1],..., Aln]) contiene, ordinati, k elementi maggiori del vettore di ingresso, mentre il vettore
(A[1],..., Aln — k]) forma uno heap.

Per quanto riguarda la valutazione di compleéssgiserviamo che ogni chiamata Costruiscilieap
richiede al pit O(logn) passi e che Heapsort richiama tale procedura 1 volte. Poicle il tempo
richiesto da Creaheaplineare il numero totale di passi risuttdn log n).

Concludiamo osservando che Costruiscitiéap) esegue al pi2|log, j| confronti fra elementi del
vettoreA. Di conseguenza, nel caso peggiore, il numero totale di confronti eseguiti da Heapsoaore
o uguale a

n—1
4n + O(logn) + 2 Z |logy 7| = 2nlogyn + O(n).
j=1

Quindi anche il suo tempo di calcolo nel caso peggiore rigd(talogn).

Esercizio

Esegui Heapsort sulla sequenza3, 2,5,6,7,9,4,2).
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8.5 Quicksort

L'algoritmo Quicksorte una classica procedura di ordinamento, basata su un metodo di partizione della
sequenza di input, che pessere facilmente implementata e offre buone prestazioni nel caso medio. Per
guesto motiva utilizzata come routine di ordinamento in molte applicazioni e viene spesso preferita ad
altre procedure che pur avendo complessitimale nel caso peggiore non offrono gli stessi vantaggi in
media.

La versione che presentiamo in questa sezeorandomizzata, ovvero prevede I'esecuzione di alcuni
passi casuali. L'idea dell'algoritme semplice. La procedura sceglie casualmente un elemenédia
sequenza di input e quindi suddivide quest'ultima in due parti, creando il vettore degli elementi minori
o uguali ada e quello degli elementi maggiori di. In seguito I'algoritmo richiama ricorsivamente se
stesso sui due vettori ottenuti concatenando poi le sequenze ordinate.

Ad alto livello I'algoritmo puw essere descritto dalla seguente procedura nella quale gli elemen-
ti del vettore di ingresso sono estratti da un insiebhéotalmente ordinato e assumono valori non
necessariamente distinti. Denotiamo qui con il simboloperazione di concatenazione tra vettori.

Procedure Quicksqrt)
Input: A = (a1, as,...,a,)tale chea; € U perognii € {1,2,...,n}.
begin
if n <1then returnA
else
begin
sceglia caso uninterbin {1,2,...,n}
calcola il vettored; degli elementi; di A talichei # k ea; < ag
calcola il vettoreAd; degli elementiz; di A tali chea; > ay,
A; = QuicksorfA,)
Ay := Quicksor{ As)
return = A x (ag) * As
end
end

La correttezza della procedurapessere dimostrata facilmente per induzione sulla lunghezza del vettore
di input.

Per valutare il tempo di calcolo richiesto supponiamo di poter generare in @mpain numero in-
tero casuale uniformemente distribuito nell'insiefie2, . .., n}. In queste ipotesi I'ordine di grandezza
del tempo di calcol@ determinato dal numero di confronti eseguiti fra elementi del vettore di ingresso.

8.5.1 Analisi dell'algoritmo

Denotiamo corily,(n) il massimo numero di confronti tra elementi del vettore di ingresso eseguiti dal-
I'algoritmo su un inputA di lunghezzan. E evidente che i vettorid; e A, della partizione possono
essere calcolati mediante— 1 confronti. Inoltre la dimensione di; e A; & data rispettivamente dae

n —k — 1, per qualché: € {0,1,...,n — 1}. Questo implica che per ogni> 1

Twn)=n—1+ 05%23(—1{11”(@ + Tw(n—k—1)},

mentreT,(0) = 0.
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Vogliamo ora determinare il valore esatto Bj,(n). Come vedremo, tale valore occorre quan-
do ogni estrazione casuale determina I'elemento massimo o minimo del campione. Infattg¢ poich
maxo<i<n—1{Tw(k) + Tw(n — k — 1)} > T,y(n — 1), abbiamo che&li,(n) > n — 1 + T;,(n — 1)

e quindi, per ognir € IN, otteniamo

T(n)>nz_:1k—M (8.1)

Dimostriamo ora per induzione ch§,(n) < @ La disuguaglianzéa banalmente vera per= 0.

Supponiamo ch&, (k) < k(kT_l) per ogni interok tale ched < k < n; sostituendo tali valori nella

equazione di ricorrenza e svolgendo semplici calcoli si ottiene

1 2
< n— _ _ _
Twn) <n-—1+ 5 ogli?iil{%(k n+1)+n“—3n+2}
Lo studio della funziong (x) = 2z(x — n + 1) mostra che il valore massimo assunto délizell'inter-
vallo [0,n — 1] €0. Di conseguenza

n*—3n+2  n(n—1)

Tw(n)<n-—1+ 5 = 5

Assieme alla relazione (8.1) quest'ultima disuguaglianza implica

n(n —1)

Tw(n) = 5

Quindi I'algoritmo Quicksort nel caso peggiore richiede un terége?).

Valutiamo ora il numero medio di confronti tra elementi del vettore di ingresso eseguiti dall’al-
goritmo. Chiaramente tale valore determina anche I'ordine di grandezza del tempo medio di calcolo
necessario per eseguire la procedura su una macchina RAM.

Per semplicé supponiamo che tutti gli elementi del vettotali input siano distinti e che, per ogni
n, la scelta casuale dell'intefonell'insieme{1, 2, ...,n} avvenga in maniera uniforme. In altre parole
ogni elemento del campione ha probabi%t di essere scelto. Inoltre supponiamo che il risultato di ogni
scelta casuale sia indipendente dalle altre.

Denotiamo allora cor(n) il numero medio di confronti eseguiti dall’algoritmo su un input di
lunghezzan e, per ognik € {1,2,...,n}, rappresentiamo cof'(n | |4;| = k) il numero medio di
confronti eseguiti supponendo che il vettate ottenuto dal processo di partizione, abbieomponenti.
Possiamo allora scrivere

n—1 n—1
Bn) = Y Pr{lAy = K}B(n | |41 =K) = 3 o~ 1+ B(k — 1) + E(n — K)}
k=0 k=0

Attraverso semplici passaggi otteniamo la sequente equazione di ricorrenza:

0 sen=0,1
B = { n—1+2y 7 E(k) sen>2 (8.2)

Tale ricorrenza pi essere risolta applicando il metodo della sostituzione discusso nella sezione 6.6.1
oppure passando alle funzioni generatrici (vedi sezione 7.4.2).
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Possiamo cagicavare il valore esatto di(n) per ognin > 1:

n

1
E(n)=2(n+1) Z i 4dn = 2nlogn + O(n)
k=1

Di conseguenza I'algoritmo Quicksort pessere eseguito in tempgn log n) nel caso medio.

Esercizio

Confrontare la valutazione del numero medio di confronti appena ottenuta con quella dell’algoritmo Heap-
sort nel caso peggiore.

8.5.2 Specifica dell’algoritmo

Vogliamo ora fornire una versionelpdettagliata dell’algoritmo che specifichi la struttura dati utilizzata

e il processo di partizione. Il nostro obiettieaquello di implementare la procedurdoco, mediante un
procedimento che calcoli la sequenza ordinata attraverso scambi diretti tra i valori delle sue componenti,
senza usare vettori aggiuntivi per mantenere i risultati parziali della computazione. In questo modo lo
spazio di memoria utilizzaté essenzialmente ridotto alle celle necessarie per mantenere il vettore di
ingresso e per implementare la ricorsione.

Rappresentiamo la sequenza di input mediante il vetfiore (A[1], A[2], ..., A[n]) din > 1 com-
ponenti. Per ogni coppia di intep, ¢, tali chel < p < ¢ < n, denotiamo cord, , il sottovettore
compreso tra le componenti di indipes ¢, cioe 4, , = (A[p], A[p+1],..., Alq]). Il cuore dell'algorit-
mo e costituito dalla funzione Partitigp, ¢) che ripartisce gli elementi del vettorg, , rispetto al valore
a della prima componentd [p]; questa funzione modifica quindi il valore delle componentidi, e
restituisce un indicé € {p,p+ 1,...,q} che gode delle seguenti propget

- A[¢] assume il valorey;

- A, ¢—1 contiene i valori minori o uguali ad, originariamente contenuti id, 1 4;

- Ay41,4 CONtiene i valori maggiori div, originariamente contenuti id, 1 ;.

La funzione Partition poiessere calcolata dalla seguente procedura nella quale due puntatori scorrono il
vettore da destra a sinistra e viceversa, confrontando le componenti con I'elemento scelto casualmente.
Per impedire a uno dei due puntatori di uscire dall'insieme dei valori ammissibili aggiungiamo una
“sentinella” al vettoreA, cioé una componentd|n + 1] che assume un valore convenzionale superiore

a quello di tutti gli elementi d4 (per esempie-co).

Supponiamo inoltre che il parametdorappresenti una variabile globale; per questo motivo gli unici
parametri formali della procedura sopce ¢ che rappresentano gli indici del sottovettore sul quale si
opera la partizione (assumiamo sempre< p < g < n). Le altre variabili che compaiono nella
procedura sono locali.
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Function Partitiofip, q)

begin
1:=p+1
Ji=q
while ¢ < jdo
begin
while A[j] > Alp|do j:=j—1
while Ali] < AfpjAhi<jdoi:=i+1
if i< jthen
begin
Scambig@Al[i], A[j])
1:=1+1
ji=j—1
end
end
ScambigAlp], A[j])
return = j
end

Definiamo ora la procedura Quicks@rtq) che ordina il vettored,, , utilizzando la funzione Partition
definita sopra; anche in questo cateé una variabile globale e gli unici parametri formali sono gli indici
p e q che definiscono il sottovettore da ordinare.

Procedure Quicksdt, q)

begin
(1) sceglia caso un interbin {p,p+1,...,q}
(2)  ScambigAlp], A[k])
(3) ¢ := Partitionp, q)
(4) if p</{—1then Quicksortp, ¢ — 1)
(5) if ¢+ 1< qgthen Quicksort/+1,q)
end

L'algoritmo complessiv@ quindi dato dalla semplice chiamata Quické&brt) e dalla dichia-razione di
A come variabile globale.

Esercizi

1) La chiamata di procedura Partitigng) puo eseguire, a seconda dei valori del vettore di ingre$so
n — 1, n oppuren + 1 confronti su elementi diA. Fornire un esempio per ciascuno di questi casi.

2) Dimostrare che la procedura Quickgadrt:) esegue nel caso peggioﬁ@w — 3 confronti tra
elementi del vettore di ingresso.

3) Stimare il numero medio di confronti eseguiti dalla procedura Quicsor), assumendo le ipotesi
presentate nella sezione 8.5.1.

8.5.3 Ottimizzazione della memoria

Vogliamo ora valutare lo spazio di memoria necessario per implementare su macchina RAM la procedu-
ra definita nella sezione 8.5.2. Oltre allecelle necessarie per contenere il vettore di ingresso, occorre
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utilizzare una certa quanaitdi spazio per mantenere la pila che implementa la ricorsione. Se applichi-
amo lo schema presentato nella sezione 5.1, la traduzione iterativa su macchina RAM della procedura
Quicksort1, n) utilizza, nel caso peggiore, uno spazio di mema@r@) per mantenere la pila. Se infat-
ti viene sempre estratto I'elemento maggiore del campione, la pila deve conservare i parametri relativi
a un massimo di — 1 chiamate ricorsive. In questa sezione introduciamo alcune ulteriori modifiche
all'algoritmo e descriviamo una diversa gestione della pila, in parte basata sulla ricorsione terminale de-
scritta nella sezione 5.2, che permette di ridurre lo spazio di memoria richiesto dalla pila a unaquantit
aO(logn).

Osserviamo innanzitutto che la procedura Quicksort descritta nella sezione &%2gaue miglio-
rata modificando I'ordine delle chiamate ricorsive i Precisamente possiamo forzare la procedura a
eseguire sempre per prima la chiamata relativa al sottovettore di lunghezza minore. Si ottiene il nuovo
algoritmo semplicemente sostituendo i comaddlie (5) della procedura Quicksdyt, ¢) con le seguenti
istruzioni:

if {—p<gqg—£Lthen

begin
if p<{¢—1then Quicksor{p,¢—1)
if ¢+ 1< qgthen Quicksort/+ 1,q)
end
else
begin

if ¢+ 1< qthen Quicksort/ + 1,q)
if p<{¢—1then Quicksorfp, ¢ —1)
end

Descriviamo ora una versione iterativa del nuovo algoritmo. Osserviamo innanzitutto che, nel nostro
caso, il criterio di gestione della pila puessere semplificato sfruttando il fatto che le due chiamate
ricorsive sono le ultime istruzioni della procedura. Possiamé digfinire una versione iterativa nella
guale la pila serve per mantenere I'elenco delle chiamate che devono ancora essere eseguite e non sono
state neppure iniziate. In altre parole, nella esecuzione della procedura, la prima chiamata ricorsiva
viene attivata dopo aver accantonato in testa alla pila i parametri necessari per eseguire la seconda.
Quest'ultima sa attivata una volta completata la precedente, quando i suoi parametri si troveranno di
nuovo in testa alla pila. In particolare non abbiamo bisogno di mantenere nella pila il record di attivazione
della procedura chiamante.

L'algoritmo cos ottenutoé descritto nella seguente procedura. Come nella sezione precedente, de-
notiamo conA il vettore di input di lunghezza > 1 che si suppone gipresente in memoria. Il vettore
correntee rappresentato dagli indigie ¢, 1 < p, ¢ < n, che inizialmente coincidono cadne n rispetti-
vamente. Se < q il vettore corrente (A[p|, A[p + 1],. .., A[q]) edé costituito day — p + 1 elementi;
se invece; < p il vettore correntee vuoto. Usando la funzione Partition la procedura spezza il vettore
corrente in due parti rappresentate dagli ingidi — 1 e £ + 1, ¢, dove/ indica la posizione del pivot
restituita da Partitiofp, ¢). La maggiore tra queste due viene memorizzata nella pila mentre la minore
diventa il nuovo vettore corrente.

Nel programma usiamo poi la variabiteper rappresentare la pila e il valakeper denotare la pila
vuota. Gli elementi diS sono coppie di indicii, j) che rappresentano i sottovettori accantonati nella
pila. Rappresentiamo quindi con Pop, Push e Top le tradizionali operazioni sulla pila.
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Procedure Quicksort Iterativo
Input : un vettored = (A[1], A[2],..., A[n]) tale chen > 1 e A[i] € U per
ognii € {1,2,...,n};

begin
p:=1
qg:=n
S:=A
stop= 0
repeat
while ¢g—p>1do
begin
sceglia caso un interbin {p,p+1,...,q}
ScambidA[p|, A[k])
¢ :=Partition(p, q)
i:=4+1
if ¢{—p<q—1{ then ji=q
g =0—-1
1:=0—1
else ji=p
pi=£+1
S := Push(S, (¢,7))
end
- (p.q) == Top(5)
if S # Athen { S := Pop(S)
else stop=1
until  stop=1
return A
end

Si pw dimostrare che la proceduéacorretta. Infatti, al termine dell’esecuzione di ogni ciclo repeat-
until, gli elementi del vettore di ingresso non ancora ordinati sono contenuti nell& gilgpure nel
vettore corrente. La verifica di questa propiétfacile. Di conseguenza, quando si esce dal ciclo,
abbiamo che&S = A eq — p < 1 e questo garantisce che il vettore di ingregsmdinato.

Valutiamo ora I'altezza massima raggiunta dalla pila durante I'esecuzione dell’algoritmo. Osservi-
amo innanzitutto che il vettore corrente sul quale la procedura sta lavorand® man maggiore del
vettore che si trova in testa alla pifa Inoltre, ad ogni incremento di la dimensione del vettore cor-
rente viene ridotta almeno della maetQuando un coppig, ¢) viene tolta dalla pila questa rappresenta
il nuovo vettore corrente e la sua dimensione panaggiore di quella dello stesso vettore corrente ap-
pena prima dell'inserimento dp, ¢) in S. Quindi, durante la computazione la pilagpcontenere al pi
|logy, 1| elementi, dover € la dimensione dell'input.

Esercizi

1) Implementare I'algoritmo iterativo appena descritto su un vettore di elementi distinti e determinare I'al-
tezza massima raggiunta dalla pila. Ripetere I'esecuzione del programma diverse volte e fornire il valore medio
dell’altezza raggiunta.

2) Assumendo il criterio di costo logaritmico, determinare I'ordine di grandezza dello spazio di memoria
richiesto per mantenere la pila.
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8.6 Statistiche d’'ordine

In questa sezione descriviamo un algoritmo per un problema legato in modo naturale all'ordi-namento
di un vettore: determinare H-esimo elemento pipiccolo di una data sequenza di oggetti. Fissato un
insieme totalmente ordinafd il problemae definito formalmente nel modo seguente:

Istanza: un vettorel = (A[l], A[2],...,A[n]) e un interok, talichel < k < ne
Ali] € U perognii € {1,2,...,n}.
Richiesta: calcolare #-esimo pii piccolo elemento dA.

Un caso particolarmente interessante di tale probkerhealcolo della mediana, corrispondente al valore
k=[n/2].

Consideriamo ora un algoritmo qualsiasi che risolve correttamente il problema. Risulta evidente che
I'elemento dato in uscita deve essere confrontato con tutti i rimanenti, altrimenti modificando I'eventuale
componente non confrontata, otterremmo una risposta scorretta. Possidreowmsare il seguente
risultato.

Teorema 8.4 Ogni algoritmo per il calcolo dek-esimo elemento pipiccolo di un vettore richiede
almenon — 1 confronti su un input di lunghezza

Una soluzione al problema puessere quella di ordinare il vettore determinando poi la componente
di postok della sequenza ordinata. Tale metodo richide log n) confronti e potrebbe quindi essere
migliorabile. Mostreremo infatti un algoritmo in grado di risolvere il problema in te@pw), risultando
quindi ottimale a meno di un fattore costante.

Fissato un intero dispa?i + 1, I'algoritmo che vogliamo descrivere suddivide il vettore di ingresso
A = (A[1],A[2],..., A[n]) in [ 57| sottovettori di2¢ + 1 elementi ciascuno (tranne alupi'ultimo).
Per ognuno di questi viene calcolata la mediana e quindi si richiama ricorsivamente la procedura per
determinare la median®l delle mediane ottenute. Si determinano allora i vetfariA, e A3, formati
rispettivamente dagli elementi di minori, uguali e maggiori diV/. Si distinguono quindi i seguenti
casi:

- sek < |A4|, sirisolve ricorsivamente il problema per l'istanz4, , k);

-se|A;| < k < |Ai| + |As| allora la risposta M;

- se|A;| + |Az2| < k sirisolve ricorsivamente il problema per l'istanizés, k — |A1| — |As2]);

Svolgiamo una breve analisi del tempo di calcolo richiesto dall’algoritmo. Osserviamo anzitutto
che ci sono almen@mj mediane minori o uguali &/; ciascuna di queste nel proprio campione

ammette altri elementi minori o uguali. Quindi I'insiemd; U A5 contiene almend@t + 1) Lmj
elementi e di conseguenzg ne possiede al pin — (¢ + 1) L%J. Lo stesso discorso vale pdy .

Non e difficile provare che, pet maggiore o uguale a un valofé opportuno, risulta

n 6t + 3

n= D) = Garr

mn.

Modifichiamo allora I'algoritmo, richiedendo che su un input di lunghezza minorH dil k-esimo
elemento della sequenza venga calcolato direttamente mentre, su un input di lunghezza, si
esegua il procedimento sopra descritto.

Denotando quindi coff'(n) il tempo di calcolo richiesto nel caso peggiore su un input di lunghezza

n, otteniamo
c sen < H
T(n) —{ T(525) + T(33-0) + O(n) sen > H
2t+1 4(2t+1) = 4
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dovec e una costante opportuna. Infdft{5;+) € il tempo di calcolo necessario per determinare la

mediana delle mediané?(4(62t;31)n) e il tempo necessario per eseguire I'eventuale chiamata ricorsiva;
infine, O(n) passi occorrono per calcolarejg; mediane e deteminare gli insiemi, A, e As.

~ Osserviamo ora chg 5 + 575;73y < 1 se e solo se > 3. Ricordando la soluzione delle equazioni
di ricorrenza del tipo

c sen <b
Tn) = { T(lan])+T([Bn]) +n sen >b.

presentata nel corollario 6.2, possiamo concludere che pertog:ni% I'algoritmo lavora in tempo
T(n) = O(n) nel caso peggiore.
Sceglienda = 2 possiamo fissar& = 50 e otteniamo la seguente procedura:

Procedura Seleziofd = (A[1], A[2],..., A[n]), k)
if n < 50then
begin
ordina(Al[1], A[2],..., A[n])
return  A[k]
end
else
begin
dividi Ain [n/5] sequenzesy, Sa, ..., Sy s
for ke {1,2,...,[n/5]} do calcola la medianad/;, di Sy
M .= SGlEZiOI’]a(Ml, Mo, ... ,M[n/g,]), “%D
calcola il vettored; degli elementi diA minori di M
calcola il vettoreA, degli elementi did uguali aM
calcola il vettoreds degli elementi diA maggiori diM
if k<|Ai|/thenreturn  Selezion@A;, k)
if |A1] <k <|Ai]+|A2|thenreturn M
if |Ai|+ |A2| < kthenreturn  Selezion@As, k — |Ai| — |A2|)
end

8.7 Bucketsort

Gli algoritmi che abbiamo presentato nelle sezioni precedenti sono tutti basati sul confronto e non uti-
lizzano alcuna specifica propréetlegli elementi da ordinare. In questa sezione presentiamo invece un
algoritmo che dipende dalle propretell'insieme dal quale gli oggetti della sequenza di input sono
estratti.

Come vedremo, il procedimento che illustriamstabile, cié fornisce in uscita un vettore nel quale
gli elementi che hanno lo stesso valore conservano I'ordine reciproco che possedevano nella sequenza
di input. Questa propriate spesso richiesta dalle procedure di ordinamento pdighlori di ingresso
possono essere campi di record che contengono altre informazioni e che sono originariamente ordinati
secondo un criterio differente. In molti casi, qualora due elementi abbiano lo stesso valore, si vuole
conservare l'ordine precedente.
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L'idea dell'algoritmo Bucketsort viene solitamente presentata attraverso un semplice esempio. Sup-
poniamo di voler ordinare interi 1, xo, . .., x,, che variano in un intervall®, m — 1], dovem € N.
Sem & abbastanza piccolo, pessere conveniente usare il seguente procedimento:

begin
for i€ {0,1,...,m — 1} do crea una listd (7) inizialmente vuota
for je{1,2,...,n}do aggiungiz; alla listal(z;)
concatena le listé(1), L(2),..., L(m) nel loro ordine

end

La lista ottenuta dalla concatenazionddi ), L(2), ..., L(m) fornisce ovviamente la sequenza ordina-
ta.

Questo metodo richiede chiarametitén + n) passi e risulta quindi lineare se ha lo stesso ordine
di grandezza dhr, migliorando quindi, in questo caso, le prestazioni degli algoritmi presentati nelle
sezioni precedenti.

Con alcune variazioni la stessa ideadpessere usata per ordinare una sequenza di parole su un
alfabeto finito. Sia® un alfabeto finito formato dan simboli distinti e denotiamo col™ I'insieme
delle parole definite si (esclusa la parola vuota). Definiamo ora I'ordinamento lessicografiéosu
che, comee ben noto, corrisponde al tradizionale ordinamento delle parole in un dizionario< Sia
una relazione d’ordine totale Stie sianox = z1x2---x; €y = y1y2 - - -y, due parole inS™, dove
x;,y; € X per ognii e ognij. Diciamo chex precede lessicograficamentéx <, y) se:

- x e un prefisso di, cioe k < h ex; = y; per ognii < k,

- oppure esistg, 1 < j < k, tale chex; = y; perognii < j, x; # y; ex; < y;.

E facile verificare che<, & una relazione d'ordine totale . Descriviamo allora una procedura
per ordinare, rispetto alla relazior&, unan-pla di parole su=™, tutte di lunghezza&. Applicando
il procedimento illustrato sopra I'algoritmo costruisce la lista delle parole di ingresso ordinate rispetto
allultima lettera. Successivamente, si ordina la listal @igenuta rispetto alla penultima lettera e si
prosegue nello stesso modo per tutté f@osizioni in ordine decrescente. Come dimostreremo in seguito
la lista che si ottiene risulta ordinata rispetto alla relazigpe

Esempio 8.1 Consideriamo l'alfabetda, b, c}, dovea < b < ¢, e applichiamo il metodo illustrato alla sequenza di parole
bacc, abac, baca, abbe, cbab.

L'algoritmo esegué cicli, uno per ogni posizione delle parole di ingresso. Denotiamolcorly, L. le liste delle parole che
hanno rispettivamente la lettesiab, ¢ nella posizione corrente. Le liste al termine di ciascun ciclo sono le seguenti:

1) La = (baca)
= (cbab)
= (bacc, abac, abbc)
2) La = (cbab, abac)
= (abbc)
= (baca, bacc)
3) La = (baca, bacc)
= (abab, abac, abbc)
=0
4) La = (abab, abac, abbc)
= (baca, bacc)
=

)

La sequenza ordinatadata dalla concatenazione delle lisig L, e L. ottenute al temine dell’'ultima iterazione.
1
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Descriviamo ora nel dettaglio la procedura. SianQaso,...,a,, gli elementi diX considerati
nell’ordine fissato. Linpute dato da una sequenza di pardlg, X, ..., X,, tali che, per ogni €
{1,2,...,n}, X; = bi1bia--- b;, doveb;; € ¥ per ognij. Per ogni lettera;, L(a;) denota la lista
relativa alla lettera;; all'inizio di ogni ciclo ciascuna di quest vuota (\). Denotiamo inoltre cord)
la lista contenente la concatenazione dél(e;) al termine di ogni iterazioneE evidente che in una
reale implementazione le liste(a;) e @ non conterranno effettivamente le parole di ingresso ma, pi
semplicemente, una sequenza di puntatori a tali stringhe.

Procedura Bucketsort
Input: una sequenza di paralg, X, ..., X, taliche, perogni € {1,2,...,n},
X; = bjrbia - - - by dOVGbZ'j eX per ognij =12,..., k.
begin
for i=1,2,...,ndo aggiungiX; in coda aQ
for j=kk—1,...,1do

begin
for ¢=1,2,...,mdo L(ay) :=A
while @ # A do
begin
X :=Front (Q)
Q@ := Dequeue (Q)
siaa; la lettera diX di postoj
Inserisci  _in _coda (L(at), X)
end
for ¢=1,...,mdo concatend.(a,s) in coda aQ
end

end

Teorema 8.5 L'algoritmo Bucketsort ordina lessicograficamente una sequenzagdrole di lunghezza
k, definite su un alfabeto di lettere, in temp@ (k(n + m)).

Dimostrazione.Si prova la correttezza dell’algoritmo per induzione sul numero di iterazioni del loop
piu esterno. Al termine dellaesima iterazione la list@ contiene le parole ordinate lessicograficamente
rispetto alle ultime lettere. Osserva infatti che, se alla1-esima iterazione, due parole sono poste nella
stessa listd.(a;), queste mantengono 'ordine reciproco che possedevano al termineedttio ciclo.
Nota infine che ogni ciclo richied®(n + m) passi per analizzare uno dopo l'altro gli elementtde
concatenare le listé(a;). QuindiO(k(n + m)) passi sono necessari per terminare I'implementazione.

Concludiamo ricordando che I'algoritmo presentatd pssere migliorato ed esteso al caso in cui le
parole di ingresso sono di lunghezza diversa.L3xla somma delle lunghezza delle parole di ingresso
si possono ordinare queste ultime in tenipon + L).

Esercizi
1) Tra gli algoritmi di ordinamento presentati nelle sezioni precedenti quali sono quelli stabili?

2) Ricordando I'algoritmo per il calcolo della mediana di una sequenza, descrivere una nuova versione di
Quicksort che richiede un temp(n log n) nel caso peggiore.



Capitolo 9

Strutture dati e algoritmi di ricerca

Analizzando un problema, spesso ci si accorge che essegs@re agevolmente risolto mediante sequen-
ze di prefissate operazioni su opportuni insiemi. In altri termini, il progetto di un algoritmo risolutivo
per il problema risulta agevolato se ci si riferisce ad una “naturale” struttura di dati, dove conveniamo di
chiamarestruttura datila famiglia di tali insiemi ed operazioni.

L'individuazione di una struttura di dati permette di suddividere il problema in (almeno) due fasi:

1. progetto di un algoritmo risolutivo “astratto” espresso in termini di operazioni della struttura di
dati.

2. progetto di algoritmi efficienti per la rappresentazione dei dati e I'implementazione delle oper-
azioni sul modello di calcolo a disposizione.

Questa impostazione unisce semplicithiarezza e facibtdi analisi. Infatti la correttezza dell’algo-
ritmo “eseguibile” pw essere ottenuta considerando separatamente la correttezza dell’algoritmo “as-
tratto” e quella dellimplementazione delle operazioni. Infine, sb msservare che molti problemi
ammettono come “naturale” la stessa struttura dati: particolare attenzioree iantat caso dedicata
all'implementazione efficiente delle operazioni (algoritmi di base).

Questo approcci@ gia stato utilizzato nel capitolo 4 per introdurre le strutture dati di base quali
vettori, liste, pile, ecc. Vogliamo ora studiare I'argomento con maggiore sisteragirgisentando una
nozione generale di struttura dati.

9.1 Algebre eterogenee
Introduciamo innanzitutto un minimo di terminologia. La nozione centrale

STRUTTURA DI DATI = INSIEMI + OPERAZIONI

viene colta dal concetto di algebra eterogenea.

Data una sequenza di insiei;, As, . .., A,], diremo chek € il tipo dell'insiemeAy. Una funzione
parzialef : Apq)x...x Ay — A @dettaoperazione $di, As, ..., Ay] diarie@(k(1)k(2) ... k(s),1);
la ariet di una operazione dunque una coppi@v,y) dovew € una parola s§1,2,...,n} ey € un
elementoin{1,2,...,n}. Se indichiamo coa la parola vuota, conveniamo che con operazione diariet
(e, k) si debba intendere un elemento4yj; tali “operazioni” sono anche dett®stanti

116
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Definizione 9.1 : Un’algebra eterogeneal € una coppiad = ([A1, ..., 4], [f1,- .-, fx]), doveA;, A,, . ..

sono insiemi €1, fo, ..., fr SONO operazioni s, Ao, ..., A,] di data aried.

Vediamo alcuni esempi di algebre eterogenee.

Esempio 9.1 [PARTI DI A]

PARTIDI A = ([A, SUBSET(A), BOOL|,[MEMBER, INSERT, DELETE,

D,a1,a2,...,0m])
dove:
o A = {ai,az,...,am} & un insieme fissato ma arbitraris7 BSET'(A) & la famiglia di sottoinsiemi di4 con @

insieme vuotoBOOL = {vero, falso};

e MEMBER: Ax SUBSET(A) — BOOL,
INSERT,DELETE : A x SUBSET(A) — SUBSET(A)
sono le seguenti operazioni:

vero sereY
falso altrimenti
INSERT (z,Y) =Y U{x},
DELETE(x,Y) =Y —{z};

MEMBER(z,Y) =

Le ariet delle operaziol EM BER, INSERT, DELETE, O, ax sono rispettivamentd 2, 3), (12, 2), (12, 2), (¢, 2),
(e, 1). ]

Esempio 9.2 [PARTI DI A ORDINATO (PAO)]

PAO = ([A, SUBSET(A), BOOL),[MEMBER, INSERT, DELETE, MIN,

@,ah . ,am])
dove:
o (A={ai,aq,...,an}, <) euninsieme totalmente ordinat${/ BSET(A) ¢ la famiglia di sottoinsiemi dd con@

insieme vuotoBOOL = {vero, falso};

e MEMBER,INSERT, DELETE sono definite come nell'insieme precedemé/N : SUBSET(A) — A&
I'operazione di ari€t (2,1) conM IN(Y) = min{z|z € Y}.

1
Esempio 9.3 [PARTIZIONI DI A]
PARTIZIONI DI A= ([A, PART(A)],[UNION, FIND,ID,as,...,am))
dove:
e A={ai,az,...,an}euninsiemePART(A) & lafamiglia delle partizioni di (o0 equivalentemente delle relazioni

di equivalenza sul) dovelD & la partizione iden#t I D = {{a1}, {a2},...,{am}}

e UNION : Ax Ax PART(A) — PART(A),
FIND: Ax PART(A) — A
sono le operazioni:

UNION (z,y, P) = partizione ottenuta da P facendo 'unione delle classi di equivalenza conterenti

Y
FIND(x, P) = elemento rappresentativo della classe di equivalenza in P contenedsserva che, se
x ey appartengono alla stessa classe di equivalen#g alloraF'IN D(xz, P) = FIN D(y, P).

La ariet delle operaziony NION, FIN D sono rispettivamente (112,2), (12,1).

, An
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Esempio 9.4 [PILE DI A]

PILEDIA = ([A, STACK(A), BOOL|, ISEMPTY, PUSH, POP, TOP,

A, ar, ..., am])
dove:
e A={ai,...,am} €uninsiemeSTACK (A) & l'insieme delle sequenze finite
[ak(1)s - - - ar(ny] di elementi did, compresa la sequenza vudia= { }.

e ISEMPTY : STACK(A) — BOOL,
PUSH : STACK(A) x A — STACK(A),
POP : STACK(A) — STACK(A),

TOP : STACK(A) — A
sono le operazioni:

_J vero seS=A
ISEMPTY () = falso altrimenti
PUSH ([ak(1ys - - - ar(m)], @) =lak(ys - - - Gr(n), a]

POP([ak(l), ey ak(n)]) =[ak(1), e ,ak(n,l)}
TOP([ak(), - - Ak(n)]) =Ar(n)

Learied diISEMPTY, PUSH, POP,TOP, A, ay, sono rispettivamente (2,3), (21, 2), (2,2), 242}, €,1). Le
operazioni POP e TOP non sono definiteAsu

Siano ora date due algehfe= ([A1, Ao, ..., A, [f1,---, fs]) € B={([B1,Ba,..., By,
[91,-..,9s]), dovef; e g; hanno la stessa aréeper ogni.

Un omomorfismap : A — B e una famiglia di funzioni; : A; — B; (1 < j < n) tale che, per
ogni indices, se I'operaziong; ha aried (k(1)k(2) ... k(s),1) vale:

AL fi(Tr(rys -5 Ths))) = Gil Py (Tr(1))s - -+ > Pr(s) (Ths))

Se inoltre le funzionip; sono corrispondenze biunivoche, diremo ¢he un isomorfismo e chd e
isomorfo aB, scrivendod = B.

Esempio 9.5
Siano date le algebt® = ([{...,-1,0,1,...}],[+,]) e Z, = ([{0.1, ....p-1], [+, -]}, dove+ e denotano (ambiguamente)
l'usuale somma e prodotto e la somma e prodotto mogulaa trasformazioné-), : Z — Z, che associa ad ogni intetoll
resto della divisione per € un omomorfismo di algebre. 1
Esempio 9.6
Consideriamo I'algebra PARTIZIONI DI A prima definita e I'algebra
FORESTE SU A:
FORESTE SU A= ([A, FOR(A)],[UNION,FIND,ID,ay,...,an])

dove:

o A={ai,...,am}&uninsiemeFOR(A) & lafamiglia delle foreste con vertici i, in cui ogni albero ha una radice;

ID e laforesta in cui ogni vertice un albero.

e UNION : Ax A x FOR(A) — FOR(A),
FIND: Ax FOR(A) — A
sono le operazioni:

UNION (z,y, F) = foresta ottenuta da F collegando la radice dell'albero che contiene il nadia
radice dell'albero che contiene il nogoidentificando quest'ultima come radice del nuovo albero ottenuto.
FIND(z, F) = radice dell'albero in F contenente il vertice

E facile verificare che la funzione ideritif : A — A e la funzionep : FOR(A) — PART(A) che ad ogni foresta F
associa la partizione P in cui ogni clagséormata dai vertici di un albero in F realizzano un omomorfismo tra FORESTE SU
A e PARTIZIONI DI A. Osserviamo inoltre che 'omomorfismeouna corrispondenza biunivoca se ristretta alle costanti, che
sono[ID,aq,...,an] nel caso di FORESTE SU A e [IDy, ..., an] nel caso di PARTIZIONI SU A. 1
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9.2 Programmi astratti e loro implementazioni

Molti problemi incontrati in pratica si possono ridurre a sottoproblemi, ognuno dei qualepsere
astrattamente formulato come sequenza di operazioni su una struttura di dati. Questo porta in modo
naturale alla seguente:

Definizione 9.2 Fissata una struttura di datd = ([A;, Ao, ..., Ay, [f1,- .-, fs]), diremo che urpro-
gramma astratt® su A & una sequenzé;; Ss, ..., Sy in cui.S; € unaistruzione del tipo

Xi = fk(Zh- . .,ZS)

doveZi, ..., Zs sono costanti o variabili in{X1, ..., X;_1}. Naturalmente ogni variabile sardi un
dato tipo, e sék(1)k(2)...k(s),l) & l'arieta di f; allora X; & ditipol, Z; ditipo k(1), ..., Z, di tipo
k(s).

Dato il programmab sopra definito, possiamo assegnare ad ogni variahilen elementares 4(X;)
dell’algebraA, definito induttivamente nel modo seguente:

resa(a) =a per ogni costante,
resa(X;) = fr(resa(Z1),...,resa(Zs)) se lai-esimaistruzione ity e’ del tipo
Xi = fk‘(Zla s ZS)

Osserva che la definizione ben posta poiéhin S ogni variabile X; dipende solo dalle precedenti
X1, X9,...,X;_1. Diremo inoltre che ilrisultato del programmaS = (S1;S2;...;Sn) € I'elemento
resa(Xp).

Un concetto importante quello di implementazione concreta di una struttura dati astratta; in questo
caso la nozione algebrica cruci@euella di omomorfismo biunivoco sulle costanti.

Diciamo che un omomorfism¢ : A — B tra due algebred e B & biunivoco sulle costanse la
restrizione dip sull'insieme delle costané una corrispondenza biunivoca.

Vale il seguente:

Teorema 9.1 Dato un programmab, due algebred e B e un omomorfismg : A — B biunivoco sulle
costanti, sex & il risultato di S suA e seg & il risultato di S su B allora vale ches = ¢(«a).

Dimostrazione. Poicle per ipotesi le costanti sono in corrispondenza biunivoca, basta dimostrare per
induzione chey(res4(X;)) = resp(X;) per ogni variabileX;.

Infatti, se I'istruzionei-esima diS & della formaX; := fi(Z1,. .., Zs) abbiamo:
p(resa(Xi)) = o(fr(resa(Zn), ... resa(Zs)))
= fi(d(resa(Zy)),...,p(resa(Zs))) per definizione di omomorfismo
= fr(resp(Z1),...,resp(Zs))) per ipotesi di induzione
= resp(X;)

Osserviamo come conseguenza che se due algekr& sono isomorfe, allora i risultati dell’'ese-
cuzione di un programma4 sulle due algebre sono corrispondenti nellisomorfismo; da questo punto
di vista algebre isomorfe risultano implementazioni equivalenti della struttura di dati (si parla di dati
astratti, ci@ definiti a meno di isomorfismo).

Se vogliamo implementare un programma (astratey una macchin& AM, € necessario che:
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1. Ad ogni operazione dell'algebrd sia associata una procedura che opera su strutture di dati ef-
ficientemente implementabili SRAM (vettori, liste, alberi); si ottiene in tal modo una nuova
algebrabB;

2. L'implementazione deve essere corretta; per quanto visto gaeatoo se possiamo esibire un
omomorfismap : B — A biunivoco sulle costanti;

3. Limplementazione deve essere efficiente.possibile che implementazioni “naturali” per una
operazione siano fortemente penalizzanti per le altre; in generalasagssario scegliere I'algebra
B con quella giusta ridondanza che mantenga bilanciato il costo della implementazione per tutte
le operazioni.

Per quanto detto, il costo dell’esecuzione B4 M di un programma (astrattd) su una algebra
A dipende dalla particolare implementazione. Ci limitiamo nel nostro contesto ad identificare il costo
con la “complessit on-line”, in cui ci si riferisce esclusivamente alla esecuzione on-lite dove ci@
I'esecuzione della-esima istruzione deve essere fatta senza conoscere le seguenti.

Concludiamo osservando che alcune implementazioni non sono realizzabili se il numero di costanti
dell’algebrae alto. Chiariamo questo fatto su un esempio specifico: I'implementazidh@ R’ DI A.
SiaA = {e1, -+, en}; una semplice rappresentazione di un sottoinsiéimeéi A & ottenuta dal suo
vettore caratteristic®’y, doveVx € un vettore din bit tale che

1 see,e X
0 altrimenti

Vx k| = {

Limplementazione delle operazioM EM BER, INSERT, DELETE, &€ immediata ed un program-
ma astratto di lunghezzaé eseguibile in tempo ottimale(n); tuttavia dobbiamo definire e mantenere
in memoria RAM un vettore di dimensione, cosa che risulta impraticabile in molte applicazione.

Esempio 9.7
Un compilatore deve tener traccia in una tabella di simboli di tutti gli identificatori presenti sul programma che deve tradurre.
Le operazioni che il compilatore esegue sulla tabella sono di due tipi:

1. Inserimento di ogni nuovo identificatore incontrato, con eventuali informazioni (esempio: il tipo);
2. Richiesta di informazioni su un identificatore (esempio: il tipo).

E quindi richiesta una implementazione efficiente delle operaZidit ERT, M EM BER suPART DI “Identificatori”;
la rappresentazione di un insieme di identificatori mediante il suo vettore caratteristico risulta impraticabielparatero
di possibili identificatori in un linguaggio di programmaziotegeneralmente elevatissimo (r&lsono possibili27 - 3037
identificatori). 1

9.3 Implementazione di dizionari mediante “Hashing”

Molti problemi possono essere modellati in modo naturale facendo riferimento all’alg&RfE DI A;
guesta struttura viene chiamata “dizionario”. Obbiettivo di questa segidinpresentare le idee di base
per I'implementazione di un dizionario con tecniche di “Hashing”.

Una funzione di hashing pet & una funzioné: : A — {0,1,2,...,m — 1}; qui supponiamo chg
possa essere calcolata in tempo costante. Ogni elemento che implétaeR#/ DI A e descritto da
un vettore(V[0], ..., V[m—1]) dove, per ognk, V[k] € un puntatore aunalisfa, =< e, - - -, exs, >
di elementi diA, con la richiesta ulteriore chigley;) = k£ (1 < j < s); in tal modo si individua uni-
vocamente il sottoinsiem& C A formato da tutti gli elementi presenti nelle listg, L1, -+, Ly, 1.
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La procedura che implement&v SERT (a, X) (risp. DELETE(a, X), risp.
MEMBER(a, X)) pud essere coslescritta:

1. Calcolah(a).

2. Appendia alla listaLy, ) (risp. cancella dalla listaLy, ) , risp. controlla se e nella listal;, ).

L'analisi rispetto al “caso peggiore” noé molto incoraggiante. Supponiamo infatti di avere un
programmas che consiste im istruzioni I N SERT'’; pud succedere chk associ lo stesso valore (per
esempid)) a tutti glin elementi inseriti, ed in tal caso il numero di operazioni elementari effettuate sulla
lista puntata d&/[0] € "1, k = ©(n?).

Limplementazione precedente risulta invece interessante per il “caso medio”, nell'ipotégsizghe
assuma con uguale probakilitn qualsiasi valore 0, 1,---,m — 1} per un qualsiasi elemento da
inserire. Allora per ogni programm@ conn istruzioni la lunghezza media di ogni lisésal ptin/m e
il tempo medio risulta quindD(- - n).

Se S & conosciuto prima dell’esecuzione (caso off-line), scegliende- |S| (ovwerom = n), Si
ottiene un tempo medio ottima(@(n).

Nel caso di algoritmi on-line, non si puassumere a priori la conoscenza della lunghezza del pro-
grammas. Si pw allora procedere come segue:

1. Fisso uninteren > 1 e costruisco una tabella di hagh di m elementi.

2. Quando il numero di elementi inseriti supera costruisco una nuova tabella di dimensione
2-m e ridistribuisco gli elementi second@; quando il numero di elementi supe&ram costruisco
una nuova tabelld; di dimensione2? - m ridistribuendo gli elementi secondb,, e cos via
costruendo tabell&). di dimensione” - m, fino ad avere esaurito tutte le istruzioni.

Fissiamom = 1 per semplicid di analisi. Poich il tempo medio per ridistribuire gli elementi
dalla tabellal}, _; nella tabellal}, & O(2%), il tempo complessivo necessario alle varie ridistribuzioni
O(1 424 ---+2M) essend@™ < n = |S|. Poicte1 4+ 24 --- +2M =2.2M 1 = O(2M), tale
tempoe O(n). Poicle inoltre ogni lista ha lunghezza aspettata al pil'esecuzione di ogni istruzione
in S costa mediament@(1). In conclusione:

Proposizione 9.2L'implementazione con tecnica di hashing di un prograns un dizionario ha un
tempo medio di calcol®(|S]).

9.4 Alberi diricerca binaria

Descriviamo ora una struttura utile per implementare, con buona efficienza nel caso medio, programmi
astratti sulla struttura dati PARTI D4 ORDINATO. | sottoinsiemi did vengono qui rappresentati medi-
ante alberi diricerca binaria. Le operazioni che dobbiamo implementare sono quelle di MIN, MEMBER,
INSERT e DELETE.

Ricordiamo innanzitutto ché & un insieme totalmente ordinato e denotiamo sola relativa re-
lazione d'ordine. Dato un sottoinsienseC A, unalbero di ricerca binariaper.S € un albero binarid’,
i cui vertici sono etichettati da elementi 8i che gode delle seguenti propéet Denotando cot(v)
I'etichetta di ogni vertice), abbiamo:

1. per ogni elements € S, esiste uno e un solo verticein T tale cheE (v) = s;
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2. per ogni vertice, seu € un vertice del sottoalbero sinistrodallora E(u) < E(v);

3. per ogni verticey, seu € un vertice del sottoalbero destrowdallora E(u) > E(v).

Dato S = {s1,s2,...,s,}, ordinando i suoi elementi in ordine crescente otteniamo un veffote
(S[1],S[2],...,S[n]); é facile dimostrare per induzione che un albero bindridi » nodi diventa un
albero di ricerca binaria pe$ se, per ognik = 1,2,...,n, si etichetta conS[k] il k-esimo vertice
visitato durante I'attraversamento in ordine simmetric@ 'di

Per esempio, sia l'insieme delle parole della lingua italiana ordinate in modo lessicografico e sia
S I'insieme{ la, pecora,e , un, animale, ferocé; tale insiemee rappresentato dal vettof@nimale,e
, feroce, la, pecora, ui. Nel seguente albero binario @inodi i vertici sono numerati secondo l'ordine

Xﬂ

Il seguente risulta allora un albero di ricerca binaria.per

s (1)
animale e pecora
feroce e un

e

Possiamo rappresentare un albero di ricerca binaria mediante le tgipelles £ e padre Nel
nostro caso otteniamo la seguente rappresentazione:

vertici | sin  des E padre
1 0 3 animale 4
2 0 0 e’ 3
3 2 0 feroce 1
4 1 5 la 0
5 0 6 pecora 4
6 0 0 un 5

E chiaro che, per ogni nododi 7', i nodi con etichetta minore di'(v) si trovano eventualmente nel
sottoalbero sinistro di. Quindi, possiamo determinare il vertice con etichetta minima semplicemente
scorrendo il ramo sinistro dell’albero. Il procedimeraescritto dalla seguente procedura nella quale
rappresentiamo conla radice dell’albero.
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Procedure MIN (r)

begin
vi=r
while  sin(v) # 0do v := sin(v)
return v

end

Analogamente, I'operazione MEMBER, S) pud essere eseguita mediante la seguente procedura ri-
corsiva CERCAx, v) che verifica se nel sottoalbero avente per radiaesiste un nodo di etichetta
xZ.

Procedure CERCA(z,v)

begin
if x:= FE(v)then return  wvero
if < E(v) then if sin(v)# 0then return  CERCA(z, sin(v))
else return falso
if x> E(v) then if des(v) # 0then return  CERCA(z, des(v))
else return falso
end

L'appartenenza di un elemento all'insierSerappresentato dall’albero di ricerca binaifigpud essere
allora verificata semplicemente mediante la chiamata CERCA.

Per quanto riguarda I'operazione INSERTS), osserviamo che seappartiene &' l'insieme non
viene modificato. Se invecg e rappresentato dall’albero di ricerca bindfi@ = ¢ S, I'algoritmo deve
inserire inT un nuovo nodo etichettato can preservando la struttura di albero di ricerca binaria. In
questo modo I'algoritmo restituisce un albero di ricerca binaria per I'insigméz}. Il procedimente
ottenuto mediante la seguente procedura ricorsiva che eventualmente inserisce un nodo etiaiadttato
sottoalbero di radice.

Procedure INSERT(z,v)

begin
if < E(v)then if sin(v) # 0then INSERT(z, sin(v))
else CREANODO.SIN(v, z)
if x> FE(v)then if des(v) # 0then INSERT(z,des(v))
else CREANODO.DES(v, z)
end

Qui la procedura CREANODO_SIN(v, x) introduce un nuovo nodd, figlio sinistro div ed etichettato
conz, aggiornando la tabella come segue:

sin(v) :=0; padre(v) :=v; E(0):=z; sin(0):=0; des(v):=0

La procedura CREANODO_DES(v, ) & definita in maniera analoga.

Osserviamo che I'implementazione delle operazioni MIN, DELETE e INSERT non richiedono I'u-
so della tabellaadre(v); tale tabella risulta invece indispensabile per una efficiente implementazione
dell’'operazione DELETE.

Una possibile implementazione di DELETE S), dove S e rappresentato da un albero di ricerca
binariaT’, richiede I'esecuzione dei seguenti passi:
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1. Determina I'eventuale nodotale cher = E(v).
2. Sev possiede al pi un figlio, allora:

a) sewv e una foglia basta togliere dall’albero, ovvero eliminare la riga corrispondente nella
tabella aggiornando opportunamente quella relativa al padre;

b) sew & radice e ha un unico figlio basta ancora toglieredall’albero e assegnafea padre(v)
rendendo cas) radice dell’albero;

c) sewv none radice e ha un unico figlid basta togliere dall’albero collegando direttamente
conpadre(v). Naturalmente se era figlio sinistro si pongin(padre(v)) := 0, mentre se
era figlio destro si ponées(padre(v)) := 0.

Nel seguito indichiamo con TOGL4) la procedura che esegue i calcoli relativi al puntok.
chiaro che se possiede al pi un figlio I'esecuzione di TOGLb) permette di ottenere un albero
di ricerca binaria pef — {z}.

3. Sew ha due figli si pd determinare il vertice,; che ha etichetta massima nel sottoalbero di
sinistra div. Poicte vy, non ha figlio destro, associandovd’'etichetta divy,; e applicando la
procedura TOGL(v,,) si ottiene un albero di ricerca p8r— {x}.

Il passo 3) richiede il calcolo del vertice di etichetta massima nel sottoalbero che ha per radice un nodo
qualsiasiu. Questo pa essere determinato scorrendo il ramo di destra dell'albero, come descritto nella
seguente procedura.

Procedure MAX (u)

begin
vi=u
while des(u) # 0 do v := des(v)
return v

end

La procedura principale per I'implementazione dell'operazione DELE BHora la seguente:

Procedure ELIMINA (z,v)

begin
if =< E(v)Asin(v)# 0then ELIMINA (z, sin(v))
if x> E(v)Ades(v) #0then ELIMINA (z,des(v))
if ==FE() then if v haal piu’ un figliothen TOGLI(v)
else
begin
v = MAX (sin(v))
E(v) := E(vy)
TOGLI(var)
end
end

L'operazione DELETEz, S), dovesS € un insieme rappresentato da un albero di ricerca bifigrén
radicer, pud quindi essere implementata dalla semplice chiamata ELIMINA), dover € la radice di
T.
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Le procedure qui delineate MEMBER, INSERT, MIN, e DELETE richiedono, se applicate a un
albero di altezz&, un tempo di calcol@(h); ricordiamo che un albero binario dinodi ha un’altezza
tale chelogn < h < n — 1. Poicte applicando all’insieme vuoto un programma astratte dperazioni
MEMBER, INSERT, MIN e DELETE si ottengono alberi di alipi elementi, ne segue che I'esecuzione
di un tale programma richiede tempt{n?). Purtroppo questo limite superiogestretto: se infatti, in un
albero di ricerca binaria inizialmente vuoto, inseriamo consecutivameatementia, as, . . ., a, tali
chea; < as < -+ < ap, S eseguon(ZZ;é k ~ %2 operazioni di confronto.

Fortunatamente le prestazioni nel caso medio risultano migliori. Consideriamo infalgtimenti
ai,as, . ..,a, talichea; < as < --- < a, € supponiamo di voler inserire tali elementi in un ordine qual-
siasi nell'ipotesi che tutti i possibili ordinamenti siano equiprobabiltl piecisamente scegliamo una
permutazione casual@, 1), a,); - - -, ap(n)) deglin elementi assumendo che tutterlepermutazioni
abbiano la stessa probatilitli essere scelte. Consideriamo quindi il programma INSERT), S),
INSERT(ay,2), S), - - - , INSERTay,), S) € denotiamo coff;, il numero medio di confronti necessari
per eseguire tale programma. Osserviamo innanzitutto che, pekagHil, 2, ...,n}, ap1) = ai con
probabilii 1/n. In questo caso I'albero di ricerca ottenuto alla fine dell’esecuzione dell’algoritndo avr
la radice etichettata dg,, mentre il sottoalbero di sinistra della radice coriiérr 1 elementi e quello di
destran — k. Questo significa che durante la costruzione dell’albero, il valgrg sar confrontato con
tutti gli altri elementi della sequenza, per un totaledi 1 confronti; inoltre, eseguiremo in media_
confronti per costruire il sottoalbero di sinistrdlk_; per costruire quello di destra. Di conseguenza,
nel casau,(1) = ay, si eseguona — 1 + Ty 1 + T, confronti. Poicle questo evento si verifica con
probabil&i1/n per ognik, otteniamo la seguente equazione, valida per ciascunl:

n
1

T, = Z *(TL —1+Tk 1+ Tn—k)
=1"

Mediante semplici passaggi questa equazione si riduce alla ricorrenza

T — 0 sen =1
T Sk i(n— 14Ty +T,—p) altrimenti

che coincide con quella ottenuta nell’analisi di Quicksort, studiata nelle sezioni 6.6.1 e 7.4.2. Si ottiene
in questo modo il valord,, = 2nlogn + O(n).

Possiamo allora concludere affermando che, nel caso medipgerazioni MEMBER, INSERT e
MIN eseguite su un albero di ricerca binaria inizialmente vuoto, richieddnolog n) passi.

Esercizi

1) Le procedure CERCA, INSERT e ELIMINA appena descritte sono procedure risorsive. Quali di queste
forniscono un esempio di ricorsione terminale?

2) Descrivere una versione iterativa delle procedure CERCA, INSERT e ELIMINA.

3) Descrivere un algoritmo per ordinare un insieme di elemgm@tssumendo in input un albero di ricerca
binaria perS. Mostrare che, s§ possiede: elementi, I'algoritmo funziona in temp®(n) (si assuma il criterio
uniforme).

4) Usando gli alberi di ricerca binaria (e in particolare la procedura di inserimento) si descriva un algoritmo
di ordinamento generico. Svolgere I'analisi dell’algoritmo nel caso peggiore e in quello medio (nelle solite
ipotesi di equidistribuzione) e confrontare i risultati con quelli relativi a Quicksort.
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9.5 Alberi2-3

Abbiamo precedentemente osservato che I'implementazione di PART@RDINATO mediante alberi

di ricerca binaria, permette di eseguire programmi astratti itruzioni in tempo medi@(n logn);

tuttavia, nel caso peggiore, si ottengono tempi di cal®i{a?). In questa sezione presentiamo una

struttura che permette di eseguire lo stesso calcolo in tenjpdog n) anche nel caso peggiore.
Osserviamo innanzitutto che, usando strutture ad albero per implementare PARDRDINATO,

il tempo di esecuzione di una operazione MEMBER dipende essenzialmente dalla peotteidibdo

cui e applicata. Ricordiamo che ogni albero comodi, nel quale ogni vertice possiede all i figli,

ha altezza maggiore o ugualdag; n. Quindi, per eseguire in maniera sempre efficiente 'operazione

MEMBER, & necessario che I'albero abbia una altezza prossimg a. Per questo motivo chiameremo

informalmentebilanciati gli alberi con radice di altezz&(logn), doven & il numero dei nodi. E

allora chiaro che ogni efficiente implemetazione di PARTIADDRDINATO, basata su alberi, richieder

l'utilizzo di alberi bilanciati. A tal fine risultano critiche le procedure INSERT e DELETE: esse dovranno

preservare la propriatdi bilanciamento degli alberi trasformati.

La famiglia di alberi bilanciati che prendiamo in considerazione in questa seziouella degli
alberi 2-3. Un albero 2-8 un albero ordinato in cui ogni nodo che non sia foglia possiede 2 o 3 figli e
nel quale tutte le foglie hanno uguale profoaditNel seguito, per ogni nodo internai un albero 2-3,
denoteremo corfy (v), f2(v), f3(v) rispettivamente il primo, il secondo e I'eventuale terzo figliodi

In un albero 2-3 com nodi e altezza vale evidentemente la relazione

e quindi2"*! — 1 < n < (3! — 1)/2. Questo implica chelogsn| — 1 < h < [logyn] e di
conseguenza gli alberi 2-3 risultano bilanciati nel nostro senso.

Consideriamo ora un insien{@, as, . .., a,} C Atale chea; < as < --- < a,. Rappresentiamo
tale insieme mediante un albero 2-3 le cui foglie, da sinistra a destra, sono identificate rispettivamente dai
valoria, as, ..., ay,. Invece i nodi interni dell'albero contengono le informazioni necessarie alla ricerca
deli elementiz;: per ogni nodo interne denotiamo corl(v) e M (v) rispettivamente, la massima foglia
del sottoalbero di radicé (v) e la massima foglia del sottoalbero di radjeé¢v).

Per esempio, si consideri I'insieme di pardléa, pecora,e , un, animale, molto, feroce dotato
dell'ordinamento lessicografico. Tale insiememssere implementato dal seguente albero 2-3, al quale
si devono aggiungere le informazioni relative ai valbre M .

animale e feroce la molto pecora un

Tale alberce rappresentato dalla corrispondente tabella, nella quale riportiamo solo i valori relativi
ai nodi interni, dotata delle ulteriori informaziohie M.
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vertici f fo f3 L M
1 2 3 4 e’ la
2 animale e’ 0 animale e’
3 feroce la 0 feroce la
4 molto pecora un molto pecora

Osserviamo che ogni insieme con almeno due elemeatepsere rappresentato da alberi 2-3, poich
'equazione3z + 2y = n ammette soluzioni intere non negative per ogni inters 2.

La procedura per calcolare I'elemento minimo di un insieme rappresentato da un albero 2-3 di radice
r € immediata:

Procedure MIN (r)

begin
vi=r
while  fi(v) #0do v := fi(v)
return v

end

Inoltre, una procedura fondamentale per implementare le altre operaaiehtutto simile all’algo-
ritmo di ricerca binaria presentato nella sezione 5.2.1:

Procedure CERCA(a,v)
begin
if fi(v) € unafogliathen return v
else if a < L(v)then return  CERCA(a, fi(v))
else if f3(v)=0Va< M(v)then return  CERCA(a, f2(v))
else return  CERCA(a, f3(v))
end

Sia{a,as,...,a,} I'insieme rappresentato dall’albero, cen < ay < --- < a,. Per ogni valore
a € A e ogni nodo interna dell’albero, la procedura CERGQA, v) restituisce un nodo interng del
sottoalbero che ha per radicei cui figli sono foglie e che verifica la seguente progiet

sea; € I'eventuale elemento ifia;, as, ..., a,} che precede il pi piccolo figlio dip
e a; I'eventuale elemento d{a;,as,...,a,} che segue il pi grande figlio dip, allora
a; < a<aj.

e s o

Questo significa che seappartiene all'insieme, cie foglia dell'albero con radice, alloraa € figlio di
p = CERCA(q, r). Di conseguenza la seguente procedura implementa I'operazione MEMBER:
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Procedure MEMBER(a,r)

begin
p := CERCA(a,r)
if a €’ figliodipthen return  vero
else return falso
end

Una naturale implementazione di INSE®Tr) (0 DELETE(a, r)) richiede preliminarmente di cal-
colarep = CERCA(a, ), aggiungendo poi (o cancellando) il nodaai figli di p. Il problemae che
sep ha 3 figli, 'inserimento diz ne crea un quarto e quindi I'albero ottenuto ropiu un albero 2-3.
Analogamente, sg ha due figli di cui unc «a, la cancellazione di provoca la formazione di un nodo
interno con un solo figlio, violando nuovamente la progrigegli alberi 2-3.

Per risolvere questi problemi focalizziamo I'attenzione sull’operazione INSERT (I'operazione DELETE
pud essere trattata in maniera analoga). Definiamo anzitutto una procedura ausiliaria, denominata RIDUCI,
che trasforma un albero con un vertice con 4 figli, e gli altri nodi interni con 2 o 3 figli, in un albero 2-3
con le stesse foglie. Questa procediidescritta dal seguente schema nel quale si prevede 'uso esplicito
della tabellapadre:

Procedure RIDUCI(v)
if v ha 4 figlithen

begin
crea un noda@
assegna a i primi due figli v; evy div
(aggiornando opportunamente i valgri, fo, f3 diveov
e i valoripadre di vi e vs)
crea una nuova radige
it ve radicethen § 11(7)i=7?
fo(F) :==w
aggiorna i valoripadre div e ¢
u := padre(v)
else poni ¢ figlio di « immediatamente a sinistra dli
RIDUCI(u)
end

Possiamo a questo punto esibire la procedura IN§SERT che implementa correttamente I'oper-
azione di inserimento quandoapplicata ad alberi 2-3 con almeno due foglie:

Procedure INSERT(a,r)

begin
p := CERCA(a, )
. e g 1 aggiungi in ordine il noda ai figli di p
if anon e’ figlio dip then { RIDUCI(p)

end

Notiamo che le procedure appena descritte vanno opportunamente modificate in modo da aggiornare i
valori delle tabelleL e M relative ai nodi che si trovano lungo il cammino gailla radice e ai nuovi
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vertici creati dal processo di riduziond bene notare che I'aggiornamento delle tabélle M pud
giungere fino alla radice anche se il processo di creazione di nuovi nodi si arresta prima.

Concludiamo osservando che, nelle procedure descritte sopra, il numero di passi di&alcplo
proporzionale all'altezza dell'albero considerato. Se quest’ultimo possiddglie il tempo di calcolo
e alloraO(log n) per ogni procedura.

Esempio

L'albero 2-3 descritto nella figura seguente rappresenta l'insieme di létiecee, f, g, h, i} disposte in
ordine alfabetico. Nei nodi interni sono stati posti i corrispondenti valori delle tabedl@/ .

9.6 B-alberi

| B-alberi possono essere considerati come una generalizzazione degli alberi 2-3 descritti nella sezione
precedente. Sitratta anche in questo caso di alberi bilanciati che consentono la rappresentazione di insie-
mi totalmente ordinati e permettono I'esecuzione di ciascuna operazione MEMBER, INSERT, DELETE

e MIN in tempoO(logn) su ogni insieme di elementi.
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Fissiamo un interen > 2 che potrebbe essere chiamato indice di ramificazione dell’alberogerch
come vedremo, regola il numero di figli chedpavere ciascun nodo interno. Allora un B-albero (o B-
tree) di ordinen su un insiemés di n elementi (che nel seguito chiamerenivavi) & un albero ordinato
che gode delle seguenti propaet

1. ogni nodo interno possiede aligm figli;
2. ogni nodo interno possiede almemndigli, escluso la radice che ne ha almeno 2;

3. le chiavi sono assegnate ai vari nodi dell'albero. Ogni chiageassegnata a un solo nodo
(diremo anche che contienen);

4. tutte le foglie hanno la stessa profodit non contengono alcuna chiave;

5. ogni nodo intern@ conk + 1 figli vy, v1, ..., v, contienek chiavi ordinate
ap < ag <---<ag
e inoltre :

a) ogni chiave: contenuta nel sottoalbero di radiggsoddisfa la relazione < a1,

b) ogni chiaven contenuta nel sottoalbero di radice(1 < i < k — 1) soddisfa la
relaziones; < a < a;+1,

) ogni chiavex contenuta nel sottoalbero di radicesoddisfa la relazione;, < a.

Osserva che ogni nodo interno contiene almene- 1 chiavi (esclusa la radice) e ne possiede al pi
2m — 1. Inoltre, poicte il grado dei nodi pa variare di molto, conviene rappresentare il B-albero
associando a ogni nodo intermacon figli vy, vy, ..., vg, kK + 1 puntatoripg, p1, . . ., px, dove ognip;
punta al noda;.

E chiaro allora come utilizzare le chiavi contenute nei vari nodi per indirizzare la ricerca di un ele-
mento nell'insiemes. || metodoée del tutto analogo a quello descritto per gli alberi 2-2dzhsato sulla
seguente procedura:

Procedure MEMBER(a,v)
if v e’unafogliathen return  falso

else

begin
sianoaq, as, . . . , a; le chiavi ordinate contenute in
sianowy, vy, . . . , v i corrispondenti figli div
1:=1
ai+1 = +oo (valore convenzionale maggiore di ogni possibile chiave)
while a>a; do i:=7+1
if i<kthen if a=a;then return vero

else return  MEMBER(a,v;—1)
else return  MEMBER(a, vg)
end

Chiaramente MEMBER:, v) restituisce il valorevero se la chiavex € contenuta nel sottoalbero
che ha per radice, altrimenti fornisce il valorefalso. Quindi, ser € la chiave dell’albero, la semplice
chiamata MEMBER«, r) permette di verificare se appartiene all'insiemé& considerato.
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Per completezza, accenniamo brevemente all'implementazione dell’operazione INSERT. Per inserire
una nuova chiave in un B-alberol’ occorre eseguire i seguenti passi:

1. svolgilaricerca dic in T fino a determinare un nodo interma cui figli sono foglie;

2. collocax tra le chiavi div in maniera ordinata, creando un nuovo figlioudjuna foglia) da porre
immediatamente a destra o a sinistra:di

3. se orav possiedem chiavi ordinate (e quind2m + 1 figli) richiama la procedura RIDUQ)
definita in seguito.

Procedure RIDUCI(v)

sianoasy, as, - - . , asy, l€ chiavi div e sianofy, f1, ..., fom, i suoi figli
if v possiede un fratello adiacenteeon meno d2m — 1 chiavi
p := padrév)

y := chiave separatrice diev in p
if wu fratello maggiore dv
cancellaas,, dav e inseriscilo inp al posto diy
then then inserisciy in . come chiave minima
rendi f>,, primo figlio di « togliendolo dav
cancellaa; dav e inseriscilo inp al posto diy
else inserisciy in v come chiave massima
rendi f ultimo figlio di « togliendolo dav
crea un nuovo node
assegna a le chiavia,,+1, am+2, - - ., agm €1 figh fon, frnt1s -+ fom
togliedoli dav
if wve'radice
crea una nuova radice
then assegna,, ar togliendolo dav
rendiv e u figli di r cona,, come elemento separatore
p = padrév)
assegna,, ap togliendolo dav
else rendiu figlio di p come minimo fratello maggiore di
cona,, come elemento separatore
if p possiede or@m chiavi then RIDUCI(p)

else

L'operazione DELETE pb essere implementata in maniera simile. In questo caso si deve verificare
se il nodo al quale stata tolta la chiave contiene almemo— 1 elementi. Se no@ questo il caso,
bisogna prelevare una chiave dai nodi vicini ed eventualmente dal padre, ripetendo quindi I'operazione
di cancellazione su quest’ultimo.

La procedura che esegue la cancellazione di una chiaeun B-alberd” esegue i seguenti passi:

1. svolgilaricerca dic in 7" fino a determinare il nodo internoche contiene;

2. esegui il seguente ciclo di istruzioni che trasfonria uno dei suoi figli ex nella massima chiave
di quest’ultimo fino a quando i figli di sono foglie:



CAPITOLO 9. STRUTTURE DATI E ALGORITMI DI RICERCA 132

while ifiglidi v non sono fogliedo

begin
sia f il figlio di v immediatamente a sinistra di
siaz l'ultima chiave in f
sostituisciz conz in v
Xr =z
vi=f
end

3. cancellar in v ed elimina uno dei figli adiacenti (una foglia);

4. se orav possieden — 2 chiavi (e quindim — 1 figli) e v noné radice, allora richiama la procedura
ESPANDI(v) definita in seguito.

Procedure ESPANDI(v)
if v e radice
thenif v non possiede chiavhen { el|m|_n_a1_) L .
rendi il figlio di v nuova radice
else
begin
if v possiede un fratello adiacentecon almenan chiavi

p := padrév)
y := chiave separatricediev in p
if wu fratello maggiore dv

togli dawu la chiave minima e inseriscila imal posto diy
then then inserisciy in v come chiave massima

rendi il primo figlio di« ultimo figlio di v

togli dawu la chiave massima e inseriscilapral posto diy

else inserisciy in v come chiave minima

rendi I ultimo figlio di « primo figlio di v
p := padrév)
siau un fratello div adiacente
siay la chiave inp separatrice tra e u
inserisci inv la chiavey mantenendo I'ordine
inserisci inv le chiavi diu mantenendo I'ordine
assegna a i figli di « mantenendo I'ordine
cancella da la chiavey e il figlio u
elimina il nodou
if p possiede ora meno di — 1 chiavi (e quindi meno din figli)

then ESPANDI(p)

else

end

Lefficienza di queste procedure dipende dall’altezza dell'albero. Per valutare tale guansidera
un B-albero di altezza contenente: chiavi. Osserva che vi sono: un nodo a profoaditalmeno 2
nodi a profondia 1, almen®m nodi a profondia 2, almen®m? a profondia 3, e cobvia. La radice
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contiene almeno una chiave mentre gli altri nodi ne contengono almena (escluse le foglie che non
contengono chiavi). Di conseguenza il numerdi chiavié maggiore o uguale a

h—2
1+ (Z 2mi> (m—1)
=0

e, svolgendo semplici calcoli, otteniamo

n+1

h <1+ log,, 5

Osserva che, scegliendoin maniera opportuna, si puidurre di molto il valore dell'altezza dell’albero.
Tuttavia, anche la scelta di un valoredi troppo elevato nom® vantaggiosa poiérende costosa la
ricerca di un elemento all’interno di ciascun nodo.

Concludiamo questa sezione ricordando che in molti algogtneécessario implementare operazioni
MIN, INSERT e DELETE su un dato insieme ordinato senza bisogno di eseguire laricerca di un elemento
gualsiasi (MEMBER). Questo si verifica quando le operazioni INSERT e DELETE possono essere ese-
guite senza effettivamente cercare I'elemento da inserire o da cancellare; nell'operazione INSERT questo
significa che I'elemento da introdurre nérpresente nella struttura mentre, nell'operazione DELETE,
guesto vuol dire che nota la posizione dell’elemento da cancellare nella struttura (per esempio si tratta
del minimo). Le strutture dati che eseguono le tre operazioni MIN, INSERT e DELETE in queste ipotesi
sono chiamateode di prioria e possono essere viste come una semplificazione della struttura PARTI
DI A ORDINATO.

Gli alberi binari, gli alberi 2-3 e i B-alberi possono essere utilizzati come code di priopércie
eseguono appunto le operazioni sopra considerate. Un’altra struttura che rappresenta un’efficiente im-
plementazione di una coda di priGr& costituita daglheap rovesciatinei quali cie il valore associato
ad ogni nodo intern@ minore di quello associato ai figli. Nota che in questo caso la radice contiene il
valore minimo dell'insieme e quindi I'operazione MIN p@ssere eseguita in tempo costante. Le altre
due invece richiedono un tempg®(log n), doven € il numero degli elementi presenti nello heap.

9.7 Operazioni UNION e FIND

Una partizione di un insiemél & una famiglia{ A;, Ao, ..., A,,} di sottoinsiemi diA, a due a due
disgiunti (ciee A; N Ay, = () per ognii # k), che coprona (ovvero taliched = Ay U Ay U---U Ap,).

Il concetto di partizione strettamente connesso a quello di relazione di equivalenza. Ricordiamo
che una relazione di equivalenza 4we una relaziond? C A x A che verifica le propriét riflessiva,
simmetrica e transitiva. In altre parole, per ogny, z € A, si verificax Rz, Ry = yRzx, e xRy A
yRz = xRz (qui z Ry significa(z,y) € R).

Comee noto, per ogni: € A, la classe di equivalenza dimoduloR € l'insiemea]r = {z € A |
xRa}. E facile verificare che, per ogni relazione di equivaleRzsu un insiemed, I'insieme delle classi
di equivalenza modul® forma una partizione di. Viceversa, ogni partizionA;, As, ..., A, } di A
definisce automaticamente una relazione di equivaléhsa A: basta infatti definirec Ry per tutte le
coppie di elementt, y che appartengono a uno stesso sottoinsidpdella partizione. Di conseguenza
la partizione po essere agevolmente rappresentata dandpla di elementiay, as, ..., a, € A, dove
ogni a; appartiene &;; in questo modda;| = A; per ognii = 1,2,...,m e a; & chiamatcelemento
rappresentativalella sua classe di equivalenza.
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Nell’esempio 9.3 abbiamo definito una struttura dati basata sulla nozione di partizione. Le operazioni

fondamentali definite sulle partizioni sono le operazioni UNION e FIND. Data una partiZtodieun
insiemeA e una coppia di elementi, y € A, abbiamo

UNION (z,y, P) = partizione ottenuta da P facendo I'unione delle classi di equivalenza
contenentic e y;
FIND(z, P) = elemento rappresentativo della classe di equivalenza in P contenente

Esempio 9.8
Consideriamo la famiglia delle partizioni dell'insierde = {1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9}, convenendo di sottolineare gli elementi
rappresentativi. Allora, s€ ¢ la partizione{{1, 3,7}, {2}, {4, 5,6, 8,9} }, abbiamo

FIND(4, P) =8
UNION(3,2, P) = {{1,2,3,7},{4,5,6,8,9}}
1
Descriviamo ora alcune possibili implementazioni di PARTIZIONI Bimediante FORESTE SU
A. La partizione{ A4, As, ..., A, } sa& rappresentata da una foresta composte ddberi con radice
Ty, T, ..., T, tali che ogniA; € I'insieme dei nodi di7; e la radice dil; € 'elemento rappresentativo

di4; (1 <i<m).
Una foresta pa essere facilmente rappresentata mediante una tahelta.

Esempio 9.9
La partizione{{1, 3,7}, {2}, {4,5,6,8,9}} pud essere rappresentata dalla foresta

@@@@f ;

a sua volta descritta dalla seguente tabella

vertici | padre
1 7
2 0
3 7
4 8
5 9
6 8
7 0
8 0
9 8

Una semplice implementazione dell'operazione FIND consiste nel risalire dal nodo considerato fino

alla radice:
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Procedure FIND(v)

begin
Ti=0
while padre(z) # 0do z := padre(zx)
return =«

end

Osserva che, anche in questo caso, il costo della procedura (in termini di terppoforzionale alla
profonditx del nodo considerato e quindi nel caso peggiore all'altezza dell’albero di appartenenza.

Analogamente, I'operazione UNION pessere realizzata determinando le radici dei due elementi e
rendendo quindi la seconda figlia della prima.

Procedure UNION(u,v)
begin

x := FIND(u)

y := FIND()

if x#ythen padre(y) :=x
end

Anche in questo caso il tempo di calcolo dipende essenzialmente dalla prafdaditue nodi. Notiamo
tuttavia che, se i nodi di ingressoe v sono radici, il tempa costante. Come si vanel seguito, in
molte applicazione le operazioni UNION vengono applicate solo alle radici.

L'implementazione appena descritta n@tuttavia particolarmente efficiente. Infatti, fissato un in-
siemeA di n elementi g facile definire una sequenzardoperazioni UNION e FIND che richied®(n?)
passi, se applicata alla partizione identid (nella quale ogni elemento di forma un insieme). A tale
scopoe sufficiente definire una sequenza di operazioni UNION che porta alla costruzione di alberi del
tutto shilanciati (per esempio formati da semplici liste di elementi) e quindi applicare le operazioni FIND
corrispondenti.

9.7.1 Foreste con bhilanciamento

Per rimediare alla situazione appena descritta, &i ¢iefinire una diversa implementazione delle par-
tizioni, sempre utilizzando foreste, la quale mantiene I'informazione relativa alla cardidedjti insiemi
coinvolti. In questo modo I'operazione UNION puessere eseguita semplicemente rendendo la radice
dell'albero pii piccolo figlia della radice dell’'albero di cardind@iinaggiore. Se applicato a una foreste di
alberi intuitivamente bilanciati, questo accorgimento consente di mantenere la grophbganciamento

e quindi di ridurre il tempo richiesto dall’esecuzione delle procedure FIND.

Una foresta dotata di questa informazion® gssere rappresentata aggiungendo alla tapediee
un tabellanum: per ogni radice- della foresta cosiderataum(r) indica il numero di nodi dell’albero
che ha per radice; conveniamo di porreum(v) = 0 per ogni noda non radice.

Esempio 9.10
La foresta descritta nell’esempio precedente pssere allora rappresentata dalla seguente tabella:
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vertici | padre | num
1 7 0
2 0 1
3 7 0
4 8 0
5 9 0
6 8 0
7 0 3
8 0 5
9 8 0

L'operazione UNION po allora essere eseguita nel modo seguente:

Procedure UNION(u,v)

begin
x := FIND(u)
y := FIND(v)
if x#y then
padre(z) ==y
if num(z) < num(y) then num(y) := num(z) + num(y)
num(z) =0
padre(y) = x
else num(x) := num(z) + num(y)
num(y) =0
end

Nel seguito chiameremimresta con bilanciamenttimplementazione appena descritta.
Possiamo ora provare la seguente propriet

Proposizione 9.3 Utilizziamo una foresta con bilanciamento per implementare le partizioni di un in-
sieme din elementi. Allora, durante I'esecuzionerdi- 1 operazioni UNION a partire dalla partizione
identita ID, I'altezza di ogni albero co nodi noné mai superiore dlog, k| .

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione Ju Sek = 1 la proprieh & banalmente verificata. Sia
k > 1 e supponiamo la proprigtvera per ogni intero positivo< k. SeT € un albero cork nodi, T’

€ stato costruito unendo due alb&i e 75, dove il numero di nodi dii; € minore o uguale a quello
di T>. Quindi T possiede al pi |[k/2] nodi e, per ipotesi di induzione, la sua alteZgd;) deve
essere minore o uguale|bg, k| — 1. Analogamente]» possiede al pi £ — 1 nodi e di conseguenza
h(Ts) < |logs(k —1)| < |logy k|. Osservando ora che

h(T) = max{h(Tg), h(Tl) + 1}

otteniamoh(7") < |log, k. 1

Limmediata conseguenza della proposizione precedecite I'esecuzione d?(n) operazioni UNION
e FIND su un insieme di elementi, a partire dalla partizione idegtit puo essere eseguita in tempo
O(nlogn).
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9.7.2 Compressione di cammino

La complessa asintoticaO(n logn) appena ottenuta puessere migliorata eseguendo le operazioni
FIND mediantecompressione di cammin®iu precisamente si tratta di eseguire FINIDmemorizzan-
do in una lista tutti i nodi che si trovano sul camminowalla radicer rendendo poi ciascuno di questi
vertici figlio di ». Leffetto quindi della esecuzione di una FIN®quello di comprimere I'albero nel
guale si trova I'argomento della procedura. Di conseguenza I'esecuzione di ulteriori operazioni FIND
sullo stesso albero potrebbe richiedere una minore gaatitiempo.

Il procedimentae descritto intuitivamente dalla seguente figura.

Rappresentando la foresta mediante la taheltae il procedimento descritto uessere implemen-
tato mediante la seguente procedura.

Procedure FIND(u)
begin
vi=u
L := A (lista vuota)
L := INSERISCI _IN _TESTAL,v)
v := padre(v)
for z €L do padre(z):=v
return v

while padre(v) # 0 do {

end

Usando la compressione di cammino, la complassitempo dell’esecuzione delle operazioni UNION
e FIND viene a dipendere dalla funzio6e: N — N definita dall’'uguaglianza

G(n) =min{k € N | n < F(k)},

nella qualeF’ e la funzioneF' : N — NN, tale che

1 sek=0
Fk) = { oF(k=1) gek > 1.

Osserviamo che la funzionfé cresce molto velocemente come mostra la seguente tabella:
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k| F(k)
0 1

1 2

2 4
3 16

4 | 65536
5 265536

Viceversa la funzioné&, essendo di fatto I'inversa di, ha una crescita estremamente lenta. In aesilt
verificaG(n) < 5 per ognin < 26536 (ovvero per ogni: utilizzabile in pratica).

La seguente proposizione, di cui omettiamo la complicata dimostrazione, fornisce una valutazione
asintotica del tempo di calcolo necessario per eseguire le operazioni UNION e FIND combinando le
procedure descritte in questa sezione e nella precedente.

Proposizione 9.4Dato un insiemed, supponiamo di utilizzare una foresta per rappresentare una par-
tizione diA e implementiamo le operazioni UNION e FIND mediante bilanciamento e compressione di
cammino. Allora una sequenza@in) operazioni UNION e FIND, eseguita a partire dalla partizione
identita , pud essere eseguita in tempdn - G(n)).



Capitolo 10

Il metodo Divide et Impera

Un metodo spesso usato per risolvere un problema consiste nel partizionare i dati di ingresso in istanze
di dimensioni minori, risolvere il problema su tali istanze e combinare opportunamente i risultati parziali
fino ad ottenere la soluzione cercata. Questa stradeggmeralmente chiamata “divide et impera” e con-
sente in molti casi di progettare algoritmi asintoticamente efficienti. Nella prossima sezione descriviamo
il metodo in generale mentre in quelle successive presentiamo alcuni esempi significativi di algoritmi
basati su questa tecnica.

10.1 Schema generale

Consideriamo un problenid, descritto da una funziongol : I — R, dovel e l'insieme delle istanze di
IT (che chiameremo anche “dati")/¢ quello delle soluzioni (“risultati”). Come al solito, per ognic
denotiamo conz| la sua dimensione. Intuitivamente, per risolvere il probldinsu una istanza, un
algoritmo di tipo “divide et impera” procede nel modo seguente.

1. Se|z| & minore o uguale a un valo€gfissato, si determina direttamente la soluzione consultando
una tabella in cui sono elencate tutte le soluzioni per ogni istarea di dimensione minore o
uguale aC, oppure applicando un algoritmo opportuno.

2. Altrimenti, si eseguono i seguenti passi:

(a) partizionaz in b dati ridotti ridy (), rido(z), ..., ridy(x) € I tali che, per ognij =
1,2,...,b,
rid;(x)| = [|z|/a] oppure |rid;(z)| = ||z|/a]
per un opportuna > 1 (e quindi|rid;(x)| < |z);
(b) risolvi ricorsivamente il problema sulle istanziel; (x), rida(x), . . ., ridy(x);
(c) usa le risposte sui dati ridotti per ottenere la soluzione. su
Supponiamo ora di avere una procedura Opeyaaid¢'esecuzione del passo (2c¢); in altre parole Opevarie

restituisce il valoreSol(z) ricevendo in ingresso le soluzioni relative ai datil; (z), rida(x), ...,
ridy(x). Allora, la procedura generale che si ottiénk seguente:

139
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Procedura F(x)
if |z|] < Cthen return Sol(z)

else beg in
for 7=1,2,...,b do calcolar; = rid;(x)
for j=1,2,...,b do zj:= F(x))
w := Opevarié€z, z9, ..., 2p)
return  w
end

Osserviamo che le soluzioni parzidlol(x;), Sol(x2),...,.S0l(xp) vengono calcolate in maniera in-
dipendente le une dalle altre. Come vedremo meglio in seguito questo porta a eseguakepéven-
tuali computazioni comuni alle chiamat&z,), F'(z2), ..., F(xp). D’altra parte questo procedimento
permette una facile parallelizzazione dell’algoritmo; infatti, disponendo di un numero opportuno di pro-
cessori, leb chiamate ricorsive previste al passo (2b) possono essere eseguite contemporaneamente e in
maniera indipendente mentre solo la fase di ricomposizione dei risultati prevede la sincronizzazione dei
vari processi.

Passiamo ora all'analisi della procedura. Indichiamo eda dimensione di una istanza del prob-
lema; vogliamo stimare il temp@'(n) richiesto dall’algoritmo per risolvere il problema su dati di
dimensionen nel caso peggiore.

Chiaramente7’(n) dipendea a sua volta dal tempo necessario per eseguire la procedura Opevarie
sulle risposte a dati di dimensiong/a. Per calcolare tale quardie necessario entrare nei dettagli
dei singoli casi; a questo livello di generalipossiamo rappresentarla semplicementeZ¢g() che
supponiamo nota.

Allora, supponendo che sia divisibile per, otteniamo la seguente equazione:

T(n)=b-T <Z> Y T,(n)  (sen>C).

Nel cason < C possiamo assumere cfi¢n) sia minore o uguale a una costante fissata.
L'analisi di algoritmi ottenuti con la tecnica “divide et impera’quindi ricondotta allo studio di
semplici equazioni di ricorrenza del tipo

T(n) = bT (Z) +g(n).

trattate in dettaglio nella sezione 6.4.
lllustriamo ora questa tecnica con quattro esempi che riguardano classici problemi.

10.2 Calcolo del massimo e del minimo di una sequenza

Come primo esempio presentiamo un algoritmo per determinare i valori massimo e minimo di una
sequenza di interi. Formalmente il problemédefinito nel modo seguente.

Istanza: un vettor® = (S[1], S[2],. .., S[n]) di n interi;
Soluzione: gli interia e b che rappresentano rispettivamente il valore minimo e quello
massimo tra gli elementi di.
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L'algoritmo che presentiamo in questa sédeasato sul confronto tra gli elementisli Di conseguenza
la stessa procedura pessere utilizzata per risolvere I'analogo problema definito su una sequenza di
elementi qualsiasi per i quali sia fissata una relazione d'ordine totale. Il nostro obiettjuello di
determinare il numero di confronti eseguiti dalla procedura su un input di dimensioiade quantia
fornisce anche l'ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto dalla procedura su una macchina
RAM a costo uniforme. Lo stesso ragionamento pgsere applicato per stimare altri parametri quali il
numero di assegnamenti o di operazioni aritmetiche eseguiti.

Il procedimento pi semplice per risolvere il problema scorre la sequenza di input mantenendo |l
valore corrente del massimo e del minimo trovati e confrontando questi ultimi con ciascuna componente
di S.

begin
b:= S[1]
a:= S[1]
for i=2,...,ndo
begin
if S[i] <athen a:= S[i]
if S[i] >bthen b:= S]]
end
end

Tale procedura esegue- 1 confronti per determinare il minimo e altrettanti per determinare il massimo.
In totale quindi vengono eseguth — 2 confronti.

Descriviamo ora un altro algoritmo che permette di risolvere il medesimo problema con un numero
di confronti minore del precedente. Lidéaquella di suddividere la sequenza di ingresso in due parti
uguali; richiamare ricorsivamente la procedura su queste due e quindi confrontare i risultati ottenuti.
Formalmente I'algoritme definito dalla semplice chiamata della procedura ricorsiva Ma@mir) che
restituisce i due valori cercati manipolando il vettéfei ingresso come una variabile globale.

begin
read S[1],S[2],...,S[n]
(a,b) := Maxmin(1,n)
return  (a,b)

end

Per ogni coppia di interi, j, tali chel < i < j < n, la chiamata Maxmif, j) restituisce una cop-

pia di elementi(p,¢) che rappresentano rispettivamente i valori minimo e massimo del sottovettore
(S[i], S[i+1],...,S[j]). Tale procedura ricorsiva e utilizza due operatoniax € min, che definiscono
rispettivamente il massimo e il minimo tra due interi.

Procedure Maxmifi, n)
begin

if ¢=j then return  (S[i], S[i])

else if i+ 1=yj thenreturn  (min(S[i], S[j]), max(S[i], S[j]))

else begin
k= LTJJ

b1) := Maxmin(i, k)
by) := Maxmin(k + 1, j)

A/_\
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return  (min(ai, az), max(by, b2))
end
end

Denotiamo corC'(n) il numero di confronti eseguito dall’algoritmo su un input di dimensien&
facile verificare che”(n) soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

0 sen =1
Cn)=<¢1 sen =2
C(lz))+C([5])+2 sen>2

Supponenda. = 2* perk € N e sviluppando I'equazione precedente, otteniamo
Cln) = 2+2C (Z) = 244+4C (Z) =

= 244442149k 1l0(9) =

k—1
= Y 2 4ol = ookl
j=1

Quindi, ricordando ché = log, n, si ottieneC'(n) = %n — 2. Quindi, rispetto all’algoritmo precedente,
la nuova procedura esegue un numero di confronti ridotto di circa un quarto su ogni input che ha per
dimensione una potenza2li

Esercizi

1) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare I'ordine di grandezza dello spazio di memoria
richiesto dall'algoritmo sopra descritto.

2) Supponendo che fecomponenti del vettor8 siano interi compresi traen, svolgere I'analisi del tempo
di calcolo richiesto dall'algoritmo precedente assumendo il criterio di costo logaritmico.

10.3 Mergesort

In questa sezione presentiamo un altro classico esempio di algalittde et impera Si tratta dell’al-
goritmo Mergesort per risolvere il problema dell’ordinamento. Tale procedura ha notevoli applicazioni
pratiche poick su di essa sono basate gran parte delle routine di ordinamento esterno, géetleecio
devono ordinare dati distribuiti su memoria di massa.

Listanza del problema& data da un vettordd = (A[1], A[2],..., A[n]) le cui componenti sono
estratte da un insiem& totalmente ordinato rispetto a una relazione d’ordifidissata. Linsieme
U potrebbe essere per esempio l'insieMalei numeri interi e< 'usuale relazione d’ordine tra interi.
Oppure U potrebbe rappresentare l'insiemédi tutte le parole su un dato alfabeto finkee < potrebbe
denotare la relazione di ordinamento lessicografichsu

L'algoritmo restituisce il vettored ordinato in modo non decrescente. |l procedimengemplice:
si suddivide il vettoreA in due sottovettori di dimensione quasi uguale, si richiama ricorsivamente la
procedura per ordinare ciascuno di questi, quindi si immergono le due sequenze ottenute in un’unica
n-pla ordinata. L'algoritma descritto formalmente dalla procedura Mergesoj}, 1 < i < j < n,
che ordina il sottovettorgA[i], A[i +1],..., A[j]). La semplice chiamata di Merges@rtn) restituisce
I'intero vettoreA ordinato. Durante I'esecuzione del calcolo il vettdre considerato come una variabile
globale.
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Procedura Mergesdit ;)

begin
if < jthen
begin
k= |1
Mergesorti, k)
Mergesortk + 1, j)
Merg€g(i, k, j)
end
end

Il cuore del procediment® costituito dalla procedura Mer@ek, j), 1 < i < k < j < n, che riceve
i vettori ordinati (A[s], Ali + 1], ..., A[k]), (Alk + 1],..., A[j]) e restituisce il vettoré A[i], A[i +

1],..., A[j]) ordinato definitivamente.
La procedura Mergg, k, j) scorre gli elementi delle due sequenz&[i], A[i + 1],..., A[k]) e
(Alk + 1],..., A[j]) mediante due puntatori, uno per ciascun vettore, inizialmente posizionato sulla

prima componente. Ad ogni passo gli elementi scanditi dai puntatori vengono confrontati, il minore
viene aggiunto a una lista prefissata (inizialmente vuota) e il puntatore corrispondente viene spostato
sull’elemento successivo. Quando uno dei due vettagiato scandito interamente si aggiungono alla
lista gli elementi rimanenti dell’altro nel loro ordine. Al termine la lista contiene i valori dei due vet-
tori ordinati e viene quindi ricopiata nelle componeati], A[i + 1],. .., A[j]. La procedura descritta
formalmente dal seguente programma nel quale la lista aus@éamglementata dal vettog.

Procedura Merge, &, j)

begin
t:=0;p:=i;qg:=k+1
while p<kAqg<jdo
begin
t:=t+1
- BIt] := Alp)
if Alp] < Alg| then pimpt1
oise | Bll=Ald
qg:=q+1
end
if p<kthen
begin
u:=k
vi=]
Afv] == Alu]
while p <wudo ui=u—1
vi=v—1
end
for w=1,2,...,tdo A[i + u — 1] := BJu]
end

Vogliamo calcolare il massimo numero di confronti eseguiti dalla procedura Mergesort su un input
di lunghezzan. Denotiamo conV/ (n) tale quantid. E facile verificare che Merdé k, j) esegue, nel
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caso peggiorej, — i confronti (quanti nel caso migliore?). Ne segue che, per agril, M (n) soddisfa
la seguente equazione:

0 sen =1
M(n) :{ M(|5])+M([5])+n—1 sen>1.

Applicando allora irisultati presentati nella sezione 6.4 si prova facilmentég = O(nlog, n).
Procedendo con maggior accuratezza si ottiene un risultatorpciso e cidé cheM (n) = n[logy n] —
ollogan] 4 9,

Esercizi

1) Dimostrare ché/ (n) = nlog, n — n + 1 per ognin potenza di.

2) Supponenda una potenza d2, determinare nel caso migliore il numero di confronti eseguiti da Merge-
sort su un input di dimensione

3) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare I'ordine di grandezza dello spazio di memoria
richiesto Mergesort per ordinareelementi.

10.4 Prodotto di interi

Un altro esempio significativo di algoritmo “divide et impera” riguarda il problema del calcolo del
prodotto di interi. Consideriamo due interi positiviy di n bits ciascuno, e sian® = z1xo-- -,

ey = yi1y2 - - - Yo l€ rispettive rappresentazioni binarie dove, per agai{1,2,...,n}, z; € {0,1} e

yi € {0,1}. Vogliamo calcolare la rappresentazione binaria z;zs - - - z9,, del prodottoz = x - y. |l
problemaé quindi definito nel modo seguente:

Istanza: due stringhe binarigy € {0, 1}* di lunghezzan che rappresentano rispettiva-
mente gli interi positivic e y;
Soluzione: la stringa binariac {0, 1}* che rappresenta il prodotto= x - y.

Assumiamo che la dimensione di una istamza sia data dalla lunghezza delle due stringhe.

Vogliamo descrivere un algoritmo per la soluzione del problema e determinare il numero delle op-
erazioni binarie richieste per una istanza di dimensionk facile verificare che il metodo tradizionale
richiedeO(n?) operazioni binarie. In questa sede presentiamo un algoritmo che riduce taleaaantit
O(n1.59).

Per semplic, supponiamo che sia una potenza di e spezziama e y in due vettori din/2 bits
ciascunoxz = ab, y = cd. Se denotiamo coa, b, ¢, d gli interi rappresentati rispettivamente da, c e
d, il prodottozy pud essere calcolato mediante la seguente espressione:

zy = (a2™? + b)(c2"? + d) = ac2™ + (ad + bc)2™/? + bd

Questa espressione permette di calcolare il prodejtmediantet moltiplicazioni di interi din /2 bits
piu alcune addizioni e shift (prodotti per potenzeQiTuttavia possiamo ridurre diga 3 il numero delle
moltiplicazioni osservando che il valotel + bc si puw ottenere dac e bd mediante un solo ulteriore
prodotto: basta calcolate= (a + b)(c + d) ed eseguire la sottrazione— ac — bd = ad + be.

In questo modo il calcolo di = zy richiede I'esecuzione delle seguenti operazioni:

1) le operazioni necessarie per calcolare l'inteycioeé 2 somme di interi di/2 bits e una moltipli-
cazione di due interi che hanno alipi/2 + 1 bits;
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2) 2 moltiplicazioni su interi dh/2 bits per calcolarec e bd;

3) 6 operazioni tra addizioni, sottrazioni e shift su interidits.
E chiaro che ogni addizione, sottrazione e shift su interi diits richiedeO(n) operazioni binarie.
Inoltre anche il calcolo di: al punto 1) po essere eseguito mediante un prodotto tra interi/di bits

piu alcune addizioni e shift.

Per la verifica di questo fatto, sia 1T primo bit della sommda + b) e siab; I'intero rappresentato dai rimanenti. Osserva
chea + b = a12"/? + b;. Analogamente esprimiamot d nella formac + d = ¢,2"/2 + d,, dovec; & il primo bit di (¢ + d)
ed; I'intero rappresentato dai bit rimanenti. Allogvidente che

(a+b)(c+d) = arc12” + (ardy + b1c1)2™? + bidy.

Il calcolo di b1 d; richiede il prodotto di due interi di/2 bits ciascuno, mentre gli altri prodotii{ci, a1d1, bic1) possono
essere calcolati direttamente in tempo bin&ig:) percte si tratta sempre del prodotto di un intero per per0.

In totale quindi, per calcolare il prodotto di due interisdibits, il procedimento illustrato esegue
3 moltiplicazioni su interi di (circa):/2 bits piu O(n) operazioni binarie. Di conseguenza, per ogni
n potenza di 2, il numero totale delle operazioni binaieninore o uguale alla soluzior¥&n) della
seguente equazione di ricorrenza:

« sen =1
Tn) = { 3T(5)+ fpn sen>1,

dovea e § sono costanti opportune. Applicando ora il teorema 6.3 otteniamo

T(TL) — @(nl0923) _ O(nl.59)

10.5 Lalgoritmo di Strassen.

Il problema considerato in questa seziéngefinito nel modo seguente:

Istanza: due matrici di numeri razionali = [a;x], B = [b;], ciascuna di dimensione
n X n.
Soluzione: la matrice prodottd - B = [¢;x], cOnc, = >oi1 @ij - bk

L'algoritmo tradizionale che calcola direttamente il prodotto di matrici richi®¢e®) somme e prodotti
di numeri reali.E possibile scendere sotto questo limite?

Una prima risposta affermativa stata data con I'algoritmo di Strassen, di cui delineiamo i fonda-
menti. Supponiamo per sempli@ithen sia una potenza di. Allora si pw porre:

A A Bi1 B Ci1 Chi2
A_<A21 A22> B_<321 322> A B_<021 022>'
dove le matricid;x, Bk, Ci sono diordin€j x 3.
Si calcolino ora le matricPk; (1 <¢ < 7):

P = (A1 + Ag2) - (B11 + Ba2)

Py = (Ag1 + A22) - Bix

P3 = Ay - (Bi2 — Ba)

Py = Agy - (B21 — Bi1)

Ps = (A11 + A12) - B
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Ps = (A21 — A11) - (Bi1 + Bi2)
P; = (A2 — Agg) - (Ba1 + Baa)

Con una laboriosa ma concettualmente semplice verifica si ha:
011 :P1+P4—P5+P7
Cio=P3+ P
Cor=P+ Py
Co=P+P—-P+PF
Le P; sono calcolabili cort moltiplicazioni di matrici €10 fra addizioni e sottrazioni. Analogamente, le
C;; si possono calcolare canaddizioni e sottrazioni a partire dallg.
Il prodotto di due matrich x n pud essere allora ricondotto ricorsivamente al prodotto whatrici
% X %, mediante I'esecuzione dR addizioni di matricig X g.
Poicte due matricin x n si sommano com? operazioni, il tempo di calcolo dell’algoritmo prece-
dentemente delineatodato dalla seguente equazione:

T(n) = 7T (g) +0(n?)

La soluzione di questa equazion@®(n) = ©(n's27), conlg, 7 ~ 2.81.

10.6 La trasformata discreta di Fourier

Il calcolo della convoluzione di due sequenze numeriehm problema classico che sorge in vari set-
tori scientifici e ha numerose applicazioni sopratutto nell’ambito della progettazione di algoritmi per
operazioni su interi e polinomi. La trasformata discreta di Fourier fornisce uno strumento per eseguire in
maniera efficiente tale operazione. Sitratta di una trasformazione lihdaaesequenze finite di elemen-
ti, definiti in generale su un anello opportuno, che mappa la convoluzione di-glesa, b nel prodotto,
termine a termine, delle due immagihia) e F'(b). Nota che il calcolo del prodotto termine a termine
di due sequenze certamente pisemplice del calcolo della loro convoluzione. Quindi, se disponiamo di
algoritmi efficienti per determinare la trasformata discreta di Fourier e la sua inversa, possiamo di fatto
disporre di una procedura per calcolare la convoluzione.

Tra le applicazioni di questo metodo ve ne sono alcune di particolare interesse. Tra queste ricordiamo
il noto algoritmo di Schnhage e Strassen per la moltiplicazione di due interi che fornisce tuttora il
metodo asintoticamente migliore per risolvere il problema. Esso consente di calcolare il prodotto di due
interi di n bit eseguend®(n log n log log n) operazioni binarie.

10.6.1 Latrasformata discreta e la sua inversa

Dato un anello commutativd = (A, +, -, 0, 1), 'elementorn = >";'_; 1 ammette inverso moltiplicativo
se esistel tale chel - n = 1. Un elementa di A tale chew # 1, w™ = 1, 3-7—j wi* = 0 per ogni
k= 1,2, 7} 1 e detton-esima radicegorincipale dell’unita. Chlameremo mveca—esime radici

dell'unita gli elementw0 =1,w,w?, ..., "L
Analizziamo ora due anelli partlcolarmente interessanti.

Esempio 10.1
SiaC = (C,+,-,0,1) il campo dei numeri complessi. Allora si verifica faciimente che ogré IN

ammette inverso moltiplicativo e cle&» & unan-esima radice principale dell’urit I
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Esempio 10.2

Dato un interon potenza d (cioé n = 2*) e postom = 2" + 1, siaZ,, I'anello dei resti modulon,
CioR Z,, = {0,1,....m—1}, 2 +y = (2 +Y)m, v -y = (x-y)m. Poicken = 2¥ & potenza d2 mentre
m = 2" + 1 e dispari,n e m sono primi fra loro e quindix ammette inverso moItipIicativ% in Zy;

inoltre 4 € unan-esima radice principale dell’'urit
Mostriamo qui chev = 4 & unan-esima radice principale dell'ugitin Z,,. Intanto4 # 1 ed inoltre

(@M2ni1 = ((2M2n41)? = (1) = L.

Mostriamo ora cht{:?:’ol 4% =operg=1,2,...,n — 1. Atale scopo consideriamo per ognie Z,, la seguente identit
k—1 ‘ 2k _1
[I(1+e)= > o
1=0 a=0

che si ottiene da
k—1

H (aozi n a1-2i) _ Z aco+2cl+m+2’cflck_l
i=0 Co,...,Cx_1€{0,1}
osservando che per ogai (0 < o« < 2F — 1) sono biunivocamente individuabily,...,Cx_1 € {0,1} tali che

a=Cy+2C1 + ...+ 2k710k71.
Per lidentiti precedente basta allora dimostrare che per ggfi < § < n) esistei (0 < i < k) tale che
14472 =0 mod(2" + 1). Atale riguardo si23 = 2' - d cond dispari; si ponga = k — [, vale:

7 1= 1= (-1 +1=0 mod(2" + 1)
'

Sia da ora in poi un anello commutativo in cut ammette inverso moltiplicativo e in cui & una
n-esima radice principale dell’'ugit Consideriamo ora I'algebr&™ formata dai vettori @ componenti

in A, cioe A" = {a | a=(al0],...,a[n —1]),a[i] € A}, dotata delle seguenti operazioni:
1) Somma + (a+b)[k] = alk] + b[k]
2) Prodotto . (a - b)[k] = alk] - b[K]
3) Prodotto di convoluzione ciclica © (a@b)k]= > alj]-bls]
(G+s)n=k

Si definisce trasformata discreta di FouriErla trasformazioner : A" — A" realizzata dalla

matrice[w], i cry 5 . CiOR:

n—1
(F(a) [k] = D *a[s]
s=0

Valgono le seguenti proprigt

Teorema 10.1 F & una trasformazione invertibile e la sua inverga! & realizzata dalla matric% .
W]

Dimostrazione. Detto[C;;] il prodotto delle matriciw®] e 1 - [w™%], vale

1 n—1 ) 1 n—1 ] k
Cis = — Z whhyTRs = Z (w“‘)’)
=0 =0

pertanto

1 ser=s
Cis _{ 0 altrimenti ’

e quindi[C;;] coincide con la matrice idendit 1
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Teorema 10.2  F(a +b) = F(a) + F(b);
Fla®b) = F(a) - F(b);

Fla+b)=F a)+F L)
FYa -b)=F Ya) @ FL(b)
Dimostrazione. Dimostriamo qui cheF(a ® b) = F(a) - F(b). Postoc = F(a © b), vale:
n—1
cli] = o™ (a0b) [k] = D w™ali] - b[(k = j)a] = D™ bk = j)a] - walj] =
k,j k.j

k=0
- (wab[so | (Zwa[ﬂ> — [Fla) - F D)), J

10.6.2 Latrasformata veloce di Fourier

In tutto questo paragrafo supporremo ehsa una potenza di 2, g = 2*, cheA sia un anello commu-

tativo in cuin sia invertibile ew sia unan-esima radice principale dell’'ugit Le seguenti osservazioni
permettono di applicare una strategia “divide et impera” al problema di determinare la trasformata di
Fourier di un vettorga|0], . .., a[n]). Posto infatty = F(a), vale per) < k < n:

ylk] = a[0] + wPa[1] + w?*al2] + ... + W Vrg[n — 1]
Pertanto risulta:
1. ylk] = (a]0] + w*a[2] + ... + w2 T aln — 2]) + wh(a[l] + wHa[3] + ... + w2 T aln — 1]).
2. w? & una%-esima radice principale dell'ugitin A.

Questo prova la correttezza della seguente procedura ricorsiva per il calcolo della trasformata di Fourier,
che chiameremo FFT (acronimo di “Fast Fourier Transform”).

Procedura FFT (w; (a[0],a[l],...,a[n —1]))
if n=1 then return (a0])

else begin
b[0],....b|252|) := FFT(w% (a[0],a[2],...,a[n — 2]))
cl0],...,c "T_2 = FFT(w?; (a[1],a[3],...,a[n — 1]))

for k=0,t0o n—1do
dlk] == b [(k) ]+ e [k ]
return  (d[0],...,d[n —1])
end

Osserviamo che le operazioni di base su cui tale algor&nsostruito sono la somma di elementi
dell'anello A e la moltiplicazione per una potenzadi
Detto7'(n) il numero di tali operazioni, vale evidentemente:

T(1)=0
T(n) =2T (%) +2n



CAPITOLO 10. IL METODO DIVIDE ET IMPERA 149

Ne segue ch&(n) = 2nlgn. Discorso perfettamente analogodpessere fatto per l'inversa—!.
Una immediata applicazione un algoritmo veloce per il calcolo della convoluzione circolare. Dal
Teorema 2 segue infatti che :

a®b=F 1 (F(a)- F(b))
Poicle il calcolo della trasformata e della trasformata inversa richig@elg n) operazioni di somma e
di moltiplicazione, e il prodotto richiede moltiplicazioni, si conclude che:

Fatto 10.1 La convoluzione circolare ® b di due vettorin-dimensionali richiede€) (n 1g n) operazioni
di somma e di prodotto per una potenzadgie n operazioni di prodotto.

10.6.3 Prodotto di polinomi

Consideriamo qui il problema di moltiplicare due polinomi di grada coefficienti reali con un algorit-
mo che utilizzi un basso numero di somme e prodotti.

Dati due polinomi di grada, p(z) = 37 px- 2¥ €q(2) = 37— qx - 2%, il loro prodottop(z) - ¢(2)
& il polinomio, di grad@n, s(z) = Y3, s, - 2" dove:

k
ij'Qk—j se0<k<n
Sk = j:%
Z pj-qk—; Sen <k <2n
j=k—n
Il calcolo diretto disy richiedek + 1 prodotti ek somme (sek < n) 0 2n — k + 1 prodotti e
2n — k somme (sé > n). |l numero totale di prodotti e di somn&allora~ 2n%. Tale numero
puo essere ridotto &(nlgn) osservando che la convoluzione circolare dei vettd@hat- 1 compo-
nenti(po, p1,---,Pn,0,0,...,0)€(qo,q1,---,4,0,0,...,0) & esattamente il vettofey, s, .. ., s25).
Cio unitamente alle propriatdella trasformata discreta di Fourier, prova la correttezza del seguente
algoritmo:

ALGORITMO: Moltiplicazione Veloce
Ingresso: due polinomi rappresentati dai vettori dei coefficigntip, . . ., pn), (90,15 - - -, Gn)

1. Calcola I'interoN = 2* tale che2n + 1 < N < 2(2n + 1).
2. a:= vettore aV componentipo, ..., pn,0,...,0).

3. b:=vettore aV componentiqo, - . ., ¢n,0,...,0).

4. c:= F 1 (F(a) - F(b)).

Uscita : il polinomio di grado al pi 2n i cui coefficienti sonar, . . ., can.

Per quanto riguarda I'analisi di complessitiaFatto 10.1segue immediatamente che I'algoritmo
precedente richied®(nlgn) somme e prodotti per potenza i = e soloO(n) operazioni di
prodotto.

Per quanto riguarda I'implementazione su RAM, I'analisi precedent@&mealistica, basandosi sulla
facolt@ di rappresentare arbitrari numeri complessi ed eseguire somme e prodotti in tempo costante. In
realf, se rappresentiamo i numeri con errore di arrotondamento, sia I'errore sul risultato sia il tempo di
calcolo viene a dipendere dall’errore di arrotondamento fissato.

Vogliamo qui studiare algoritmi efficienti per il calcolo esatto del prodotto di due polinomi a coeffi-
cienti interi, rispetto ad un modello di calcolo in cui:



CAPITOLO 10. IL METODO DIVIDE ET IMPERA 150

1. Gliinteri sono rappresentati in notazione binaria.
2. La somma di due interi in bit richieden operazioni elementari.
3. Il prodotto di due interi di bit richiedeM (n) operazioni elementari.

Ad esempio, utilizzando Il'algoritmo di moltiplicazione che si impara alle elementari, ab-
biamo M (n) = n? mentre, utilizzando l'algoritmo di Sé@mhage-Strassen, otteniamd (n) =
O(nlgnlglgn).

Il problema p@ essere cagormulato:

Problema:Prodotto Esatto.
Istanza: due polinomi rappresentati da due vetiayi. .., p,) €(qo, - - -, ¢,) diinteri di
al piu n bit 'uno.
k
Richiesta: calcolare, = > pjqi—; con0 < k < 2n, assumendp; = ¢; = 0 per ogni
j=0
j tale chej < 0 oppurej > n.

Osserviamo innanzitutto che ge< m, allora(a), = a.
Poicte ora i numerp;, ¢; sono al pil di n bit, ne segue chg;, ¢; < 2" e quindi per ognk (0 < k <
k

2n) vale s, = > gjpr—; < n2*" < 25" 41 (ameno cher < 4). Posto alloran > 22°" + 1, ne
j=0
seguei(si)m = s (0 <k < 2n).
Per ottenere il corretto prodotto, basta allora considerare i coeffigignti come elementi dell’anel-
lo Z,, con le operazioni di somma e prodotto modulo DettaF,, la trasformata di Fourier sd,,, con
radice 4 (vedEsempio 10.2 si ha il seguente:

ALGORITMO: Prodotto Esatto Veloce

Ingresso: due polinomi rappresentati da due vetiay;. . ., py)

e (qo, - - -, qn) diinteri di al pii n bit 'uno.
m:=2N +1 doveN = 2¥ con2.5n < N < 5n
a:=(po,---,Pn,0,...,0) vettore aN componenti inz,,.
b:=(qo,---,qn,0,...,0) vettore aN componenti inz,,.
c = F .  (Fnla) - Fn(b)).

Uscitaisy = ¢, (0 <k <2n

Per quando riguarda la complessitiell’'algoritmo precedente, osserviamo che esso richiede
O(N lg N) operazioni di somma e moltiplicazioni per potenze di 4 né¥hmoltiplicazioni di interi di
al piu N bit.

Ricordando che ogni somma costa al pi operazioni elementari, ogni prodotto per potenze di 4
e uno shift e quindi costa al piN operazioni elementari, ogni prodotto costa al pf (N) operazioni
elementari, concludiamo che il tempo®{n) complessive :

T(n) = O (n*lgn +nM(n))
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dove abbiamo tenuto conto ché < 5n. Implementando il prodotto col metodo di Sethage-Strassen,
si pw concludere :

T(n)=0 (n2 lgnlglg n)

10.6.4 Prodotto di interi

Obiettivo di questo paragrafeil progetto di un algoritmo asintoticamente veloce per il prodotto di interi
di n bit.

L’algoritmo di moltiplicazione imparato alle scuole elementari richiede temp@’); abbiamo visto
che una semplice applicazione della tecnica “Divide et impera” permette di realizzare un algotitmo pi
veloce (Tempo=O(n'°e23)).

Presentiamo qui un’ applicazione delle tecniche FFT, disegnando un algoritmo quasi lineare (Tem-
po= O(nlg®n)). Tale algoritmo& una semplificazione didattica di quello proposto da‘Bblage-
Strassen, che tuttora I'algoritmo di moltiplicazione asintoticamentel pefficiente noto (Tempo=

O(nlgnlglgn)).

Parametri della procedura sono gli interi= z,_1...z0 €b = y,_1...yo rappresentati nella
notazione binaria. Essi vengono decompostiMin = /n blocchiayy,...,ag € by, .. bo ognuno
composto daV/ bit: in tal modoa e b individuano rispettivamente i polinomi(z Zak e

M
Z by, - 2 . Sinoti chea = Z ap - 2MF = A2M)eb ="M by - 2MF = B(2M) .

Tali poI|n0m| vengono moltlpllcatl con la tecnica veloce presentata precedentemente, in cui i prodotti
vengono eseguiti richiamando ricorsivamente la procedura. Ottenuto il polinbajeB(z) = C(z) =
M ep2¥, sicalcolaC(2M) = M ¢, - 2MF | Risulta infatti cheC'(2M) = A(2M) - B(2M) = a - b.
Esiste una costanté > 0 per cui la seguente procedura calcola il prodotto di 2 interi:

Procedura PRODVEL(a =xp_1...20;0 = yp_1-...%0)
if n<C then calcolaa - b col metodo elementaresturn  (a - b)

else begin
o M = \/ﬁ
e decomponki in M blocchiay;_1, ..., ap dilunghezzal/.

e decomponb in M blocchiby; 1, ..., by di lunghezzall.
e Calcola l'interoN = 2* taleche2.5- M < N < 5- M.
e sianoa, b i vettori a N componenti

a = (ao,...,aM_l,O,...,O)
b= (bo,...,bar—1,0,...,0)
[ ] (Co,...,CN_l) :f2N+1(a)

(d07 e ,del) — f2N+1(b)
efor k=0to N—-1do
o, = PRODVEL(cy: d)
O(Z(),.. y AN — 1) .7:2N+1(0¢0,...,04N_1)

e return < > 2z 2M"“>
k=0

end
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Una semplice analisi permette di verificare che, détto) il tempo di calcolo della procedura di cui
sopra:
T(n) < NT(N) + O(nlg?n).

Ricordando chéV < 5./n, vale:
T(n) < 5¢/nT(5y/n) + O(nlg?n).
Postog(n) = nlg® n, si verifica che pen sufficientemente grande:

5v/n g(5v/n) + O (n]g2 n) = 25n (lg5 + lgz”f +0 (n g2 n) < g(n).

Applicando ora il corollario 6.2 otteniamo:

T(n) = O(nlg®n).

Esercizi
1) Consideriamo il problema di calcolare il prodottordinteri a1, as, . . ., an tali chea; € {1,2,...,n}
per ognii = 1,2,...,n. Mantenedo glin valori di input in un vettored = (A[1], A[2], ..., A[n]) di variabili

globali, possiamo risolvere il problema chiamando la proceBuodottd 1, ) definita nel modo seguente per
ogni coppia diinteri, j, 1 <i < j < n:

Procedure Prodottd(s, 5)
if ¢ = j thenreturn A[i]
else begin
k=)
a :=Prodottd(, k)
b :=Prodottdk + 1, j)
return c=a-b
end

a) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare I'ordine di grandezza del tempo di calcolo
richiesto dalla procedura su un input di dimensianegel caso peggiore.

b) Svolgere 'esercizio richiesto al punto a) assumendo il criterio di costo logaritmico.
2) Consideriamo il problema di calcolare I'espressione

b=ai+2as +2%as+ - + 2" ta,

su inputas, as, . . ., an tali chea; € {1,2,...,n} perognii = 1,2,...,n.
Tale calcolo po essere eseguito dalla seguente procedura:
begin
b:=a1
forj =2,3,...,ndo
b:=b+ 2j71aj
end

a) Assumendo il criterio di costo logaritmico, determinare in funzione kbirdine di grandezza del
tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla procedura nel caso peggiore.

b) Descrivere un algoritmo del tipo “divide et impera” che risolva in problema in te@po)
assumendo il criterio di costo uniforme.

¢) Assumendo il criterio di costo logaritmico, determinare in funzione Biordine di grandezza del
tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti nel caso peggiore dall'algoritmo descritto al punto
b).



CAPITOLO 10. IL METODO DIVIDE ET IMPERA 153

3) Considera la seguente procedura ricorsiva che su inpulN, n > 0, restituisce il valore?(n):
Function F'(n)

begin
if n = 1thenreturn 1
else
begin
i=[%]
j=1[3]
a:=F(i)+i-F(j)
return a
end
end

a) Assumendo il criterio di costoniforme determinare al crescere dil’'ordine di grandezza del
tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla procedura suinput

b) Assumendo il criterio di costimgaritmico, determinare al crescere dil’ordine di grandezza del
tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla procedura suinput



Capitolo 11

Programmazione dinamica

Come abbiamo visto nel capitolo precedente, gli algoritmi basati sul metodo “divide et impera” suddi-
vidono listanza di un problema in sottoistanze di ugual dimensione e quindi risolvono queste ultime
in maniera indipendente, solitamente mediante chiamate ricorsive. Vi sob@mdriemi che possono
essere decomposti in sottoproblemi definiti su istanze di dimensione diversa e in questo caso il metodo
“divide et impera” non pa essere applicato (per lo meno secondo la formulazione che abbiamo descritto
nel capitolo precedente). Inoltre, in molti casi interessanti, tali sottoproblemi presentano forti dipen-
denze tra loro: cdsun’eventuale procedura ricorsiva che richiama semplicemente se stessa su tutte le
sottoistanze per le quadi richiesta la soluzione porta ad eseguing ylte gli stessi calcoli. In alcuni

casi il tempo dedicato alla ripetizione di computaziori gseguit@& cos elevato da rendere 'algoritmo
assolutamente inefficiente.

Un metodo solitamente applicato per risolvere problemi di questodipoiello della “program-
mazione dinamica”. Intuitivamente esso consiste nel determinare per una datadstanagroblema
l'insieme S(i) di tutte le sottoistanze da cui dipende il calcolo della soluzioné.g@on lo stesso criterio
si stabilisce poi una relazione dipendenza tra i vari elemet{di Quindi, rispettando tale dipendenza,
si ricavano le soluzioni delle sottoistanze$lii) a partire da quelle di dimensione minore; i risultati
parziali man mano ottenuti vengono conservati in opportune aree di memoria e utilizzati per determinare
le soluzioni relative a istanze di dimensione via via crescentel. ,@ggi sottoistanza del problema viene
risolta una volta sola e il risultato utilizzato tutte le volte che occorre senza dover ripetere il calcolo. In
guesto modo, ad un modesto aumento dello spazio richiesto per I'esecuzione dell’algoritmo, corrisponde
spesso una drastica riduzione dei tempi di calcolo.

11.1 Un esempio semplice

Un esempio di algoritmo che calcola ripetutamente le soluzioni parziali del problema dataito
dalla procedura per determinare i numeri di Fibonacci descritta nella sezione 5.1. Su infNttale
procedura calcolai-esimo numero di Fibonacgj, mediante il seguente programma ricorsivo:

154
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Procedura FIB (n)
if n <1then return n

else begin
a:=n-—1
x := FIB (a)
b:=n-—2
y = FIB (b)
return (z +y)

end
E chiaro che in questa procedura i vari termini della sequefzéi, ..., f._2 Sono calcolati varie

volte. Per esempig,_» viene calcolato sia per determinafg = f,—1 + fn—2, Sia per determinare
fn-1 = fn_2+ fn_s. llfenomeno poi cresce man mano che decrescono gli indici della sequenza fino al
punto che i primi termini vengono calcolati un numero esponenziale di volte, rendend@lgusitmo
inutilizzabile anche per piccole dimensioni dell'ingresso. Abbiamo infaltiagservato (sezione 7.2)
che questa procedura richiede un tempo di calék(l(o@)").

Il modo pit semplice per risolvere il problen@aproprio basato sulla programmazione dinamica. |
numeri di Fibonacci vengono calcolati a partire da quelli di indice minore e quindi memorizzati in un
vettore apposito

V= (V[1],VI]2],...,V[n]);

in questo modo essi sono calcolati una volta sola e quindi riutilizzati quando occorre:

Procedura DFIB (n)

begin
V[0] :=0
V1] :=1
a:=0
b:=1
k:=2
while k£ <ndo
begin
x = Vla]
y:=VIb
VIkl =x+vy
a:=b
b=k
k:=k+1
end
return  Vin|
end

Come si osserva immediatamente, il tempo di calcolo della procéftiia € ©(n). DFIB calcola
la stessa funzione dilB in modo straordinariamentetpefficiente. Con poca fatica, inoltre, possiamo
ottimizzare I'algoritmo osservando che nemecessario mantenere in memaoria un vettorealementi;
infatti, per calcolare ogny; & sufficiente ricordare i due coefficienti precedentigecfp ; e f;_o. Si
ottiene cosla seguente procedura:
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Procedura OttFIB (n)
if n <1then return n

else
begin
z:=0
y:=1
for k=2, ndo
t:=y
y:=z+y
r:=1
return  (y)
end

Anche in questo caso abbiamo un tempo di calédla), mentre lo spazio di memoria richiesto si riduce
ao(1).

11.2 Il metodo generale

Vogliamo ora descrivere in generale come opera la tecnica di programmazione dinamica. Consideriamo
un algoritmo ricorsivo descritto dall'insieme di proced{i@ , P, ..., Py}, in cui P; sia la procedura
principale, e supponiamo per semplicithe ciascuna procedura abbia un solo parametro formale. Con-
sideriamo ora la famiglia delle coppi&;, x] dovek & un intero tale ché < k < M e x € un possibile
valore del parametro formale &,. Diciamo che[ Py, ] dipendeda|[Ps, y| se I'esecuzione della proce-
dura P, con valorex assegnato al parametro formale richiede almeno una volta la chiamBfacdn
valorey assegnato al corrispondente parametro formale. Conveniani@chd dipenda sempre da se
stesso.

Data ora la coppi@P;, z|, consideriamo un ordine lineat€[ P}, z|, <) tale che:

1. L[P, z] = {[Ps, y]|[P1, z]dipende d&P, y]}, cioé L[ Py, z] & 'insieme delle coppie da clP;, z]
dipende.

2. Se[Py, x|, [Ps,y] € L]|P1, 2] [Py, z] dipende ddP, y], allora[Ps, y] < [Py, z].

Si osservi che in generale si possono introdurré[iR;, z| vari ordini lineari <, compatibili con la
richiesta (2); supponiamo qui di averne fissato uno.

Dato(L[Py, z], <) chiameremo PRIMO I'elemento B[Py, z] piu piccolo rispetto all’'ordinamento,
mentre evidentemente I'elemento massieng, z|. Dato I € L[P), z], porremoSuc¢/) I'elemento
successivo ad nell’ordine totale: poick Sucg| Py, z|) non risulta definito, essend@, z] il massi-
mo dell’'ordine lineare, considereremo per completezza un nuovo elemento ND (non definito), ponendo
Sucq[Py, z]) =ND.

L'algoritmo che implementa la procedufa usando una tecnica di programmazione dinamica costru-
isce nella sua esecuzione un vettbréndiciato in L[ P}, 2] , ritornando alla find/ [Py, z].
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Procedura DP ;(\)
(1) Definisce l'ordine linear& [P, z]

(2) I:= PRIMO
(3)while I =#NDdo
begin

(4) Sel = [P;, ], esegui la procedurR; assegnando al
parametro formale e interpretando:

(a) i comandi iterativi con l'usuale semantica
(b) le eventuali chiamate del tipd = P;(1)” come “b := V[P, ]"
(c) le istruzioni del tipo feturn  E” come “V[I]| := E”

(B5)U :=1; I:=Sucg!)

end

(6)return  V[U]

Adottando questo punto di vista, la programmazione dinamicaratmio che una diversa semantica
operazionale della programmazione ricorsiva, anche &ajgalche grado di libextnella definizione
dell’'ordinamento lineare sd[P, z].

In conclusione, per risolvere un problefiausando il metodo illustrato dobbiamo anzitutto consid-
erare un algoritmo pell definito da una o pi procedure ricorsive e fissare un naturale ordine lineare
sulle chiamate di tali procedure. Quindi possiamo applicare il metodo descritto nello schema precedente,
introducendo eventualmente qualche ulteriore miglioramento che tenga conto delle simmetrie e delle
caratteristiche del problema.

Abbiamo ga mostrato come il metodo appena illustrat@ gssere utilizzato per calcolare i numeri
di Fibonacci. Nelle sezioni successive invece presentiamo alcuni classici algoritmi basati sulla program-
mazione dinamica che risolvono problemi nei quali le relazioni tra le soluzioni alle varie istanze 8ono pi
complicate e richiedono il mantenimento in memoria di tutte le soluzioni parziali fino al termine della
computazione.

11.3 Moltiplicazione din matrici

Comeé noto, la moltiplicazione di due matriei = [A;;] e B = [B;x], di dimensionen x geq x p
rispettivamente, fornisce la matricé= [C;;] di dimensionen x p tale che, per ogni, k,

q
Cit = > Aij - Bj.

=1

Per valutare la complesaitli calcolo di questa operazione assumiamo che le due matrici siano a com-
ponenti intere e teniamo conto, per sempdigitsolo del numero di prodotti eseguiti. Di conseguenza,
possiamo supporre che la moltiplicazione delle due matrici sopra considerate richigdaoperazioni
elementari.

Il problema che si vuole affrontagequello di determinare il minimo numero di operazioni necessario
a calcolare il prodottod; - Ay - ... - A, din matrici A, As, ..., A,, sapendo chd;, & di dimensione
rL—1 X ri perognik = 1,2,...,n.

Siano ad esempid, B, C matrici rispettivamente di dimensiolex 5, 5 x 10, 10 x 2. Il prodotto
A - B - C pu essere eseguito nei due modi divéisi- B) - C 0 A - (B - C), che forniscono lo stesso
risultato con un diverso numero di operaziofit - B) - C' richiede3-5-10+3-10-2 = 210 operazioni,
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mentred - (B - C) nerichiede3 -5 -2+ 5- 10 - 2 = 130. Risulta conveniente allora applicare il secondo
procedimento.

Tornando al problema iniziale, indichiamo cd#|k, s] il numero minimo di operazioni necessario
acalcolared; - ... - A,. Osservandochdy, - ... Ay = (Ar- ...- Aj)-(Ajq1- ... - As) per
k < j < s, una semplice procedura ricorsiva per il calcolddik, s] € suggerita dalla seguente regola:

Mk, s] = 0 sek =s
T Ming<jos{M[k,jl + M[j +1,s] + rg_1rjrs}  altrimenti

La procedura la seguente:

Procedura COSTO [k, s]
if k= sthenreturn 0

else
begin
m = O
for j=kk+1,...,s—1do
begin
A :=COSTO[k, j|
B :=COSTQj + 1, 5]
if (A+B+ry_1-rj-rs)<mthen m:=A+B+r,_1-1rj 75
end
return m
end

Il programma che risolve il problen@allora:

MOLT-MAT

begin
for 0 <k <ndo REAOT)
z :=COSTQAl,n]
write 2z

end

Limplementazione diretta del precedente algoritmo ricorsivo porta a tempi di calcolo esponenziali;
applichiamo allora la tecnica di programmazione dinamica.

Poicte la procedur€OSTOichiama solo se stessa, potremo senza amBiguaiivereC [k, s| anzicte
L(COSTEk, s)).

Poicte [k, s] dipende ddk’, '], sek < k' < s’ < s allora si ha

L[l,n] ={[k,s]|1 <k<s<n}.

Un possibile ordine lineare compatibile con la precedente nozione di dipenédrseguente:

/

[k,s] <[K',s'] seesoloses—k < s —k" oppures’ —k'=s—k e k <K.

Otteniamo in questo caso:
PRIMO = [1, 1]
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) k+1,s4+1] ses<n
Sucelk, 5] = { [l,n—k+2] ses=n
ND = [1,n + 1]

La procedura di programmazione dinamica risulta allora:

Procedura DCOSTO [1,n]

begin
[k, s] = [1,1]
while [k, s] # [1,n+ 1] do
begin
if k=sthen Vik,s]:=0
else
begin
m = o0
for j=kk+1,...,s—1do
begin
A = VIk,j]
B:=V[j+1,s]
if (A+B+rg_1-rj-rs) <mthen
m:=A+BH4ry_1-1j-7s
end
Vik,s] :==m
end
u = [k, s]
[k, s] := Succ [k, s]
end
return  Vu]
end

Per quanto riguarda il tempo di calcolo (con criterio uniforme) si osserva che ilwlile viene
percorso tante volte quante sono le possibili coppie] conl < k < s < n.

Fissata la coppiék, s|, I'istruzione pili costosa nel ciclavhile € il ciclofor che esegués — k) -
O(1) passi, mentre il tempo richiesto dalle altre istruziéral pli costante. Questo significa che ogni
esecuzione del ciclovhile richiede un temp®(s — k), dove[k, s] & I'elemento corrente. Osserva che
vi sonon — 1 elementifk, s| tali ches — k = 1, ve ne sona — 2 tali ches — k = 2 e cos via; infine vi
e un solo elementfk, s] tale ches — k = n — 1. Quindi il tempo complessive dato dalla somma

S O(s—k) = S (n—1)0(i) = O(n?).
[k,s] i=1

Il tempo complessivé allora®(n?), mentre lo spazié essenzialmente quello richiesto per memo-
rizzare il vettoreV [k, s, quindi ©(n?).
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11.4 Chiusura transitiva

Il problema che consideriamo in questa sezione riguarda il calcolo della chiusura transitiva di un grafo.
Dato un grafo orientaté: = (V, E), si vuole determinare il grafo (orientat6)* = (V, £*) tale che, per
ogni coppia di nodi,, v € V, esiste il lato(u, v) in G* se e solo se esiste (# un cammino da av.

Un algoritmo classico per risolvere il problergdebasato sul calcolo di una famiglia di coefficienti
booleani che assumono valdre 0 a seconda se esiste 0 meno un cammino tra due nodi passante per un
certo insieme di vertici.

Sianovy, va, . .., v, i Nodi del grafoG. L'ideaé quella di verificare, per ogni coppia di nadiv;, se
esiste un lato da; av; oppure un cammino dg av; passante per il node ; poi, se esiste un cammino
dawv; av; passante al piper nodi di indicel o 2; quindi se esiste un cammino daa v; passante per
nodi di indice minore o uguale & e cos via. Si tratta quindi di eseguire cicli: al k-esimo ciclo si
verifica, per ogni coppia di nodi, v;, se esiste un cammino daav; passante per nodi di indice minore
o uguale & (escludendo i due valotie j). Tale verifica po essere eseguita tenendo conto dei risultati
forniti dal ciclo precedente. Infatti, esiste un camminovgla v; passante per nodi di indice minore o
uguale & se e solo se si verifica uno dei fatti seguenti:

1. esiste un cammino da av; passante per nodi di indice minore o uguale-al, oppure

2. esiste un cammino dg a v, e uno dav, av; entrambi passanti per vertici di indice minore o
uguale ak — 1.

Per ogni coppia di indici,j € {1,2,...,n} definiamo la famiglia di coefficientﬁfj, dovek €
{0,1,2,...,n}, nel modo seguente:

CO _ 1 Se(-Ui,’Uj)- e F,
t 0 altrimenti,

mentre, per ognk € {1,2,...,n},

1 se(v;,v;) € E oppure esiste iG un cammino da
C’fj = v; av; che passa per nodi di indi¢aale chet < £,
0 altrimenti.

Nota che[C?j] coincide di fatto con la matrice di adiacenza del grafo di ingresso.
Per il ragionamento precedente i coefficimig, al variare dii e j in {1,2,...,n}, sono legati ai
valori ij*l dalla seguente equazione:

Ch=Ci v (i A (11.1)

ChiaramenteC;; = 1 se e solo se iz esiste un cammino dg; a v;. Possiamo allora facilmente
descrivere un algorimo che calcola inizialmente i coefficié]’j}i e quindi, usando I'equazione (11.1),
tutti i successivi: per ognt = 1,2, ..., n tutti i coefficienti Cz’g coni,j = 1,2,...,n, pOSSONO essere
ottenuti daCZ-’“j‘l. Questo calcolo puessere ovviamente eseguito mantenendo due matrici di dimensione
n X n, una per conservare i valotﬂfjfl, I'altra per i corrispondenthj. Tuttavia, osserviamo che per
ognisi, 7, k valgono le seguenti idendit

chit=cCf, Cit=Cy

(2
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Questo significa che possiamo usare una sola matrice per mantenere entrambe le famiglie di coefficienti.

L'algoritmo complessivee quindi descritto dalla seguente procedura che calcola la matrice di co-
efficienti booleani/C;;]; j—1 2. ». Tale matrice coincide inizialmente con la matrice di adiacenza del
grafo G mentre, al termine della computazione, rappresenta la matrice di adiacenza della sua chiusura
transitivaG™*.

begin
for 1=1,2,...,ndo
for j=1,2,...,ndo
if (vi,v;) € Ethen Cj;:=1
else Cj;:=0
for k=1,2,...,ndo
for i=1,2,...,ndo
for j=1,2,...,ndo
if Cl'j:()then Cij = Cik;/\ckj
end

E facile verificare che, assumendo il criterio di costo uniforme, I'algoritmo richiede un tempo di calcolo
O(n?) e uno spazio di memori@(n?) su ogni grafo di ingresso di nodi.

11.5 Cammini minimi

Un altro problema classico che sidrtisolvere mediante programmazione dinamica riguarda il calcolo
dei cammini di peso minimo che connettono i nodi in un grafo pesato.

Consideriamo un grafo diretl@ = (V, E) e una funzione coste : £ — Q tale chew(e) > 0 per
ognie € E. Per ogni cammind in G, ¢ = (v, ve,...,v,), chiamiamo peso (o costo) dila somma
dei costi dei suoi lati:

m—1
c(l) = Z w(vi, Viy1)
=1
Per ogni coppia di nodi, v € V' si vuole determinare un cammirdai peso minimo tra tutti i cammini
dau av, insieme al suo costa/).

Sianovy, va, . .., v, inodidiG. Il problema pw essere risolto calcolando le mattgi= [d;;]; j—12,..n
e P = [pjj]i j=12,..n l€ cui componenti sono definite nel modo seguente: per ogni coppia di indici dis-
tinti 4, j, se esiste un cammino daawv; in G, d;; rappresenta il costo del cammino di peso minimo che
congiungey; ev; e p;; € il predecessore di; in tale cammino; se invece non esiste un cammino; Ga
v; allorad;; assume un valore convenzionate superiore al peso di ogni cammino@h e p;; assume
il valore indefinito L.

Conoscendo la matricE e possibile determinare un cammino di peso minime.dav; semplice-
mente scorrendo in modo opportunaiasima riga della matrice: g = p;; alloravy, € il penultimo
nodo del cammino, sk, = p;x, alloravy, € il terzultimo, e cosvia fino a determinare il primo nodo,
ovverow;.

Abbiamo cos definito il problema per grafi con pesi non negativi. L'algoritmo che presentiamo
tuttavia risolve il problema nel casotpgenerale di grafi con pesi di segno qualsiasi, paigesti non
formino cicli di costo negativo. Osserviamo che se esiste un ciclo di peso negativo lo stesso problema
none ben definito.
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Il metodo utilizzato per determinare la soluzianeimile a quello descritto nella sezione precedente
per calcolare la chiusura transitiva di un grafo. Per ogni tripla di indicik € {1,2,...,n} definiamo
il coeﬁicientecfj come il costo del cammino di peso minimodaav; passante per nodi di indice akpi
uguale & (esclusii e j). Chiaramentel;; = ¢j;. Inoltre definiamo i coefficienti:% nel modo seguente:
w(v;,vj) sei#je(vy,vj) €E
A=¢0 sei=j
00 altrimenti

Anche per questa famiglia di coefficienti possiamo definire un’equazione, analoga alla (11.1), che per-

mette di calcolare i valordfj, peri,j =1,2,...,n, conoscendoéfjflz

cfj = min{c

ol gt (11.2)
Basta osservare infatti che & un cammino di peso minimo da a v; passante per nodi di indice
minore o uguale & allora si verifica una dei due fatti seguenti:

1. ¢ passa solo per nodi di indice minore o uguale-a 1, oppure

2. ¢ e composto da due cammini che vanno rispettivamentg da;, e dav, av;, entrambi di peso
minimo tra tutti i cammini (congiungenti i rispettivi estremi) passanti per nodi di indice minore o
uguale ak — 1.

Nel primo caso il costo i écfj‘1 mentre nel seconde@ck ' + cﬁj‘l; inoltre in quest'ultimo il prede-
cessore dv; in ¢ equivale al predecessorei nel cammino di costo minimo da, av; passante per
nodi di indice minore o uguale/a— 1.

Applicando I'equazione (11.2) possiamo allora descrivere un algoritmo del tutto simile a quello pre-
sentato nella sezione precedente. Anche in questo caso possiamo limitarci a mantenere una sola matrice
di valori cfj poiche valgono le identé

cip | =cli el =ci
per ogni tripla di indicii, j, k. Cod I'algoritmo calcola la matric€' = [c;;] dei costi e quellaB = [b;]
dei predecessori dei cammini minimi che, al termine della computazione, coincideranno con le matrici
D e P rispettivamente.
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begin
for i=1,2,...,ndo
for j=1,2,...,ndo
. cii =10
f i=jth W
if i=jthen {bn::z
elseif  (v;,vj) € E then Cij 5:@(vz’7vj)
bij =1
Cii = OO
I K
else by = L
for k=1,2,...,ndo
for i=1,2,...,ndo
for j=1,2,...,ndo
i Cij '= Cik + Cij
f . . . th ij j
T s e {bij = by,
end

Concludiamo osservando che, assumendo il criterio di costo uniforme, il tempo di calcolo richiesto
dall’algoritmo su ogni grafo di input di nodié ©(n?), mentre lo spazio di memor@O (n?).



Capitolo 12

Algoritmi greedy

Una delle tecniche pisemplici per la progettazione di algoritmi di ottimizzazi@anehiamata tecnica
greedy Letteralmente questo termine significa “ingordo”, ma nel seguito preferiremo tradurlo “miope”.
Intuitivamente, questo metodo costruisce la soluzione di un problema di ottimizzazione mediante una
successione di passi durante ciascuno dei quali viene scelto un elemento “localmente” migliore; in altre
parole a ciascun passo la scelta migliore viene compiuta in un ambito limitato, senza controllare che il
procedimento complessivo porti effettivamente al calcolo di una soluzione ottima per il problema.
Questa strategia, se da un lato permette solitamente di ottenere algoritmi semplici e facilmente im-
plementabili, dall'altro pa portare alla definizione di procedure che non forniscono sempre la soluzione
ottima. In questo capitolo vogliamo studiare le progridegli algoritmi di questo tipo e verificare in
quali casie possibile garantire che la soluzione costruita sia effettivamente la migliore.

12.1 Problemi di ottimizzazione

Per esprimere questi concetti in maniera precisa, introduciamo la nozione di sistema di indipendenza.
Unsistema diindipendenzZauna coppidF, F') nella qualeE & un insieme finitoF' € una famigliar’

di sottoinsiemi diF chiusa rispetto all'inclusione; in altre parolg,C 2 (qui e nel seguito denoteremo

con2F la famiglia di tutti i sottoinsiemi di) e inoltre

Ae FABCA=BeF

E evidente che, per ogni insieme fini) la coppia(E, 2F) forma un sistema di indipendenza.

Esempio 12.1
SiaG = (V, E) un grafo non orientato; diciamo che un insieseC E forma una foresta se il grafd’, A) & privo di cicli.
Denotiamo quindi cotF¢ I'insieme delle foreste dir, ovvero

Fe ={A C E | Aforma una foresth

E facile verificare che la coppid, F¢) & un sistema di indipendenza.

Viceversa, per ognd C FE, siaVa linsieme dei verticiv € V che sono estremi di un lato id e diciamo cheA
forma un albero se il graf@V4, A) & connesso e privo di cicli: denotando c@a la famiglia degli alberi diG, ovvero
76 = {A C E | Aforma un alber, si verifica faciimente chéFE, 7¢) noné un sistema di indipendenza. 1

Esempio 12.2

Sia sempré&> = (V, E) un grafo non orientato. Diciamo che un insiesieC E forma un matching se, per ogni coppia di lati
distinti o, 8 € A, a € 8 non hanno nodi in comune. Denotiamo inoltre ¢ty la famiglia dei sottoinsiemi di' che formano
un matching E facile verificare ché £, M) & un sistema di indipendenza.

164
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Analogamente, diciamo che un insieifieC V' forma una clique dG se, per ogni coppia di nodi distinti v € .S, il lato
{s,v} appartiene &. Denotiamo corC¢ la famiglia delle clique diz. Si pw verificare anche in questo caso & C¢)
forma un sistema di indipendenza. 1

Vari problemi di ottimizzazione possono essere definiti in modo naturale usando sistemi di indipen-
denza pesati nei quali @mgni elemento dell'insieme baséealotato di un peso. Urfanzione pessu un
dato una sistema di indipendena, F), & una arbitraria funzione : £ — R™, doveR™ & l'insieme
dei reali non negativi. Tale funzione pessere ovviamente estesa ai sottoinsieri gonendo, per ogni
ACE,w(A) =3 ,c4w(x). Possiamo allora formulare in modo preciso un problema di massimo:

Istanza: un sistema di indipenden#a, F') e una funzione peso : £ — R™.
Soluzione : un insiem@/ < F tale chew(M) sia massimo (ovverd € F' = w(A) <
w(M)).

In modo analogo possiamo definire un problema di minimo. In questo caso, dato una sistema di indipen-
denza(E, F'), diciamo che un insiemé € F @massimalee non esist® ¢ F diverso daA che include
A, ovvero, perognB € F, AC B= A= B.

Istanza: un sistema di indipendenZa F) e una funzione peso : £ — R™.
Soluzione : un insiemé € F massimale che sia di peso minimo (ovvero, tale che per
ogni B € F massimalev(A) < w(B)).

Definiamo ora I'algoritmo greedy per il problema di massimo; tale algorémefinito dalla seguente
procedura.

Procedure MIOPE(E, F,w)

begin
S:=10
Q:=F
while @ # 0 do
begin
determina I'elementa: di peso massimo i)
Q:=Q —{m}
if Su{m}e Fthen S:=5U{m}
end
return S
end

Fissata una istanza del problema di ottimizzazione, ovvero una fiplw definita come sopra,
la precedente procedura fornisce in uscita un insiéhuhe appartiene certamentera(é quindi una
soluzioneammissibilg¢, ma nore necessariamente ottimo nel senso cliermn rappresentare un insieme
di peso massimo it

Si pongono allora, a questo livello di generaljtdue problemi:

1. qualé iltempo di calcolo dell’algoritmo greedy, @auanti passi di calcolo devono essere compiu-
ti avendo come ingresso un insieredi n elementi? A questo proposito osserviamo che I'input
dell'algoritmo saa qui costituito dal solo insiemg& e dalla funzione pesa: si suppone ché”
sia automaticamente definito in maniera implicita mediante una opportuna regola e sia comunque
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disponibile una routine per verificare quando un insiedn€ FE appartiene &'. La famiglia F’
potrebbe infatti contenere un numero di elementi esponenziale iquindi la sua specifica diretta
sarebbe improponibile.

2. In quali casi I'algoritmo greedy fornisce effettivamente una soluzione ottima? Qualora I'algoritmo
non fornisca la soluzione ottima, si pone un terzo problema, ovvero quello di valutare & bont
della soluzione prodotta. Questo porta a studiare una classe di algoritmi, detti di approssimazione,
che in generale non forniscono la soluzione migliore a un dato problema ma ne producono una
che approssima quella richiesta. In molti casi il calcolo della soluzione o#titr@ppo costoso in
termini di tempo e ci si accontenta di una soluzione approssimata,gpavefamente quest’ultima
sia calcolabile in un tempo accettabile.

Concludiamo osservando che un algoritmo analogngsmsere descritto per il problema di minimo.
Essoe definito dalla seguente procedura:

Procedure MIOPE-MIN(E, F, w)

begin
S:=0
Q:=F
while @ # 0 do
begin
determina I'elementa: di peso minimo inY
Q:=Q—{m}
if Su{m}e Fthen S:=S5U{m}
end
return S
end

Anche per tale algoritmo valgono le osservazioni fatte a proposito della procedura MIOPE.

12.2 Analisi delle procedure greedy

Presentiamo ora una analisi dei tempi di calcolo richiesti dall’algoritmo MIOPE descritto nella sezione
precendente. Ovviamente, visto il livello di genegalitel problema, il tempo di calcolo ottenuto dipen-
der’ dal sistema di indipendenz&, F') di ingresso e non semplicemente dalla dimensiong.di

Una prima soluzione si guottenere rappresentando l'insieie= {ly,ls,---,l,} mediante un
vettore@ = (Q[1],Q[2], ..., Q[n]) dove, inizialmenteQ[i] = I; per ognii. Indichiamo con SOR{Y)
una funzione che restituisce il vettapeordinato in modo tale che i pesi dei lati formino una progressione
non crescente, ovvero(Q[1]) > w(Q[2]) > --- > w(Q[n]). La procedura pdiallora essere riscritta
nella forma seguente:
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Procedure MIOPE

begin
S:=0
Q = (ll,lg, cee ,ln)
Q := SORTQ)
for i=1,2,...,ndo
if SU{Q[i]} € Fthen S:=SU{Q[i]}
end

Come si vede la procedura prevede due passi principali: I'ordinamento di un vettordainenti en

test per verificare se un insieme C E appartiene &'. Possiamo chiaramente eseguire il primo passo in
un tempoO(nlogn). Il secondo tuttavia dipende dal particolare sistema di indipendenza considerato in
ingresso. Se comunque assumiamo di poter verificare I'appartefierza’ in un tempoC'(n), il costo
complessivo di questo controllo n@superiore & (n - C(n)). Possiamo quindi concludere affermando
che la procedura MIOPE richiede abipin tempaO(n log n + nC(n)).

12.3 Matroidi e teorema di Rado

Diamo in questa sezione una soluzione parziale alla seconda questione che ci siamo posti: in quali casi
I'algoritmo greedy fornisce la soluzione ottima?

Il nostro obiettivoe quello di caratterizzare la classe dei sistemi di indipendenza per i quali I'algo-
ritmo greedy fornisce la soluzione ottima qualunque sia la funzione peso considerata. Dimostreremo
(teorema di Rado) che un sistema di indipendenza verifica la pragmietedente se e solo se e83m
matroide.

Un sistema di indipendenzd, F') & dettomatroidese, per ognid, B € F'tali che|B| = |A| + 1
(qui | X| indica la cardinala& di un insiemeX), allora esisté € B — A per cuiA U {b} € F. Per
esempiog facile verificare che, per ogni insieme finiy la coppia( £, 2¥) forma un matroide.

La nozione di matroidé stata introdotta nel 1935 da Birkhoff e altri per generalizzare il concetto di
dipendenza lineare. Questa nozione ha trovato proficue applicazioni in vari settori, dalla teoria dei grafi
agli algoritmi, e p essere considerata un ponte tra I'algebra lineare e la matematica combinatoria.

Esempio 12.3
SiaE un insieme finito di vettori di uno spazio vettoridle SiaF' la famiglia di sottoinsiemi dE formati da vettori linearmente
indipendenti. Si pa verificare facilmente chér, F') forma un matroide, dettmatroide vettoriale 1

L'esempio pu importante di matroide tuttavia fornito dal sistema di indipenden#a, F;) definito
nellEsempio 12.1. La seguente proposizione dimostra questa pkbpriet

Proposizione 12.1Per ogni grafo non orientat6: = (V, E), la coppia(E, F¢) € un matroide.

Dimostrazione. Dall’Esempio 12.1 sappiamo ché’, F) & un sistema di indipendenza. Dobbiamo
quindi solo provare l'ulteriore condizione sopra definita. A tale scopo, sthed3 due insiemi di lati

in F¢ tali che |B| = |A| + 1. Denotiamo corl l'insieme U = B — A. Chiaramentd/ # () e
possiamo porré/ = {by,bs,...,by,}. Per assurdo supponiamo ora che dgrformi un ciclo conA,
ovvero A U {b;} & F¢ per ognii. SiaC; tale ciclo. Allora, inC; deve esistere un latg, € A — B,
altrimenti avremmo un ciclo interamente incluso ihcontro lipotesiB € F¢. Inoltre, possiamo
sceglierens # a1, altrimenti I'insiemeC U Cy — {a;} forma nuovamente un ciclo iB8. Per lo stesso
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motivo possiamo sceglierg; diverso daas € a; e co$ via: tutti gli a;, peri = 1,2,...,m, possono
essere scelti in modo distinto dai precedenti. Di conseguetiza m+ |ANB| = |U|+|ANB| = |B],
ma quest@ assurdo peréhabbiamo suppost®| = |A| + 1. 1

La coppia{E, F¢) € anche chiamataatroide grafico

Un risultato interessante, che fornisce una interpretazione algoritmica dei matrnbgkguente:

Teorema 12.2 (Rado) Dato un sistema di indipendenda, F'), le seguenti proposizioni sono equiva-
lenti:

a) per ogni funzione peso : E — R™, l'algoritmo MIOPE fornisce una soluzione ottima al
problema di massimo su inpit, F, w;

b) (E, F') & un matroide.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che s, F') none un matroide allora esiste una funzione peso
w : E — R* per la quale I'algoritmo greedy non fornisce la soluzione ottima. Infatti, @féh F)
noné un matroide, esistono due insiefiB € F tali che, per qualché € N,

|A| =k, |Bl|=k+1, einoltrebe B— A= AU{b} & F
Definiamo ora una funzione pesonel modo seguente. Scelio> 1, poniamo per ogni: € E'

a sexre A
w(z)=4 1 sexe B—A
0 sexe (AUB)©

Assegnata tale funzione peso, I'algoritmo greedy f@rnina soluzioné, formata da tutti gli elementi
in A (i quali, avendo peso maggiore, verranno selezionati per primi) gventualmente, un insieme di
elementiC C (A U B)¢. Nota che inS non vi possono essere elementiigli- A in quanto, per ogni
b€ B — A, abbiamoA U {b} ¢ F. Postot = |A N B|, abbiamo

w(S) =w(AUC) =w(A)+w(C)=a-|A|=a-k

w(B)=w(B—-—A) +w(ANB)=(k+1—-t)+a-t

Ne segue allora che

1
w(S)<w(B) <— a-k<k+l—-t+oa -t <— Cl<1+m

Quindi, se scegliama tale che

1
l<a<ld——
o<l

si verifica che la soluzion#§ costruita dall’algoritmo greedy namottima.

Viceversa, dimostriamo ora che, §B, F)) € un matroide, comunque si scelga una funzione peso
w : E — RT, l'algoritmo greedy restituisce la soluzione ottima. Sia infatti= {b1,bo,...,b,} la
soluzione fornita dall’algoritmo, cow (b)) > w(be) > -+ > w(b,). SiaA = {a1,a2,...,an} un
qualungue elemento df, conw(a;) > w(az) > -+ > w(am).

Innanzitutto verifichiamo chen < n. Infatti se fossem < m, essenddE, F) un matroide, es-
isterebber; € A— Stale cheSU{a;} € F. Inoltre, tutti i sottoinsiemi d5' U {a; } apparterrebbero &,
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e di conseguenza 'algoritmo non avrebbe scardatma lo avrebbe inserito nella soluzione, restituendo
I'insieme S U {a;} invece diS.

Quindim < n e dimostriamo allora che(a;) < w(b;) perognic = 1,2, ..., m. Infatti, per assurdo,
siak il primo intero tale chav(a;) > w(by). Nota che I'insiemeD = {by,bs, ..., bx_1} appartiene a
F einoltre|D| + 1 = [{a1, aq, ..., ar}|. Di conseguenza, essend®, F') un matroide, esiste un intero
j,1 <j <k taleches ¢ DeDU{a;} € F. Poicte I'algoritmo greedy sceglie al pasgeesimo
I'elemento di peso massimo tra quelli disponibili, abbiam@;) > w(a;); d'altro lato, essendg < k,
abbiamow(a;) > w(ay) € quindiw(b,) > w(a;) > w(ax), contro l'ipotesiw(ax) > w(by). Questo
prova chew(A) < w(S) e quindi la soluzione fornita dall’algoritmé ottima. 1

Anche per il problema di minimeé possibile provare che I'algoritmo greedy fornisce la soluzione
ottima sui matroidi.

Corollario 12.3 Se un sistema di indipendenz&, F) € un matroide allora, per ogni funzione peso
w: E — R, l'algoritmo MIOPE-MIN fornisce una soluzione ottima al problema di minimo (su input
E, F, w).

Dimostrazione. Innazituttoe facile verificare che in ogni matroid€&, F') gli insiemi A € F massimali
hanno la stessa cardinalit Sia quindim la cardinali& degli insiemi massimali id". Inoltre, data una
funzione pesav : £ — RT, fissap = max{w(z) | = € E} e definisci la funziones’ : E — R™
ponendow’(z) = p — w(x), per ogniz € E. Allora, per ogniA € F massimale, abbiame’(A) =
mp—w(A) e quindiw’(A) € massimo se e solo 8€ A) & minimo. Per il teorema precedente la procedura
MIOPE su inputE, F,w' determina I'element® € F di peso massimo rispettow. Tuttaviaé facile
verificare cheS e anche I'output della procedura MIOPE-MIN su infut /', w. Di conseguenza, per
I'osservazione precedent#,e anche insieme massimalefhdi peso minimo rispetto a.

Esercizi

1) Dato un grafo non orientaté’ = (V, E') nel qualeV e l'insieme dei nodi ed® quello degli archi,
definiamo la seguente famiglia di sottoinsiemifi

F ={A C E|3Jv eV tale che ogni latex € A & incidente a}

Per ipotesi assumiantbe F.
a) La coppialE, F')y forma un sistema di indipendenza?
b) La coppia(E, F') forma un matroide?

c¢) Considera il problema di determinare I'elemento di peso massinibaasumendo per istanza un
grafo G con pesi positivi associati agli archi. Descrivere un algoritmo greedy per tale problema.

d) L'algoritmo descritto al punto ¢) determina sempre la soluzione ottima?

2) Ricordiamo che in un grafo non orientatb= (V, E) (doveV & I'insieme dei nodi & quello dei lati)
unaclique & un sottoinsiem€& C V tale che, per ogni,,v € C, seu # v allora{u,v} € E. SiaFg la
famiglia di tutte le clique dG, cioe

Fe={ACV |Vu,v€ A, u#v={u,v}€E}

a) La coppiaV, F) forma un sistema di indipendenza?
b) La coppia(V, F¢) forma un matroide?
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c) Dato un grafo non orientat@ = (V, E) e una funzione peso : V — R™, ogniinsiemed C V
ammette un pesw(A) definito da
w(A) = Z w(z).

TEA
Descrivere una procedura greedy che cerca di determinare un inSiemé& di peso massimo .
La soluzione prodotta dall'algoritm®& sempre ottima?

3) Svolgere I'analisi dell’algoritmo greedy per il problema di minimo introdotto nella sezione 12.1.

12.4 Lalgoritmo di Kruskal

Un classico problema di ottimizzazione su grafi consiste nel determinare un albero di copertura di peso
minimo in un grafo assegnato. In questa sezione presentiamo uno dei principali algoritmi per risolvere
tale problema, noto come algoritmo di Kruskal. Questa procedura fornisce un esempio rilevante di
algoritmo greedy e nello stesso tempo rappresenta una applicazione delle operazioni UNION e FIND
studiate nella sezione 9.7.

Ricordiamo innanzitutto che un albero di copertura (spanning tree) di un grafo non orientato, con-
nesso(V, E) e un alberdl’, sottografo diz, che connette tutti i nodi del grafo; formalmente quindi si
tratta di un alberd” = (V', E’) tale cheV’ =V e E' C E.

Se( e dotato di una funzione peso: £ — Q, il costo di un albero di copertufB = (V, E’) di G
e semplicemente la somma dei costi dei suoi lati:

leE’

Il problema che consideriam®quello di determinare un albero di copertura di peso minimaer
(nota che in generale la soluzione ndminica). Formalmente possiamo definire il problema nel modo
seguente:

Istanza: un grafo non orientato, conneése- (V, E) e una funzione peso : £ — @.
Soluzione: un insieme di la§ C F tali che(V, S) sia un albero di copertura di peso
minimo perG.

L'idea dell’algoritmo che presentiam® quella di costruire la soluziong considerando uno dopo
l'altro i lati di G in ordine di peso non decrescente: inizialmente si p®re () e poi si aggiunge il lato
correntel solo se il nuovo insiemé& U {/} non forma cicli, altrimenti viene scartato e si considera il
lato successivo.

Quindi, durante I'esecuzione dell’algoritmg rappresenta un sottoinsieme di latidche non forma
cicli. Si tratta quindi di una forest&' che definisce automaticamente una partizidhdell'insieme
V' dei nodi nella quale due vertici si trovano nello stesso sottoinsieme se appartengono al medesimo
albero diF'. Ora, per verificare s§ U {/} forma un ciclo, basta considerare i due estremiv di [ e
controllare se coincidono i due insiemi della partiziddeui appartengona e v. In caso affermativo
il lato [, aggiunto alla soluzione parziate forma un ciclo e deve quindi essere scartato; altrimenti esso
va aggiunto alla soluzione poietunisce due alberi disgiunti della foresta (ovvero, unifica due insiemi
distinti della partizione).

Il procedimento che abbiamo descritto sommariamente manipola tre strutture principali:

1. uninsiemeS destinato a contenere i lati della soluzione;
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2. un sottoinsiemé) dei lati del grafo che mantiene l'insieme degli archi che non sono ancora stati
considerati e dal quale dobbiamo via via estrarre il lato di peso minimo;

3. una partizioneP dell'insieme dei verticiV’ che mantiene le famiglie di nodi tra loro connesse
mediante lati inS. InizialmenteP coincide con la partizione ideraitiD e, ogniqualvolta un lato
(u,v) viene aggiunto alla soluzion®, si unificano inP i due insiemi cui appartengono i vertici
ewv.

Rappresentando co, ve, . . ., v, } I'insieme V' dei nodi del grafo, possiamo formalmente descrivere
I'algoritmo mediante la seguente procedura:

Procedure KruskalV, £, w)
begin

0
E
= {{va}, {va}, .- {on}}

while P contiene piu’ di un insiemdo

S
Q:
P

begin
determina il lata(u, v) di peso minimo inQ
Cancella(u,v) da@
a := FIND(u)
b := FIND(v)
if a# bthen
begin
UNION(a, b)
Aggiungi (u,v) as
end
end

end

Per illustrare il funzionamento dell’algoritmo, consideriamo il grafo rappresentato nella seguente
figura:

Accanto a ogni late riportato il peso corrispondente. Nella tabella successiva indichiamo il valore di
(u,v) e gli elementi diS e P al termine dell’esecuzione di ciascun cieltile ; essi rappresentano il
lato di peso minimo estratto d@, la soluzione parziale dopo il suo eventuale inserimento, e la partizione
corrispondente. Nella prima riga inoltre abbiamo posto i valori iniziali.
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(u,v) S P

- 0 {a}, {b}, {c} {d}, {e}, {f}, {9}, {h}, {3}
(a,d) (a,d) {a,d}, {0}, {c}, {e}, {f}, {g}, {n}, {i}
(e f) (a,d), (¢, f) {a,d},{b},{c, [}, {e}, {9}, {h}, {3}
(d,e) (a,d), (¢, f), (de) {a,d, e}, {0}, {c, f}, {9}, {n}, {i}
(a,b) (a,d), (¢, [), (d,e), (a,b) {a,b,d, e} {c, [}, {9}, {h}, {i}
(9,h) (a,d), (¢, f) (d,e), (a,b), (g,h) {a,b,d, e}, {c, },{g,h},{i}
(h, f) (a,d), (¢, f), (d,e), (a,b), (g, h), (h, f) {a,b,d, e} {c, f,g,n},{i}
(b, €) (a,d), (¢, f), (d,e€), (a,b), (g, h), (h, f) {a,b,d, e}, {c, f,g,h},{i}
(f,1) (a,d), (¢, f), (d,e), (a,b), (g, ), (h, f), (f,7) {a,b,d, e} {c, f,9,h,i}
(h, 1) (a,d), (¢, f), (d,e), (a,b), (g, h), (h, f), (f,7) {a,b,d, e}, {c, f,9,h,i}
(a,¢) (a,d), (¢, f),(d,e), (a,b), (g, h), (h, f), (f,7) {a,b,d, e}, {c, f,g,h,i}
(d,g) | (a,d), (¢, f),(d,e), (a,b), (g, ), (h, f), (f,7),(d, g) {a,b,d,e,c, f,g,h,i}

Osserva cheilafib, e), (a, e) e (h, i) vengono scartati poiéiformano cicli se aggiunti alla soluzione.

La correttezza dell’algoritmé una conseguenza del teorema di Rado. Ingafiticile verificare che
I'algoritmo coincide essenzialmente con la procedura MIOPE-MIN applicata al sistema di indipendenza
(E, F¢) definito nel'esempio 12.1. Per la proposizione 12.1 sappiamo(Ehé) € un matroide e
quindi per il corollario 12.3 la procedura MIOPE-MIN determina la soluzione ottima.

Vogliamo ora valutare i tempi di calcolo richiesti e determinare le strutture daidpnee per im-
plementare I'algoritmo. Osserviamo innanzitutto che l'insieshpud essere rappresentato banalmente
da una lista pera@hl’'unica operazione da svolgere su questa struttura consiste nell'inserimento di nuovi
lati. Sulla partizioneP si deve eseguire una sequenza di operazioni UNION e FIND proporzionale al
piu al numero di lati del grafo di ingresso. Se quindi il gréfgossieden lati, usando una foresta con
bilanciamento, le operazioni UNION e FIND possono essere eseguiteirniog m) passi nel caso peg-
giore. Infine sull'insiem&) dobbiamo eseguire una sequenza di operazioni MIN e DELETE. Possiamo
semplicemente ordinare gli elementi@iin una lista o in un vettore e quindi scorrere i suoi elementi in
ordine di peso non decrescente. Tutto questo richi@ae log m) passi. Lo stesso ordine di grandezza
si ottiene se utilizziamo uno heap rovesciato, nel quale tigalore assegnato a ciascun nodo interno
€ minore o ugualea quello dei figli. In questo caso non occorre ordinare inizialmente gli elementi di
@ ma basta costruire uno heap, e questo richiede un tenipo). Qui la radice corrisponde all’ele-
mento di peso minore e quindi I'operazione MIN(passere eseguita in tempo costante, mentre ogni
operazione DELETE richiede un tempt{logm) poiché , per ricostruire lo heap, bisogna ricollocare
una foglia nella posizione corretta partendo dalla radice e percorrendo un cammino paslbajezza
dell'albero.

Poicte la complessit dell’algoritmo pw essere ricondotta al costo delle operazioni compiute sulle
strutture dati utilizzate, possiamo concludere affermando che la procedura descriéisspre eseguita
in O(mlogm) passi nel caso peggiore.

12.5 Lalgoritmo di Prim

Non tutti gli algoritmi che adottano una strategia greedy possono essere inquadrati nella teoria generale
presentata nelle sezioni precedenti. Uno di queiilgoritmo di Prim per il calcolo del minimo albero di
copertura di un grafo. Questa procedura si differenzia da quella di Kruskal, descritta nella sezione prece-
dente, poich I'albero di copertura viene costruito a partire da un nodo sorgente aggiungendo di volta in
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volta il lato di peso minimo che permette di estendere l'insieme dei nodi raggiunti dalla soluzione. In
questo modo la soluzione parziale mantenuta dall’algoritmoanona foresta come nel caso dell’algo-
ritmo di Kruskal, maé formata da un albero che ha per radice la sorgente e che inizialmente coincide con
guest'ultima. A tale albero vengono via via aggiunti nuovi nodi, scegliendoli tra quelli che si trovano a
distanza minima da uno dei suoi vertici; il procedimento prosegue fino a quando tutti i nodi sono stati
collegati alla soluzione.

Un’istanza del problema quindi data da un graf@ = (V, E') non orientato, connesso, dotato di
una funzione peso : £ — @ e da un nodo sorgentec V. Come al solito rappresentiamo il grafo
associando a ogni vertieec V' la lista L(v) dei nodi adiacenti. La soluzione viene calcolata fornendo
linsiemeT dei lati dell'albero di copertura ottenuto.

Sostanzialmente I'algoritmo mantiene una partizione dei nodi del grafo in due insiemi che chiame-
remoS e R. Linsieme S & formato dai vertici gi raggiunti dalla soluzione, mentfe & costituito da
tutti gli altri. Per ogni noda in R la procedura conserva il peso del lato di costo minimo che congiunge
v con un nodo inS e sceglie tra tutti questi lati quello di peso minore, aggiungendolo alla soluzione ed
estendendo cosinsieme dei vertici raggiunti. Per descrivere questo procedimento definiamo, per ogni
nodov € R, la distanza div daS mediante la seguente espressione:

dist(v) = { min{w({v.2}) | 2 € S} se{z€ S| {v.z} € B} #0
00 altrimenti

Inoltre denotiamo comicino(v) il nodo z € S tale chew({v, z}) = dist(v), con la convenzione di
lasciarevicino(v) indefinito sedist(v) = oo. | valori dist(v) e vicino(v) possono essere rappresentati
efficientemente mediante due vettori indiciati dagli elemenii diinfine, denoteremo cob 'insieme
dei nodi in R che hanno una distanza finita 8a

D ={v € R | dist(v) # oo}

Tale insieme viene costantemente aggiornato dall’algoritmo e da esso (insieme ailiglervicino)
la procedura estrae di volta in volta il nodo che si trova a distanza minima dalla soluzione.

L'algoritmo pw ora essere descritto dalla seguente procedura che utilizza effettivamente solo I'in-
siemeD, i valori dist e vicino e I'insiemeT’ che mantiene la soluzione costruita.
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Procedure Prim(V, E, w, s)

begin
T:=10
dist(v) := o0
for ve fRdo Uicifzo)(v) =1
D :={s}
dist(s) :=0
while D # () do
begin
1) determina I'elemento € D condist(v) minima
2) cancellav daD
aggiungi il lato{v, vicino(v)} aT
for we L(v) do
if  dist(u) =00
aggiungiv a D
(3) then dist(u) := w({v,u})
vicino(u) := v
else if weDAw({v,u}) < dist(u)
) then { dist(u) := w(v, u)
vicino(u) 1= v

end
output 7 — {{s, L}}
end

Per illustrare il funzionamento dell’algoritmo, consideriamo il grafo rappresentato nella seguente
figura:

Accanto a ogni lat@ riportato il peso corrispondente e si suppone che il nodo sorgente $ialla
tabella successiva mostriamo il funzionamento dell’algoritmo su tale istanza, riportando i valori degli
insiemiR, D, T, del vettoredist e del nodav dopo I'esecuzione di ogni ciclahile .

v R dist D T—{{s,L}}

d| {a,b,c,e, f} | (5,00,00,—,2,00) | {a,e} 0

e | {a,b,c, [} (1,3,00,—,—,4) | {a,b, f} {e,d}

a {bacvf} (_73700’_7_)4) {baf} {ead}v{eva}

b {Cvf} (_>_a5a_7_72) {C7f} {evd}7{€va}v{€>b}

f {c} (_’_757_’_7_) {C} {e,d},{e,a},{e, b}v{baf}

c 0 (= === =) 0 {e.d}. {e a}, {e, b}, {b, f},{b,c}
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Scegliamo ora le strutture datitpidonee per implementare I'algoritmo. Innazitutto i valdist e
vicino POSSONO essere rappresentati mediante vettori che hanno per indice inddi

La soluzionel’ pud essere semplicemente rappresentata da una listaédaicica operazione ese-
guita su tale insieme consiste nell'aggiungere un nuovo elemento (operazione che possiasegtie
in tempo costante).

Sull'insiemeD dobbiamo eseguire 4 operazioni: determinare il nododistanza minima (linea (1)
nella procedura), cancellarlo (linea (2)), introdurre un nuovo elemento (linea (3)) e aggiornare la distanza
di un nodo ga presente irD (linea (4)). Descriviamo due diverse strutture per implemeniareNel
primo caso consideriam® come una coda di priogte utilizziamo uncheaprovesciato nel quale il
valore di ogni noda € dato dalla sua distanz&st(v). In questo modo il nodo a distanza minima si
trova nella radice dello heap e I'operazione di cancellazione del minimo e di inserimento di un nuovo
elemento possono essere eseguite in tempo logaritmico. Osserva che I'aggiornamento della distanza del
nodow, compiuto nella istruzioné4) della procedura, deve essere accompagnato da una ricollocazione
di » all'interno dello heap; poidhla sua distanza diminuisce questo corrisponde a spastaEeso la
radice. Chiaramente, anche quest’ultima operazione richiede un tempo logaritmico rispetto al numero
di elementi contenuti nello heap. Utilizzando tali strutture e le relative procedure, I'algoritmo di Prim,
eseguito su un grafo di nodi em lati, richiede un tempo di calcol®(m log n) (assumendo il criterio
di costo uniforme).

Diversamente, possiamo implementare I'insiehenediante un vettor® di n elementi che ha per
indici i nodi del grafo di ingress6' = (V, E). Per ogniv € V, poniamo

00 seve R—D
D[v] =< dist(v) seveD
0 sev e S

In questo modo il calcolo del nodo a distanza minimairflinea (1)) richiede un temp®(n), poicté
occorre scorrere l'intero vettore per determinare il minimo; tuttavia le altre operazioni richiedono un
tempo costanteE facile verificare che, usando guesta struttura, I'algoritmo richiede un tempo dell'ordine
di ©(n?). Di conseguenza, se il numero dei lati & dell'ordine di grandezza di? (cioe il grafo di
ingresso contiene “molti” lati) allora quest'ultima implementazi@gnereferibile alla precedente. Se
invecem << n (cioe il grafo di ingresso contiene “pochi” lati) 'uso di uno heap per implementare
l'insieme D risulta asintoticamente piefficiente.

Concludiamo studiando la correttezza dell’algoritmo appena descritto. @Quessata sulla seguente
propriet .

Proposizione 12.4Sia G = (V, E) un grafo non orientato, connesso, dotato di una funzione peso
w : F — Q. SiainoltreT un albero di copertura minimo pe®, sia U un sottoalbero dil" e sia.S
I'insieme dei nodi inU. Consideriamo un lato di costo minin{a, b} che “esce” dasS, cioé tale che

a € Seb¢ S. Allora esiste un albero di copertura minimo p@rche contiend/ come sottoalbero e
che contiene anche il lata, b}.

Dimostrazione. Se il lato{a, b} appartiene & alloraT € I'albero di copertura cercato. Altrimenti deve
esistere irl” un cammino semplice che congiunge b; tale cammino si svolge inizialmente tra nodi
dell'insiemeS, quindi “esce” daS raggiungenda. Deve allora esistere in tale cammino un létd, b’}
tale chea’ € S el ¢ S (eventualmente si guverificarea = o’ oppureb = b, ma non entrambi).
Allora, sostituendo it il lato {a,b'} con il lato {a, b} non formiamo cicli e otteniamo cban nuovo
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albero di coperturd”. Chiaramentd” contienel/ come sottoalbero e inoltre il peso dei suoi latlato
da:
w(T") = w(T) —w({d,b'}) + w({a,b})

Poicte {a, b} & di peso minimo tra tutti i lati che escono Saabbiamow({a,b}) < w({d’,b'}) e quindi
dall’equazione precedente otteniam@”) < w(T'). Di conseguenza, essendain albero di copertura
minimo, anchel” risulta un albero di copertura minimo. I

Nota che la proposizione precedegtealida anche quando I'insientee ridotto ad un solo nodo: il
nodo sorgente. Cosapplicazione della propri@tappena provata consente di dimostrare per induzione
che la soluzione fornita dall’algoritmo rappresenta un albero di copertura minimo del grafo di ingresso.

Esercizio

1) Applicando I'osservazione precedente, provare la correttezza dell’algoritmo di Prim.

12.6 Lalgoritmo di Dijkstra

Un procedimento di calcolo del tutto simile a quello presentato nella sezione precedemEspte de-
scritto per risolvere un problema di cammini minimi su un grafo. Abbiandcadfrontato un problema
simile nella sezione 11.5 doeestato presentato un algoritmo per determinare i cammini di peso minimo
tra tutte le coppie di nodi in un grafo pesato. In questo caso si vuole affrontare un problesenpi

plice, quello di determinare, in un grafo pesato, i cammini di costo minimo che congiungono un nodo
sorgente fissato con gli altri vertici. Osserviamo che tale probkesastanzialmente diverso da quello

di determinare I'albero di compertura di costo minimo in un grafo €rstato affrontato nelle sezione
precedenti. Per esempio, se consideriamo il grafo rappresentato dalla seguente figura

I'albero di copertura di peso minimodato dal grafo seguente

3 1

(=@
mentre I'albero dei cammini di peso minimo che connettono il nodo sorgearae gli altri nodie definito
dalla seguente figura:
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()
3
(——4)

L'algoritmo che presentiamé noto come Algoritmo di Dijkstra ed anche questo basato su una
tecnica greedy. In questa sezione ne descriviamo formalmente il procedimento ma omettiamo la rela-
tiva analisi di complessit e la dimostrazione di correttezza che possono essere sviluppate facilmente
seguendo la linea tratteggiata nella sezione precedente.

Listanza del problema costituita da un grafo orientat® = (V, E'), un nodo sorgente € V' e una
funzione pesav : E — @ a valori non negativi (ovvera(¢) > 0 per ogni¢ € E). Anche in questo
caso denotiamo coh(v) la lista dei nodiz tali che (v, z) € E. Per ogniv € V si vuole determinare il

cammino di peso minimo i’ che congiunge conwv e il relativo peso. Il calcolo puessere eseguito
determinando i valompesocammino(v) e predecessore(v) cod definiti:

¢ seinG esiste un cammino daav ec e il peso
del cammino di costo minimo daa v,

pesocammino(v) =
oo Se inG non esiste un cammino daav.
u Se inG esiste un cammino daav ew € il nodo
che precede nel cammino di costo minimo daa v,
predecessore(v) =

1 seinG non esiste un cammino daa v oppurev = s.

L'algoritmo mantiene una partizione dei nodi del grafo in tre sottoinsiemi: I'insiéhauei vertici
per i quali la soluzion@ gia stata calcolata, I'insiemP dei nodiv, non inclusi inS, per i quali esiste
un lato da un vertice it¥ av e, infine, l'insieme formato da tutti gli altri nodi. Inoltre, per ogne D,
la procedura mantiene aggiornati i due valoiiv) e P(v): il primo rappresenta il peso del cammino
di costo minimo das av che passa solo per nodi 1 il secondo costituisce I'ultimo nodo prima di
v in tale cammino. Tali valori possono essere conservati in opportuni vettori. Inizialmegteuoto
e D contiene solo la sorgentementre, per ogni vertice, P(v) = L e C(v) = oo tranneC(s) che
assume valor@; al termine del calcol@’(v) e P(v) coincideranno con i valompesocammino(v) e
predecessore(v) da calcolare e tali valori risulteranno definiti solo per i vertici raggiungibilsda

L'algoritmo sceglie di volta in volta il nodo € D per il qualeC(v) € minimo, lo toglie dall'insieme
D, aggiornando i valorC'(u) e P(u) per ogniu € L(v) (eventualmente inserendain D). L'algoritmo
non ha in reall bisogno di mantenere I'insiente e sufficiente conservar®.

L'algoritmo termina quand® = (); a questo punto, S€(v) = co per qualche nodo, allorav non
e raggiungibile da mediante un cammino del grafo (risueaincheP(v) = L1).

L'algoritmo & descritto dalla seguente procedura:



CAPITOLO 12. ALGORITMI GREEDY 178

Procedure Dijkstra(V, E, w, s)

begin
D :={s}
for veVdo ggz; ; io
C(s):=0
while D # ( do
begin
determina il nodaw in D conC'(v) minima
cancellav daD
for we L(v)do
if C(v)+w(v,u) < C(u) then
begin
if C(u) = oothen aggiungiuv a D
C(u) :==C(v) +w(v,u)
P(u) :==v
end
end
return C, P
end

Osserva che i valo'(v) e P(v) svolgono nella procedura appena descritta lo stesso rudieidi )

e vicino(v) nell’algoritmo di Prim. La dimostrazione della correttezza dell’algoritmo viene qui omessa
per brevit . Ess& essenzialmente basata sull'ipotesi che i pesi dei lati siano non negativi e sul fatto che,
durante I'esecuzione dell’algoritmo, man mano che i nodi scelfi engono raggiunti dalla soluzione,

i valori corrispondentC'(v) non decrescono.

Inoltre D puo essere implementato come nell’algoritmo di Prim, usando uno heap rovesciato oppure
un semplice vettore. Come nella sezione precedentedsdipiostrare che il tempo di calcolo richiesto
dall’algoritmo di Dijkstra, su un input di nodi em lati, € O(mlogn) se usiamo uno heap rovesciato
per implementaréd mentre, se utilizziamo un vettore, lo stesso tempo diviefw?). Anche in questo
casoe dunque asintoticamentelipiantaggioso utilizzare uno heap rovesciato per grafi con “pochi” lati,
mentre conviene usare un vettore nel caso di grafi con “molti” lati.

Esercizi

1) Dimostrare mediante un esempio che I'algoritmo di Dijkstra non fornisce la soluzione esatta al problema
quando il peso dei la negativo.
2) Dimostrare la correttezza dell’algoritmo di Dijkstra quando il peso deglaiaggiore o uguale a zero.

12.7 Codici di Huffman

Un problema del tutto naturale in ambito informatizquello di codificare un file di caratteri, estratti da

un alfabeto dato, mediante una stringa binaria. Sitratta di definire un codice binario, ovvero una funzione
che associa ad ogni carattere una sequenza di bit in modo tale che ogni stringa binaria corrisponda al
piu a una sola parola dell’alfabeto dato. Ctsscodifica del file originario si ottiene semplicemente
concatenando le stringhe binarie associate ai vari caratteri che compongono il file.
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Il primo obiettivo & quello di definire un codice che permetta di calcolare rapidamente la codifica
di ogni carattere e, viceversa, di decodificare in maniera efficiente una stringa binaria determinando la
sequenza di simboli corrispondente. In particolare si vuole compiere queste operazioni in tempo lineare,
possibilmente mediante la semplice lettura della sequenza in ingresso. Inoltre, per ovvie ragioni di
spazio, si vuole definire un codice ottimale che consentadioappresentare il file mediante la stringa
binaria pil corta possibile.

E evidente infatti che se le frequenze dei vari caratteri all'interno del file originario sono molto diverse
tra loro, saa conveniente rappresentare i simboli fiequenti mediante stringhe binarie relativamente
corte e utilizzare quelle pilunghe per rappresentare i simbolipari. In questo modo si @urisparmiare
una notevole quantitdi spazio (in alcuni casi anche superiore al 50%).

Esempio 12.4
Supponiamo per esempio di voler codificare in binario una sequenza di 100 caratteri definita sull'dliabstod, e, f, g},
nella quale i vari simboli compaiono con la seguente frequenza:

35 occorrenze div
20 occorrenze db
5 occorrenze di
30 occorrenze dil
5 occorrenze dé
2 occorrenze djf
3 occorrenze dy.

Definiamo ora il codice\ nel modo seguente:
A(a) = 000, A(b) = 001, A(c) = 010, \(d) = 011, A(e) = 100, \(f) = 101, A(g) = 11.

Utilizzando tale codice, la lunghezza della stringa binaria che rappresenta I'intera segaioradata da7-3+2-3 = 297.
Osserva che nella codifica appena definita quasi tutti i caratteri sono rappresentati con stringhe di linglezzendo
questi frequenze notevolmente diverse all'interno della sequenza originaria. Se invece definiamo una codifica che tenga conto
delle varie frequenze possiamo migliorare notevolmente la lunghezza della stringa ottenuta. Definiamo per esempip il codice
tale che
wu(a) = 00, u(b) = 010, u(c) = 011, u(d) = 10, u(e) = 110, pu(f) = 1110, u(g) = 1111.

E immediato verificare che, in questo caso, la lunghezza della stringa binaria ottefattad®5 - 2 + 30 - 3 + 5 - 4 = 230,
risparmiando quindi, rispetto alla precedenté, g2l 20% di bit.
1

| metodi che presentiamo in questa sezione consentono di determinare il codice binario ottimale di
una stringa data conoscendo, per ogni carattere, la frequenza corrispondente all’interno della sequenza.
Si tratta dei noti codici di Huffman che hanno una notevole importanza in questo ambito e sono ampia-
mente utilizzati nelle applicazioni. L'algoritmo di costruzione del codice di Huffman di una sequenza
assegnate un tipico esempio di algoritmo greedy.

12.7.1 Codici binari

Per formalizzare il problema ricordiamo che un alfalké&etm insieme finito di simboli (che chiameremo
anche lettere) e una parola definita su un alfabé® una concatenazione di simboli estratti dia.
Denotiamo inoltre com ™ I'insieme delle parole definite sd. In particolare{0,1}* denota I'insieme
delle stringhe binarie. Denoteremo clati la lunghezza di un parola

!Non consideriamo qui la parola vuataquella nella quale non compare alcun simbolo.
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Dato un alfabeto4, una funzioney : A — {0,1}" € uncodice binariose per ogniy € {0,1}"
esiste al pil una sola sequenza di letterg o, . .., z,, € Atale chey = y(z1)y(z2) - - - y(xy,). In altre
parole,y & un codice binario se ogni stringa{A, 1}* pud essere decomposta aliph un solo modo
come concatenazione di parole appartenent(.4). Nel seguito con il termineodiceintenderemo
sempre un codice binario.

Chiaramente, ogni funzione : A — {0,1}" puo essere estesa all'insiemE" definendo, per
ogniz € A", 'immagine~y(z) = ~(z1)v(z2)---v(z,), dovex = zy29--- 2, € 2; € A per ogni
i; possiamo quindi affermare che la funzion& un codice se la sua estensione all'insieafeé una
funzione iniettiva.

Esempio 12.5
SiaA = {a,b,c} esiag : A — {0,1}" la funzione definita d#(a) = 0, 5(b) = 01, 3(c) = 10. E facile verificare ches
non forma un codice peréh ad esempio, la stringd 0 coincide con3(ba) = 3(ac).

Viceversa,g facile verificare che la funziong : A — {0,1}", definita dalle uguaglianzé(a) = 00, §(b) = 01,
d(c) = 10, forma un codice binario. 1

Tra le propried solitamente richieste & quella di poter decodificare una stringa binaria “on line”,
ovvero determinando la decodifica di ciascun prefisso senza bisogno di considerare l'intera sequenza
2, Questa propriét pw essere formalizzata dalla seguente definizione: un codicel — {0,1}F
si dice prefissose non esiste una coppia di lettere distiaté € A per le qualiy(a) sia un prefisso di
~(b). Per esempio la funzionkdefinita nell’esempio precedergeun codice prefisso. Invece, il codice
n : {a,b} — {0, 1} definito dan(a) = 0, n(b) = 01, noné un codice prefisso pereh(a) & un prefisso
di n(b).

Inoltre un codicey : A — {0,1}" si dice alunghezza fissae esisté € N tale che|y(a)| = k per
ognia € A. E facile verificare che ogni codice a lunghezza fissache un codice prefisso.

Infine, data una parola € A", chiameremaostodi un codicey su A la lunghezza diy(z) e lo
denoteremo mediant€(~). Se rappresentiamo cdn|, il numero di occorrenze della letterain z,

allora abbiamo
C(y) =Y |la- ()l
acA

Un codice si dira ottimalerispetto una parola se C'(x) € minimo tra tutti i costi di codici prefissi
definiti suA.

| codici prefissiammettono una efficace rappresentazione mediante un albero binario che consente in
molti casi di definire facilmente algoritmi di costruzione e di manipolazione di queste funzioni. L'albero
binario che rappresenta un codice prefigsad — {0, 1} & definito nel modo seguente:

1. le foglie dell’albero coincidono con le lettere dell’alfabeto;
2. ogni lato che congiunge un nodo interno con il suo figlio sinigtetichettato dal bit;
3. ogni lato che congiunge un nodo interno con il suo figlio destetichettato dal bit;

4. per ognia € A, la stringay(a) coincide con I'etichetta del cammino che congiunge la radice
dell'albero con la fogliau.

Esempio 12.6

La funzione \ sull'alfabeto {a,b,c,d, e, f,g}, a valori in {0,1}", definita nel’Esempio 12.4¢ un codice prefisso
rappresentato dall’albero seguente:

2Ricordiamo che il prefisso di una parala una parola tale cher = yz per qualche stringa (eventualmente vuota).
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1
0, 1
c d

Analogamente, la funzione, definita nel medesimo Esempio 12&4un codice prefisso rappresentato dal seguente albero

binario:
{ o
0 1 0 1
A A
b c

12.7.2 Descrizione dell'algoritmo

La definizione del codice di Huffman di una data stringa i pamprendere immediatamente descriven-
do I'algoritmo che costruisce il corrispondente albero binario. Tale procedhesata su una strategia
greedy e il suo inpué dato da un alfabetd e da una funziongr (che chiameremdérequenzache
associa da ogni letterac A il numero di occorrenze di nella stringa da codificare.

Si comincia a costruire I'albero partendo dalle foglie, che sono ovviamente rappresentate dalle lettere
dell'alfabeto A. Quindi si scelgono le due foglie con frequenza minore e si definisce un nodo interno
rendendo quest’ultimo padre delle due precedenti. Sisostituiscono le due foglie estratte con il loro padre,
attribuendo a quest’ultimo un valore di frequenza pari alla somma delle frequenze dei due figli; quindi si
ripete il procedimento, scegliendo nuovamente i due vertici di minor frequenza, rendendoli entrambi figli
di un nuovo nodo interno e sostituendo questi con il padre nell'insieme delle possibili scelte successive.
Questo procedimento va ripetuto fino a quando I'insieme delle possibile scelte si riduce a un solo nodo
che risulta per forza la radice dell’albero ottenuto.

Per definire I'algoritmo abbiamo bisogno di due strutture dati. La prima data da un albero
binario T' che definia automaticamente il codice prodotto dall’algoritmo. La secondaisaece una
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coda di prioriti @, che mantiene I'insieme dei nodi tra i quali occorre scegliere la coppia di elementi
di frequenza minore, e sulla quale operare le sostituzioni opportune. Su Q dovremo quindi eseguire le
operazioni Min, Insert e Delete e, inizialmente, tale struttura sgppresentata dall'insieme delle foglie
dotate della corrispondente frequenza.

Possiamo formalmente definire I'algoritmo mediante la seguente procedura:

Procedure Huffman(A, fr)
begin
n:=fA
crea un albero binari@’, con insieme delle fogliel, prevedenda — 1 nodi interni
crea una coda di priorita) inizialmente vuota
for a€ Ado
inseriscia in ¢ con pesofr(a)
for i=1,2,...,n—1do
begin
determina i due elementi, v in () di peso minimo
cancellau ev da@
crea un nodo interne dell'alberoT
rendiw figlio sinistro diz
rendiv figlio destro diz
inserisciz in @ con pesofr(z) = fr(u) + fr(v)
end
return T
end

Per implementare l'algoritmo si possono usare una coppia di vettere des per rappresentare
l'albero T' e un albera2 — 3, 0 una qualunque struttura bilanciata, per l'insieghe Osserviamo, in
particolare, che una struttura dati molto comoda@er data da uno heap rovesciato nel quale I'oper-
azione Mine immediata, essendo il minimo posizionato sulla radice dello heap. Con queste strutture le
operazioni Min, Delete e Insert richiedono comunque un te@plog n), assumenda la cardinalia
dell'alfabeto, e quindi il tempo complessivo richiesto dall’algoritmo risaia log n).

12.7.3 Correttezza
Vogliamo ora provare che il codice di Huffman di una qualsiasi straingtiimale tra tutti i codici prefissi.

Proposizione 12.5Dato un alfabetad e una frequenzgr definita suA, il codice di Huffman, ottenuto
mediante la procedura data sopeaun codice prefisso ottimale.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sulla cardinalit di A. Sen = 2 la proprie& & ovvia. Sup-
poniamon > 2 e assumiamo la proprietera per ogni alfabeto di dimensiohe< n — 1. Consideriamo
due lettereu, v di frequenza minima il e definiamo l'alfabetd3 ottenuto dad sostituenda: e v con
una nuova lettera di frequenzafr(z) = fr(u) + fr(v). Siag il codice di Huffman diB. Per ipotesi
d’'induzioneg e un codice prefisso ottimale pBr Possiamo allora definire il codieeper I'alfabetoA
nel modo seguente:

B(a) sea#uea#v

ala) =< [(x)0 sea=wv
B(z)l sea=u
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Chiaramenteq € un codice prefisso pet e coincide con il codice di Huffman perehdi fatto si p@
ottenere applicando la stessa procedura.
Vogliamo ora provare che € ottimale. Osserviamo anzitutto che

Cla) = C(B) = |8(2)|fr(z) + la(u)[ fr(w) + |a(v)|fr(v) = C(B) + fr(u) + fr(v).  (12.1)

Consideriamo ora un qualsiasi codice prefisssull'alfabetoA. Vogliamo provare ch€'(a) < C(7).
Sianos et le due lettere irA che hanno lunghezza di codice maggiore&dali che|y(s)| e |y(t)| siano
massime in{|y(a)| | a € A}). Senza perdita di generalit possiamo assumere che ¢ siano fratelli
nell’albero che rappresentaaltrimenti sarebbe possibile costruire un nuovo codice, nel guatesono
fratelli, che possiede un costo minore o uguale a quellp éiquindi proseguire la dimostrazione per
questo.

Definiamo un nuovo codice’ che si ottiene dg scambiando i le stringhe binarie associatesau e
guelle associateiae v. Si pw facilmente provare che il costo del nuovo codice aonaggiore di quello
del precedente:

C(y) =)+ (Wl = ()N (fr(s) = fr(w) + (v (@) = WO D(frE) = frv)

Per le ipotesi fatte sulle letteke v, s e t, i due prodotti nel secondo termine dell’equazione precedente
forniscono valori minori o uguali a zero; questo prova ¢he’) < C(). Ora poicleé u e v sono fratelli
nell'albero che rappresentd, possiamo denotare cdhil massimo prefisso comune di(u) e +/(v),
definendo casun nuovo codice per I'alfabetoB:

5(b) = { ' (b) seb#ux

/ seb=uzx

Osserva ch€'(y') = C(0) + fr(u) + fr(v). Inoltre, poicke 3 € un codice ottimale sB, abbiamo che
C(B) < C(6). Quindi, applicando la disuguaglianza (12.1), otteniamo

Cla) = C(B) + fr(u) + fr(v) < C(6) + fr(u) + fr(v) = C(y') < C(v)

Esercizi

1) Costruire il codice di Huffman delle seguenti frasi interpretando il blank tra una parola e I'altro come un
simbolo dell’alfabeto:

il mago merlino e la spada nella roccia
re artl e i cavalieri della tavola rotonda

2) Considera il problema Knapsack 0-1 (Zaino) definito nel modo seguente:

Istanza: un intero positivll, n valorivy , ve, . .., v, € N endimensionid, ds,...,d, € N.
Soluzione : uninsiem$& C {1,2,...,n} di dimesione al pi H e di valore massimo, ovvero

tale che
Sas
icS

D vi=max{d wi|AC{1,2,...,n},> di <H}

€S i€EA i€S
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a) Definire un algoritmo greedy per il problema dato (per esempio basato sul rapporto tra il valore e
la dimensione di ogni elemento).

b) Dimostrare mediante un esempio che I'algoritmo non fornisce sempre la soluzione ottima.

3) Considera la seguente variante al problema precedente (Knapsack frazionato):

Istanza: un intero positivel, n valorivi , ve, . .., v, € N endimensionid,, ds,...,d, € N.
Soluzione :n numeri razionalify, fo, ..., f, taliche0 < f; < 1 per ogni: e inoltre

i=1

Zfi-vi:max{Zgi~vi\g17gg,...7gnGQ,WOSgiSl,Zgi-diSH}.
i=1 =1

i=1

a) Definire un algoritmo greedy per il problema assegnato.

b) Dimostrare che tale algoritmo determina sempre la soluzione ottima.



Capitolo 13

| problemi NP-completi

Gli argomenti principali trattati nei capitoli precedenti riguardano la sintesi e I'analisi degli algoritmi.
Lo scopo era quello di illustrare le tecniche principali di progettazione di un algoritmo e i metodi che
permettono di valutarne le prestazioni con particolare riferimento alle risorse di calcolo utilizzate (tempo
e spazio).
Vogliamo ora spostare I'attenzione sui problemi, studiando la posaililiclassificare questi ultimi
in base alla quantit di risorse necessarie per ottenere la soluzioneeé &contrato infatti, che per
certi gruppi di problemi, le difficoli incontrate per trovare un algoritmo efficiente sono sostanzialmente
le stesse. Lo stato di conoscenze attuale permette grossolanamente di raggruppare i problemi in tre
categorie:

1. | problemi che ammettono algoritmi di soluzione efficienti;

2. | problemi che per loro natura non possono essere risolti mediante algoritmi efficienti e che quindi
sono intrattabili;

3. | problemi per i quali algoritmi efficienti non sono stati trovati ma per i quali nessuno ha finora
provato che tali algoritmi non esistano.

Molti problemi di notevole interesse appartengono al terzo gruppo e presentano tra loro caratteristiche
cod simili dal punto di vista algoritmico che risulta naturale introdurre metodi e tecniche che consentano
di studiarne le propri@tcomplessivamente. Questo ha portato a definire e studiare le cosiddette “classi di
complessi ”, cioe classi di problemi risolubili utilizzando una certa quantit risorse (per esempio di
tempo oppure di spazio). Lo scop@anche quello di confrontare la difficalintrinseca dei vari problemi,
verificando per esempio se un problema dafiili 0 meno facile di un altro, o gepossibile trasformare

un algoritmo per il primo in uno per il secondo che richieda all'incirca la stessa qudntisorse.

Tra le classi di complessitdefinite in base al tempo di calcolo di grande interesse sono le classi P e
NP che contengono un gran numero di problemi di interesse pratico. Lo studio delle relazioni tra queste
classié indubbiamente una dellelpinteressanti problematiche (alcune tutt'ora aperte) dell'informatica
teorica.

185
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13.1 Problemi intrattabili

Descriviamo ora con maggior precisione le tre classi di problemi sopra menzionate

Vi e un generale accordo nel considerare come efficiente un algoritmo che opera in un tempo di
calcolo che, nel caso peggiore limitato da un polinomio nelle dimensioni dell'input. Questo porta
a considerare la classe P dei problemi risolubili su RAM in tempo polinomiale secondo il criterio di
costo logaritmico (vedi capitolo 3). Risulta quindi naturale individuare P come la classe dei problemi
“praticamente” risolubili. Vi sono risultati che dimostrano come tale classe sia sostanzialmente robusta,
cioé non dipenda dal particolare modello di calcolo considerato.

La naturale controparte della classe appena deseérifizella dei problemi cheon possono essere
risolti in un tempo polinomiale. Questi problemi sono tali che ogni algoritmo risolutivo richiede, nel caso
peggiore, un tempo di calcolo esponenziale o comunque asintoticamente superiore ad ogni polinomio;
essi sono chiamati “intrattabili” peréh pur essendo risolubili per via automatica, richiedono un tempo di
calcolo molto elevato, tale da rendere ogni algoritmo di fatto inutilizzabile anche per dimensioni piccole
dell'input. Per esempio, nella tabella presentata nella sezione 1.3, abbiamo visto che con tempi di calcolo
dell'ordine di2"”, anche eseguend®® operazioni al secondo, sono necessari parecchi anni per risolvere
istanze di dimensione = 50.

Le due classi precedenti sono ben definite ed essendo I'una il complementare dell’altra, dovrebbero
contenere tutti i problemi risolubili. In realtper molti problemi di notevole interesse non sono stati
trovati algoritmi che funzionano in tempo polinomiale ma neppustato dimostrato che tali algoritmi
non esistono. Tra questi vi sono problemi di decisione che provengono dalla ottimizzazione combinatoria
o dalla logica, alcuni dei quali giincontrati nei capitoli precedenti. Si tratta di problemi classici ampia-
mente studiati in letteratura che trovano applicazioni in vari settori e per i quali sono noti algoritmi che
funzionano in tempo esponenziale o subesponenziale, oppure algoritmi di approssimazione polinomiali.

La classe pi rappresentativa di questo folto grupeajuella dei problemi NP-completi. Questa
stata definita all'inizio degli anni '70 e raccoglie una grande vargitproblemi che sorgono natural-
mente in vari settori dell'informatica, della ricerca operativa e della matematica discreta. Suéli essi
stata sviluppata una notevole letteratéimil loro numerog ormai di parecchie migliaia, raggruppati e
studiati per settori specifici. Tali problemi sono computazionalmente equivalenti fra loro, nel senso che
un eventuale algoritmo polinomiale per uno solo di essi implicherebbe I'esistenza di un analogo algorit-
mo per tutti gli altri. Proprio I'assenza di una tale procedura, nonostante gli sforzi compiuti, ha portato
alla congettura che i problemi NP-completi non siano risolubili in tempo polinomiale e quindi non siano
contenuti nella classe P (anche se finora nessuno ha dimostrato un tale risultato).

'E bene ricordare che I'analisi che svolgiamo si riferisce comungue a problemi che ammettono un algoritmo di soluzione.
Infatti, &€ noto che non tutti i problemi possono essere risolti mediante un algoritmo. | problenorcmmettono un algoritmo
di soluzione sono dettion risolubili o indecidibili e sono stati ampiamente studiati a partire dagli anni '30. Tra questi quello
piu notoe il problema dell'arrestpnel nostro contesto, tale problemadpessere formulato nel modo seguente:

Istanza : un programma RAN? e un input/ per P.
Domanda : il programm# si arresta sull'inpuf ?

Questoe solo I'esempio pi famoso di una vasta gamma di problemi indecidibili che riguardano il comportamento dei
programmi oppure le propri@delle funzioni da loro calcolate.

2si veda in proposito M.R.Garey, D.S.Johns@omputers and intractability: a guide to the theory of NP-completeness
W.H. Freeman, 1979.
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13.2 Laclasse P

In questo capitolo studiamo principalmente la complass@mputazionale di problemi di decisione.
Ricordiamo che un problema si didedecisionese ammette solo due possibili soluzioni (intuitivamente
“si” 0 “n0”). Esso pw essere rappresentato da una coppia), dovel € l'insieme delle istanze, mentre
g € un predicato su, ovvero una funziong : I — {0,1}. Nel seguito rappresenteremo spesso il
predicatog mediante una opportuna domanda relativa a una istanza qualsiabi

Definiamo allora P come la classe dei problemi di decisione risolubili da una RAM in tempo polino-
miale secondo il criterio di costo logaritmico. Quindi, usando i simboli introdotti nel capitolo 3, possiamo
affermare che un problema di decision@ppartiene a P se e solo se esiste una RR\bhe risolver e
un polinomiop(n) tali che, per ogni input,

Ty (x) < p(|2]),

dove|x| € la dimensione di una istanzaovvero il numero di bit necessari per rappresentarla.

E bene osservare che nella definizione precedente il criterio logaritmico Baspare sostituito con
guello uniforme. Infatti i due criteri possono fornire valutazioni molto diverse fra loro, anche se per molti
programmi RAM i corrispondenti tempi di calcolo sono polinomialmente legati tra loro. In particolare,
e abbastanza facile descrivere programmi RAM che, su un inpi¢hiedono un tempo lineare ia|
secondo il criterio uniforme e uno esponenziale secondo quello logaritmico. Abbianrcgntrato un
programma di questo genere nell'esempio 3.3.

13.3 Laclasse NP

Ricordiamo che un problema di ottimizzazionedmssere definito nel modo seguente: dato un insieme
di elementiE, una famigliaF C 2¥ di soluzioni ammissibili e una funzione peso: £ — N,
determinare una soluzione ammissibile di peso massimo. La risposta in questo c&sboimama (“si”

0 “no”), quindi il problema cosformulato noné un problema di decisione&E pen possibile ottenere
facilmente una versione di decisione introducendo nell'istanza del problema un inte&xa@uestione
diventa quella di decidere se esiste una soluzione ammissibile di peso ameno

Esempio 13.1
Consideriamo il problema di ottimizzazione MAX CLIQUE ¢afinito

MAX CLIQUE

Istanza: un grafo non orientate = (V, E).

Soluzione ammissibili: le clique d¥, cioé i sottoinsiemiC' C V tali che{v,w} € E per ogni coppia di
nodi distintiv, w € C.

Peso di una soluzione: il numero dei suoi elementi.

Questione: determinare la clique di peso massim@.in

La versione di decisione di tale problemanvece la seguente:

CLIQUE
Istanza: un grafo non orientat® = (V, E) e un interok, 0 < k < V.
Domanda: esiste una clique di peso almérnin G?

Le versioni di decisione dei problemi di ottimizzazione hanno le seguenti caratteristiche peculiari:
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1. E computazionalmente costoso in generale determinare la soluzione ammissibile di pesdkalmeno
mediante I'algoritmo esaustivo; questalovuto al fatto che le soluzioni ammissibili sono spesso
dell'ordine di2"™, doven € la dimensione dell'istanza. Per molti di tali problemi, inoltre, @on
stato trovato alcun algoritmo risolutivo che lavori in tempo polinomiale.

2. E invece computazionalmente facile verificare se un certo insieme di eleenant soluzione
ammissibile di peso almerig questo significa che, se una istanza ammette risposta positiva, esiste
una soluzione ammissibile che “dimostra” (o “testimonia”) la vadidiella risposta mediante una
facile verifica.

La classe NP raggruppa problemi che hanno le caratteristiche sopra descritte. Esso contiene molti
problemi che sono la versione di decisione di problemi di ottimizzazione (sia di massimo che di min-
imo) insieme ad altri che richiedonotpsemplicemente di verificare I'esistenza di una soluzione con
certe caratteristiche. Si tratta di problemi per i quali non sono noti algoritmi che funzionano in tempo
polinomiale, ma per i quali si gufacilmente verificare se una certa soluzione candidafettivamente
soluzione di una data istanza.

Prima di fornire la definizione formale, ricordiamo che, dati due insiemi di istdreg¢/, una re-
lazioneR C I x J si dicericonoscibileda una RAMM se, su inputi, j) € I x J, M verifica se(i, j)
appartiene a&. Si assume che la dimensione dell'indut;) sia la somma delle dimensioni die 7;
nel caso del criterio di costo logaritmico essa equivale al numero di bit necessari per rappresentare i due
elementi.

Definizione 13.1 Un problema di decisionH = (I, ¢q) appartiene alla classe NP se esistono un insieme
A di elementi (potenziali “dimostrazioni”), una relazione C I x A riconoscibile da una RAM in
tempo polinomiale (secondo il criterio logaritmico) e un polinomitali che per ogni istanza € I:

1. seq(x) =1 allora esisteD € A tale che|D| < p(|z|) e inoltre (z, D) € R;
2. seq(x) = 0 allora per ogniD € A si verifica(z, D) ¢ R.

Osserva che ser, D) € R, D puo essere considerato come “testimone” o “dimostrazione” del fatto che
x rende vera,.

Vediamo alcuni esempi di problemi in NP. Il prirgal problema CLIQUE che abbiamoajincontrato
in un esempio precedente:

CLIQUE
Istanza: un grafo non orientat® = (V, E) e un interok, 0 < k < {V.
Domanda: esiste una clique di peso alméno G?

In questo caso la “dimostrazione” che un gr&fdha una clique di dimensiore e semplicemente un
sottoinsiemeD di vertici di G contenenté: elementi: si po facilmente verificare in tempo polinomiale
seD é proprio una clique di.

Un altro problema di carattere combinatorio appartenente alla classalSBguente:

CIRCUITO HAMILTONIANO

Istanza: un grafés = (V, E) non orientato.

Domanda: esiste i@ un circuito hamiltoniano, ovvero una permutazidng vs, . . . , vy,)
dei nodi del grafo tale chgv;, v;+1} € E perognii = 1,...,n—1, einoltre{v,, v, } € E?
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Qui la “dimostrazione” che&~ possiede un circuito hamiltoniam®una permutazion® dei nodi del
grafo; anche in questo caso sipuerificare in tempo polinomiale sP & effettivamente un circuito
hamiltoniano diG.

Un altro rilevante problema in NB quello della soddisfacibifit per formule booleane in forma
normale congiunta. Per definire tale problema ricordiamo innanzitutto che una formula boaleana
letterale, ci@ una variabiler o una variabile negata, oppure una delle seguenti espressioni:

(i) (—9),
(i) g1 Apa A=+ A @i,
(iii) (¢1V P2V ---V @p),

dovek > 2, mentreg, ¢1, ¢o, . .., ¢ SONO formule booleane. Di solito si rappresentano con i simboli
di somma e prodotto le tradizionali operazioni booleane A. Ogni formula booleana nella quale
compaionok variabili distinte definisce in modo owvio una funziogie {0,1}* — {0,1}. Diciamo
che una formula booleana & in forma normale congiunta (FNC per br&yjitse¢ € un prodotto di
clausole di letterali, ovvero

¢p=FE -Es-... - Ej (13.1)

doveE; = (41 + lig + - - + Ly,) perognii = 1,2,...,k, e ciascury;; € un letterale. Un esempio di
formula booleana in FN@ dato dall’espressione

k

Ulyr,ya, - ue) = O_wi) - [ 1@ + 7)- (13.2)
i=1 i#]
E evidente ché/(y1,yo,...,yr) valel se e solo se esattamente una delle sue variglasume valore
1.
Allora il problema della soddisfacibiitper tali formule pa essere definito nel modo seguente:

SODD
Istanza: una formula in forma normale congiunta su un insieme divariabjlizo, . . . , z;,.
Domanda: esiste un assegnamento di valori alle variabi&,wicfunzioned : {z1, z2,..., 2y} —

{0,1}, che rende vera?

Anche in questo caso la dimostrazianproprio un assegnamentiodi valori alle variabili di¢. Dato A
si verifica in tempo polinomiale s& sende vera la.

Un problema che sorge ora in modo natuibguello di confrontare le classi P e NP appena definite.
Si verifica facilmente la seguente

Proposizione 13.1La classe Re contenuta in NP

Dimostrazione. Infatti, se un problema di decisiorfié = (I, q) appartiene a [ sufficiente definire
linsieme A = {1} e porreR = {(z,1) | x € I,q(z) = 1}. Cos lo stesso algoritmo che risolé
in tempo polinomiale di fatto riconosce la relazioRen un tempo analogo, mentre le propéet) e 2)
della definizione 13.1 sono banalmente verificate. I
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Si verifica inoltre che ogni problema in NP @essere risolto in tempo esponenziale.

Proposizione 13.20gni problema in NP pdi essere risolto da una RAM in tempii2/ (™)) secondo il
criterio logaritmico, per qualche polinomid(x).

Dimostrazione. Siaw = (I, q) un problema in NP; allora esistono un insieme di “dimostraziaxj”
una relazioneR e un polinomiop che soddisfano le condizioni poste dalla definizione 13.1. Sia inoltre
M la RAM che riconoscer in un tempo polinomiale(n). Possiamo allora definire una nuova RAM
M’ che suinputz € I calcola tutte le “dimostrazioniD € A di dimensione minore o ugualepdz|) e,

per ognuna di queste, verifica @e D) appartiene & simulando la macchin&/. Quindi M’ restituisce

il valore 1 se(z, D) appartiene & per qualcheD tra quelle considerate, mentre restituisce il valore
altrimenti.

Chiaramentel’ risolve il problemar. Inoltre, sen & la dimensione di;, vi sono al pil op(n)
“dimostrazioni” D di dimensionep(n). Per ognuna di queste la verifica Gg D) appartiene &R si
esegue in tempo(n). Di conseguenza anche il tempo complessivo ris@ita’(™), dove f(n) & un
polinomio tale chef(n) = O(p(n) 4+ r(n)) . 1

Esercizio
Dimostrare che il seguente problema appartiene a NP:

COMMESSO VIAGGIATORE

Istanza: un inter@ > 0, un grafo diretta = (V, E) e una funzione pesé: £ — IN.

Domanda: esiste un circuito che congiunge tutti i nodi del grafo di peso minore o ugtiale a
OVvVero una permutazion@: , vz, ..., v,) di V tale chezz.zl1 d(vi, vig1) + d(vn, v1) < k?

13.4 Riducibilita polinomiale e problemi NP-completi

Obbiettivo di questa seziorequello di classificare dal punto di vista della compléssitmputazionale i
problemiin NP, selezionando in particolare quelli computazionalmente difficili. A tal riguardo la nozione
centralee la relazione di riducibila polinomiale.

Definizione 13.2 Consideriamo due problemi di decisionge = (I1,q1) e me = (I2,¢2), dovel; e I,
sono gli insiemi delle istanze, mengee g i rispettivi predicati. Diciamo cher; € polinomialmente
riducibile a 72, scrivendor; <, 2, Se esiste una funziorfe: I; — I tale che:

1. f & calcolabile in tempo polinomiale da una RAM secondo il criterio logaritmico,

2. perogniz € I, q1(z) = 1 se e solo sex(f(x)) = 1.

Diremo chef definisce una riduzione polinomiale daam, 0 anche cher; e riducibile ars mendiante
la funzionef.

E facile verificare che la riduzione polinomiale gode della propriggnsitiva. Infatti, dati tre prob-
lemi di decisioner; = (11, q1), m = (I, q2) €3 = (I3,q3), sem <, m mediante una funziong, e
o <, w3 mediante una funziong allora la funzione compostaz) = g(f(x)) definisce una riduzione
polinomiale dar; aws: per ogniz € I, ¢i(x) = 1 se e solo sgz(h(x)) = 1; inoltre la funzione
h & calcolabile da una RAM che, su inpute I, simula prima la macchina che calcgiaottenendo
f(x), e quindi la macchina che calcajaricavandog(f(z)). Il tempo richiesto da quest’ultimo calcolo
€ comungue polinomiale pereimaggiorato dalla composizione di due polinomi.

La nozione di riducibili& polinomiale permette di individuare una sorta di “ordine di diff@dltei
problemi in NP. Il seguente risultato ci dice chese<, m e, & computazionalmente facile, éo
appartiene a P, allora anchgé computazionalmente facile.
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Proposizione 13.3Dati due problemi di decisione; = ([1,q1) € m2 = (I2,q2), S€m <p T €72
appartiene a P, allora anche; appartiene a P.

Dimostrazione. Sia f la funzione che definisce una riduzione polinomialengdaa m» e siaM una
RAM che calcolaf in tempop(n), per un opportuno polinomip. Sewy € P allora esiste una RAM
M’ che risolvers in tempog(n), doveq € un’altro polinomio. Allora possiamo definire una RAM”
che, su input: € I3, calcola la stringay = f(z) € I simulando la macchina/; quindi M"” simula la
macchinalM’ su inputf(z) e mantiene la risposta di quest’ultima. Pddh lunghezza df (x) € al pil
data da(|x|), la complessd in tempo diM” &€ maggiorata da un polinomio:

Tare(l2]) < p(|]) + q(p(l2]))

Il risultato precedente permette di interpretare la relaziopeome una relazione di “maggior diffi-
colta computazionale” tra problemi. In questo contesto diventa allora interessante individuare i problemi
computazionalmente pidifficili da risolvere, che chiameremo NP-completi e che saranno i massimi
della relazione<,,.

Definizione 13.3Un problema di decisione & NP-completo se
1. 7 appartiene a NP,
2. per ognir’ € NP si verificar’ <), .

Intuitivamente i problemi NP-completi sono quindi i problemi piifficili nella classe NP. L'esistenza
di un algoritmo che risolve in tempo polinomiale un problema NP-completo implicherebbe I'equivalenza
delle classi P e NP. Tuttavia I'ipotes=fNP & considerata molto improbabile, dato I'elevato numero
di problemi in NP per i quali non sono stati trovati algoritmi polinomiali, anche se finora nessuno ha
formalmente provato che le due classi sono divérs&uindi dimostrare che un problemaé NP-
completo significa sostanzialmente provare che il problenmdrattabile ovvero che, quasi certamente,
7 non ammette algoritmi di soluzione che lavorano in tempo polinomiale.

13.4.1 Riduzione polinomiale da SODD a CLIQUE
Presentiamo ora un esempio di riduzione polinomiale tra problemi di decisione.
Proposizione 13.4SODDe¢ polinomialmente riducibile a CLIQUE.

Dimostrazione. Descriviamo una funziong tra le istanze dei due problemi che definisce la riduzione.
Sia¢ una formula in FNC definita dalla uguaglianza

¢p=F Fy-... E

doveE; = (€1 + Lo + - -+ + Ciy;) perognii = 1,2,...,k, e ciascur;; e un letterale. Alloraf(¢) e
I'istanza del problema CLIQUE data dall'intekopari al numero di clausole @i e dal grafaG = (V, E
definito nel modo seguente:

31l problema di dimostrare che®diverso da NR considerato oggi uno deitpimportanti problemi aperti della teoria degli
algoritmi.
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-V ={li,j] i€ {1,2,....k},j € {1,2,... . t;}};
- B = {{li 4], [w, o]} [ 6 # w, by # Cun}-

Quindi i nodi di G sono esattamente le occorrenze di letteralpjimentre i suoi lati sono le coppie di
letterali che compaiono in clausole distinte e che non sono I'uno il negato dell’altro.

E facile verificare che la funziongé calcolabile in tempo polinomiale.

Proviamo ora che ammette un assegnamento che la rende vera se e s6lchaeuna clique di
dimensionek. Supponiamo che esista un tale assegnamdnt@€hiaramented assegna valoré ad
almeno un letteralé;;, per ogni clausol&; di ¢. Sia{ji,j2,...,jx} I'insieme degli indici di questi
letterali. Allora l'insiemeC' = {[i, ;] | i = 1,2,...,k} € una clique del graf6: percte, se per qualche
i,u€e{l,2,...,k}, b, = {,;,, 'assegnamente non potrebbe rendere veri entrambi i letterali.

Viceversa, sial’ C V una clique diG di dimensionet. Allora, per ogni coppidi, j], [u,v] in C,
abbiamoi # u e (;; # (... Sia oraS; 'insieme delle variabiliz tali chez = ¢;; per qualchéi, j] € C.
Analogamente, denotiamo cdfy I'insieme delle variabiliy tali chey = ¢;; per qualchd, j] € C.
Definiamo ora I'assegnamentb che attribuisce valoré alle variabili in S; e valore0 alle variabili in
So. A € ben definito perdh essend@’ una clique, l'intersezion&; N Sy € vuota. Inoltred rende vera
la formulag, percte per ogni clausold; vi & un letterale;;, che assume valore 1

13.4.2 Riduzione polinomiale da SODD a 3-SODD

Il problema SODD pa essere ridotto polinomialmente anche a una sua variante che si ottiene restrin-
gendo le istanze alle formule booleane in FNC che possiedono solo clausole cofi Htpgrali.

3-SODD
Istanza: un formula booleana= Fi - F» - ... Fy, doveF; = ({;1 + Lo + £;3) per ogni
i=1,2,...,keogni/; € una variabile o una variabile negata.

Domanda: esiste una assegnamento di valerl alle variabili che rende vera?
Proposizione 13.5SODDeg polinomialmente riducibile 8-SODD.

Dimostrazione. Sia¢ una formula booleana in FNC e sla= (¢; + /5 + - - - 4+ ¢;) una clausola dp
dotata dit > 4 letterali. Sostituiamd® in ¢ con un prodotto di clausolg( ) definito da

fE)=Ur+Lla+y) - Us+y1+y2) la+T2+y3) .. (b2 +Ti—a +ye—3) - (bi—1 + 1t +Ti—3)

doveyy, ys, ..., y:—3 SONO nuove variabili.

Proviamo ora che esiste un assegnamento che rende vera la clEssoasolo se ne esiste uno che
rende veraf (E). Infatti, se per qualche ¢; = 1, basta porrg;; = 1 perognij < i—1ey; =0
per ognij > i — 1; in questo modo otteniamo un assegnamento che rendefV&ra Viceversa, se
esiste un assegnamento che rende yéfa) allora deve esistere qualche letterglehe assume valore
1. Altrimenti é facile verificare che il valore df(E) sarebbe). Ne segue che lo stesso assegnamento
rende vera l&.

Operando questa sostituzione per tutte le clausolg dibtate di pii di 3 addendi, otteniamo una
formula3-FNC che soddisfa le condizioni richiesteinoltre evidente che il tempo di calcolo necessario
per realizzare la sostituziomepolinomiale. I
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13.5 Il teorema di Cook

Si pone naturalmente la questione se la relaziapeammette un massimo, @acse esista almeno un
problema NP-completo. Tale questiobatata risolta positivamente da Levin e Cook in modo indipen-
dente.

Teorema 13.6 (Levin - Cook) Il problema SODB NP-completo.

Questo risultato, provato da Cook nel 19€@limportante perdnhha consentito di determinare I'NP-
completezza di molti altri problemi di interesse applicativo per i quali non erano noti algoritmi di
risoluzione polinomiali. Questo da una parte ha permesso di spiegare I'inerente difficajtiesti
problemi, dall'altra ha dato avvio allo studio delle loro propiebmuni.

Osserviamo subito che, poieta riducibilita polinomiale gode della propréetransitiva, se SODB
polinomialmente riducibile a un problemmac N P, anche quest’ultimo risulta NP-completo. Applican-
do quindi i risultati presentati nella sezione precedente, possiamo enunciare la seguente proposizione.

Corollario 13.7 | problemi CLIQUE e 3-SODD sono NP-completi.

Questo corollario mostra come, usando la riduzione polinomiale sia possibile dimostrare I'NP-completezza
di un problema. Quasi tutti i problemi NP-completi noti in letteratura sono stati ottenuti mediante
riduzione polinomiale da un problema dello stesso tipo.

La dimostrazione tradizionale del teorema di Cook richiede l'introduzione di un modello di calcolo
elementare, pi semplice rispetto alle macchine RAM. Si tratta della nota macchina di Turing introdotta
gia negli anni '30 per studiare le propidetlei problemi indecidibili. Questo modello di calc@aom-
putazionalmente equivalente alle RAM (assumendo il costo logaritmicod tnappo elementare per
descrivere in maniera efficace il funzionamento di algoritmi e procedure come sono oggi comunemente
intese. La sua sempliétuttavia consente di provare in maniera abbastanza diretta alcune grgeriet
erali di calcolo tra le quali anche 'esistenza delle riduzioni polinomiali menzionate proprio nel teorema
di Cook.

13.5.1 Macchine di Turing

Intuitivamente una macchina di Turing (MdT nel seguéajn modello di calcolo costituito da un insieme

di stati, un nastro suddiviso in celle e una testina di lettura posizionata su una di queste. Linsieme degli
stati contiene uno stato particolare, chiamato stato iniziale e un sottoinsieme di stati detti finali. Ogni cella
contiene un solo simbolo estratto da un alfabeto fissato. Il funzionamento della magds&teminato

da un controllo centrale che consente di eseguire una sequenza di mosse a partire da una configurazione
iniziale. In questa configurazione lo stato correatquello iniziale, una stringa di inpé collocata

nelle prime celle del nastro e la testina legge il primo simbolo; tutte le altre celle contegono un simbolo
speciale che chiameremo blanck. Quindi ogni massaivocamente determinata dallo stato nel quale

la macchina si trova e dal simbolo letto dalla testina. Eseguendo una mossa la macotemérgre in

un nuovo stato, stampare un nuovo simbolo nella cella s& poisizionata la testina di lettura e, infine,
spostare quest’ultima di una posizione a destra oppure a sinistra. Se la sequenza di mossezeseguite
finita diciamo che la macchina si arresta sull’input considerato e diciamo che talecigmoettato se

lo stato raggiunto nell’'ultima configuraziorefinale. In questo modo si pudefinire precisamente |l
problema di decisione risolto da una MdT: diciamo che la macchindsolve un problema di decisione

m = (I,q) sel e linsieme delle possibili stringhe di input della macchiné,si arresta su ogni input

x € I e accetta: se e solo sg(z) = 1.
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Controllo

Formalmente possiamo quindi definire una macchina di Turing (deterministica) come una vettore
M - <Q727F,QO,B,(5,F>

dove( & un insieme finito di stati;’ un alfabeto di lavoroX C I" un alfabeto di ingress@ € I'\X un
simbolo particolare che denota il blanf, € @ lo stato iniziale,F’ C @ l'insieme degli stati finali &
una funzione transizione, @aina funzione parziale

§:QxT — QxT x{-1,+1}

Per ognig € Q e ognia € T, il valored(q, a) definisce la mossa di/ quando la macchina si trova nello
statog e legge il simbolaz: sed(q,a) = (p, b, ¢) allorap rappresenta il nuovo statbjl simbolo scritto

nella cella di letturaf lo spostamento della testina. La testina si sposta rispettivamente di una cella a
sinistra 0 a destra a seconda/se —1 oppurel = +1.

Una configurazione dif € I'immagine complessiva della macchina prima o dopo I'esecuzione di
una mossa. Questadeterminata dallo stato corrente, dal contenuto del nastro e dalla posizione della
testina di lettura. Definiamo quindi una configurazionédficome una stringé

aqf

doveq € Q, a € T*, B € I'". a rappresenta la stringa collocata a sinistra della testina di lettura mentre
(3, seguita da infiniti blanke la sequenza di simboli che si trova alla sua destra. In particolare la testina
di letturae posizionata sul primo simbolo di Inoltre supporremo ch8 non sia un suffisso di a meno
che = B. In questo modax s definisce la parte significativa del nastro: nel seguito diremo che essa
rappresenta la porzione non blank del nastro. Denoteremo inoltré,gdimsieme delle configurazioni
di M.

La configurazione iniziale di/ su inputw € X* € qo B, sew € la parola vuota, menteela stringa
qow, sew € X+, Nel seguito denoteremo cafy(w) tale configurazione. Diremo inoltre che una
configurazionevg( € accettante sge F.

“Ricordiamo che una stringa (o parola) su un dato alfadetaina concatenazione finita di simboli estratti4la insieme
di tutte le stringhe s, compresa la parola vuota & denotato dad*, mentreA™ rappresenta l'insieme delle parole du
diverse da. La lunghezza di una parolaé il numero di simboli che compaiono ined & denotata déz|. Chiaramente
le| = 0.
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Possiamo ora definire la relazione di transizione in un passo. Q&asta relazione binaria,,
sullinsiemeC,; delle configurazioni diM/. Intuitivamente, per ognC,C’ € Cys, vale C +y; C’
se la macchina/ nella configurazion&” raggiunge mediante una mossa la configuraziche Piu
precisamente, data la configuraziang3 € C,;, supponiamo chg = b3 doveb € T', 5/ € T'* e che
d(g,b) = (p, ¢, ). Distinguiamo quindi i seguenti casi:

1) se/ = +1 allora
/ acpfl’ seff # e
agb P { acpB  sefl =€

2) sel = —1 e|a| > 1 allora, ponendar = o/a cona’ € T* ea € T', abbiamo

o'pa sec=Bef =c¢
o’pacB’  altrimenti

agbf’ Far {

Nel seguito denotiamo cdtiy, la chiusura riflessiva e transitiva i, .

Osserviamo che s&¢, b) non e definito, oppurd = —1 e a = ¢, allora non esiste alcuna con-
figurazioneC’ € C); tale cheagB Fj; C'. In questo caso diciamo cheys € una configurazione di
arresto pefV/. Senza perdita di generalipossiamo supporre che ogni configurazione accettante sia una
configurazione di arresto.

Una sequenza finit@C; }o<i<m di configurazioni dil/ & una computazione di/ su inputw € X*
seCy = Cy(w), Ci—1 Far C; perognii = 1,2,...,meC,, € una configurazione di arresto pef. Se
inoltre C,,, € accettante diciamo chid accetta I'inputw, altrimenti diciamo che lo rifiuta.

Se invece la macchin®/ su inputw non si ferma la sua computazioeedefinita da una sequenza
infinita di configurazion{C; }o<i<+oo, tali cheCy = Cy(w) e C;_1 Fas C; per ognii > 1.

Supponi ora ché/ si arresti su ogni input € >*. Allora diciamo cheM risolve il problema di
decisione(>X*, q) dove, per oghic € ¥*,

(z) = 1 seM accettar
T =9 0 altrimenti

Esempio 13.2

Consideriamo ora il linguaggi = {z € {a,b}* | z = =z}, dovez” & linversa diz. Si pw facilmente descrivere una
MdT che verifica se una stringa appartienk.arale macchina, su un inpyte {a, b}* di lunghezzan, confronta i simboli di
posizionei en — i + 1 e accetta se questi sono uguali tra loro per égail, 2, ..., n. ll calcolo avviene percoccendovolte
la stringa di input alternando la direzione do spostamento della testina e marcando opportunamente i simboli letti. g

Definiamo ora la nozione di tempo di calcolo di una MdT su un dato input. Data unaMd¥
(@,%,T,q0,B,0, F), per ogniw € ¥*, denotiamo corf;(w) il numero di mosse compiute dd su
inputw. SeM non si arresta ponianity; (w) = +oo. Inoltre, per ognin € N, denotiamo cof’y;(n)
il massimo numero di mosse compiutedasu un input di lunghezza:

Ty (n) = max{Ty(w) | w € ¥, |x| =n}

In questo modd’; & una funziond’); : N — N U {+o0} che chiameremo complessiin tempo di
M. Data una funziong : N — R™, diremo che) lavora in tempof (n) seTy(n) < f(n) per ogni
n € IN. Se inoltref(n) € un polinomio inn diremo cheM funziona in tempo polinomiale.

Esempio 13.3
E facile verificare che la MdT descritta nell'esempio 13.2 lavora in te@pa®). 1
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E evidente che per ogni MdT possiamo definire una macchina RAM che esegue la stessa com-
putazione (a patto di codificare opportunamente i simboli dell’alfabeto di lavoro). Vale inoltre una pro-
priea inversa che consente di determinare, per ogni macchina RAM, una MdT equivalente. Inoltre i
tempi di calcolo delle due macchine sono polinomialmente legati tra loro.

Proposizione 13.8Se un problema di decisioneé risolubile in tempd’(n) da una RAMM secondo
il criterio logaritmico, allora esiste una MdTV’ che risolver in tempop(7(n)) per un opportuno
polinomiop.

Questo significa che la clasgecoincide con la classe dei problemi di decisione risolubili da una
MdT in tempo polinomiale.

Per caratterizzare in maniera analoga la classe NP dobbiamo introdurre la nozione di macchina di
Turing non deterministica. Si tratta intuitivamente di una MdT che ad ogni configurazi@gnecpgliere
la mossa da eseguire in un insieme finito di possibili transizioni. In questo modo su un dato input la
macchina pa compiere computazioni diverse a seconda delle scelte compiute ad ogni passo. Come ve-
dremo, nonostante questo comportamento non determinigtsmmpre possibile associare alla macchina
un problema di decisione e considerare quest’ultimo come il problema “risolto” dalla macchina stes-
sa. Analogamente sapossibile definire il tempo di calcolo richiesto dalla macchina su un dato input.
Codg NP veria a coincidere con la classe dei problemi risolubili da MdT non deterministiche in tempo
polinomiale.

Formalmente una MdT non deterministieéancora un vettord/ = (Q, %, T, qo, B, ¢, F') dove @,
3, T, qo, B e F sono definite come prima, men#¥& una funzione

5 . Q X F SN 2Q><F><{—1,+1}

La macchinal, trovandosi nello statg € @ e leggendo il simbola € T, pud scegliere la mossa da
compiere nell'insiemé(q, a). Come nel caso deterministico, possiamo definire le configuraziavi,di
le relazioni di transizione ; e+%,, e le computazioni di/. E evidente che ora, per ogni configurazione
C € Cys, possono esisterelpconfigurazioni raggiungibili d&' in un passo. Per questo motivo, su un
dato input, la macchina/ pud eseguire computazioni diverse, una per ogni possibile sequenza di scelte
compiute dal/ a ogni passo.
L'insieme delle computazioni di/ su un dato input sono rappresentabili da un albero con radice,

dotato eventualmente di un numero infinito di nodi, che gode delle seguenti paopriet

(i) ogni nodoé etichettato da una configurazioneldi

(ii) la radicee etichettata dalla configurazione iniziale sull'input assegnato;

(iii) se un nodowv e etichettato da una configurazionee Cy,Cs,...,C, sono le configu-
razioni raggiungibili daC' in un passo, allora possiede esattameritdigli etichettati rispettivamente da
C1,Co, ..., Ck;

(iv) un nodow € una foglia se e solo se¢ etichettato da una configurazione di arresto.
Dalla definizione precedenteevidente che una computazioneldisu un dato inpué determinata
da un ramo dell'albero di computazione corrispondente, ovvero da un cammino che va dalla radice a una
foglia.
Diremo che un inputv € >* & accettato da/ se esiste una computazioneMi su inputw che
conduce la macchina in una configurazione accettante, ovvero se@sisté,, tale cheC = aqg,
qge FeCy(w) 3, C.
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Viceversa, se tutte le computazionildi su inputz terminano in una configurazione non accettante,
diciamo cheM rifiuta x.

Se tutte le computazioni dif hanno termine su ogni possibile input diciamo dherisolve |l
problema di decisione = (3*, ¢) dove, per oghic € ¥*,

(z) = 1 seM accettar
T =9 0 altrimenti

Data una MdT non deterministicl = (Q, X, T, qo, B, 6, F') e una stringav € ¥*, denotiamo con
Ty (w) il massimo numero di mosse che la macchina pampiere in una computazione su input
In altre parolel’y;(w) rappresenta I'altezza dell’albero di computazion@#flsu inputw. Chiaramente,
Ty (w) = 400 se e solo se esiste una computaziong/dsu tale input che non si arresta.
Inoltre, per ognin € IN, denotiamo corf,(n) il massimo valore di'y;(w) al variare delle parole
w € X* dilunghezzan:
Ty (n) = max{Ty(w) | w € ¥¥, |w| =n}

Di nuovo, data una funziong: N — R, diremo che una MdT non deterministig4 lavora in tempo
f(n)seTy(n) < f(n) perognin € N.

Proposizione 13.9Un problema di decisione appartiene a NP se e solo se esiste un polingméana
MdT M non deterministica che risolvein tempop(n).

Dimostrazione. Siar = (I, ¢) un problema in NP; allora esistono un insieme delle “dimostrazidni”
una relazioneR e un polinomiop che soddisfano le condizioni poste dalla definizione 13.1. Possiamo
definire una MdT che su input € I sceglie in maniera non deterministica una dimostrazione A di
lunghezzag(|z|) e quindi verifica, in modo deterministico, &e, D) appartiene &. Chiaramente tale
MdT non deterministica risolve il problema considerato e lavora in tempo polinomiale.

Viceversa, ser € risolto da una MdT non deterministica M in tempo polinomiale, possiamo definire
I'insieme delle “dimostrazioni” di una determinata istanzaome la famiglia delle computazioni ac-
cettanti di M su input:. Si verifica facilmente che la famiglia delle “dimostrazioni” togenute soddisfa
le condizioni poste dalla definizione 13.1. I

13.5.2 Dimostrazione

In questa sezione presentiamo la dimostrazione del teorema 13.6. Nella sezione 13.3 akbidimo gi
mostrato che SODD appartiene a NP. Dobbiamo quindi provare che ogni problerdP & polino-
mialmente riducibile a SODD. In altre parole vogliamo dimostrare che per ogni MdT non deterministica
M, che lavora in tempo polinomiale, esiste una funzignealcolabile in tempo polinomiale, che asso-
cia a ogni stringa di inpui di M una formula booleana, in forma normale congiunta, tale chee
accettata dalla macchina se e solo se esiste un assegnamento di valori alle variabili che refhde vera

Senza perdita di generalitpossiamo supporre che, per un opportuno polingneiper ogni inputv
di M, tutte le computazione della macchinaws@bbiano la stessa lunghezz@w|). Infatti, seM non
soddisfa quest’ultima condizione, possiamo sempre costruire una nuova macchina che supripud
calcolap(|w|), poi simulaM suw tenendo un contatore del numero di mosse eseguite e prolungando
ogni computazione fino a(|w|) passi.

Supponiamo inoltre che la macchidd sia definita da\f = (Q, %, T, q1, B,6, F), dove@ =
{01,92,-..,9s} €T’ = {a1,a9,...,a,}. Data ora una stringa € ¥* di lunghezzan, sappiamo che
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ogni computazione dM suw € una sequenza @i(n) + 1 configurazioni, ciascuna delle qu&lirap-
presentabile da una stringaJ tale che|a| < p(n) + 1. La corrispondente formula = f(w) sa&a
definita su tre tipi di variabili booelane$(u,t), C(i,j,t) e L(i,t), dove gli indiciz, j, ¢, u variano in
modo opportuno. Il significato intuitivo di queste varial@lil seguente:

- la variabileS(u, t) assumei il valorel se al tempa la macchina si trova nello statg;
- la variabileC'(4, j, t) assumei valorel se al tempa nella cellai-esima si trova il simbola;;

- la variabile L(i,t) assumet il valorel se al tempa la testina di lettura posizionata sulla
cellai-esima.
E chiaro cheu € {1,2,...,s},t € {0,1,....,p(n)}, i € {1,2,...,p(n) + 1} ej € {1,2,...,r}. Un
assegnamento di valdbie 1 a queste variabili rappresenta una computazione accettaffesdi input
w se le seguenti condizioni sono soddisfatte:

1. per ognit esiste un sola tale cheS(u,t) = 1 ovvero, in ogni istante la macchina sigtrovare
in un solo stato;

2. per ogni esiste un solatale chel (i, t) = 1 ovvero, in ogni istante la macchina legge esattamente
una cella;

3. per ognit e ognii esiste un solg tale cheC'(i,7,t) = 1 ovvero, in ogni istante ciascuna cella
contiene esattamente un simbolo;

4. ivalori delle variabili che hanno indige= 0 rappresentano la configurazione iniziale su input

5. esiste una variabil8(u, p(n)), che assume valorg tale cheg, € F, ovveroM raggiunge uno
stato finale al termine della computazione;

6. per ognit e ognii, seL(i,t) = 0, allora le variabiliC(i, j,t) e C(i, j,t + 1) assumono lo stesso
valore. In altre parole il contenuto delle celle che non sono lette dalla macchina in un dato istante,
resta invariato all'istante successivo;

7. seinvecd (i,t) = 1, allorail valore delle variabilC' (7, j,t+1), S(u,t+1) e L(i, t+1) rispettano
le mosse della macchina all'istante

Associamo ora a ciascuna condizione una formula booleana, definita sulle variabili date, in modo tale
che ogni assegnamento soddisfi la condizione se e solo se rende vera la formula associata. A tale scopo
utilizziamo l'espressioné&/ (yi, 2, . - ., yx) definita in (13.2) che assume valdrese e solo se una sola

delle sue variabili ha valoré. La sua lunghezza limitata da un polinomio nel numero delle variabili

(in particolare U (y1, y2, - - - , yr)| = O(k?)).

1. La prima condizione richiede che per ogni sia un solou tale cheS(u,t) = 1. Possiamo allora
scrivere la seguente formula

p(n)
A=TJUSL,1),52,t),...,5(s,t))
t=0

la cui lunghezza chiarament® (np(n)), percle s € una costante che dipende soloMae non
dalla dimensione dell'inputE chiaro che un assegnamento rende vera la forrAuda e solo se
soddisfa la condizione 1.

Le altre formule si ottengono in modo simile e hanno tutte lunghezza polinomiale in



CAPITOLO 13. 1 PROBLEMI NP-COMPLETI 199

2. B= [ U(L(1,t),L(2,t),...,L(p(n) + 1,t))

w

.C = HU (4,1,t),C(i,2,t),...,C(i,r,t))

4. Supponendo che = z1z5 - - - x,, € rappresentando impropriamente I'indice di ogpi

n p(n)+1
D =5(1,0)-L(1,0)- [[ C(i,2:,0) - J[ C(,B,0)
=1 i=n+1

ol

LE=) S(u,pn)

QuEF

(o]

. Per rappresentare la sesta condizione denotiamo eop I'espressionéx +7) - ( +y), che vale
1 se e solo se le variabili e y assumono lo stesso valore. Per ogaiognit (¢t # p(n)), poniamo

Fit = L(i,t) +H (1,7,t) = C(i,j, t + 1)).

Quindi definiamo
p(n)—1p(n

- 1l HFit

7. Per ogniu, t, 1, j definiamo

Gutij = S(u,t) + L(i, t) + C(i,7,t)+

+ Z (S(ulat+1)'0(iaj,at+1)'L(i+vat+l))'
(qu/,a]-/,v)G(S(Qu,aj)

Osserviamo che questa formula roim forma normale congiunta. Tuttavia, per quanto dimostrato
nella sezione 13.3, sappiamo che esiste una formula equivalente in FNC che denoteréig;con
Si pw verificare che la lunghezza @i,;; € polinomiale. Ne segue che la formula associata alla
settima condizione

G =[] Gusj

u7t7i7j
e anche la sua lunghezza risulta polinomiale.in

Poicle I'espressiond/ € in forma normale congiunta, tutte le formule precedenti sono in FNC. Di
conseguenza, anche la formudlaottenuta dal prodotto booleano delle formule precedérnti,FNC:

¢=A-B-C-D-E-F-G.

Tale formula seleziona esattamente gli assegnamenti che rappresentano computazioni acadtsnti di
inputw. Possiamo allora affermare che esiste un assegnamento che rende vera lagaenalaolo la
macchinal accetta l'inputw.

E inoltre facile verificare, per un&/ fissata,¢ pud essere costruita in tempo polinomiale a partire
dall'input w.
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